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Kapitel 1

Integralrechnung fiir Funktionen in
mehreren Variablen

Gegeben sei f : A — R, A C R?, A beschrinkt. Wir suchen das Volumen des Bereiches
{({L‘l,l‘g, Ty Tar) €E R (2, 20, . 2g) €EANO < mgy < flay, ... ,:Ed)} .

Fiir d = 2 und die Grundfliche A = [a,b] X [¢,d], f : A — R" wihlen wir 3; eine Zerlegung

von [a,b] 1 a =z < x1 < --+ < x,, = bund 33 eine Zerlegung von [c,d] : ¢ = yp < y; <
e <y =d.
Wir setzen
my; = inf x,
’ (xvy)E[rivriH}X[ijyjﬂlf( v)
M;; = sup f(z,y)

(z,y)€lzi,wit1] X [Ys,Y5+1]

und erhalten damit die Untersumme

n—1 m—1
§(f,31,32) = mij($i+1 - $i)(?/j+1 - ?/j)
i=0 j=0
und die Obersumme
n—1m-—1
S(f,31,32) = Mij($i+1 - $i)(yj+1 - yj)
i=0 j=0

Definition 1.0.1. Das obere Riemann-Darboux-Integral ist gegeben durch
JJ sy dedy = inf 5(7.31,30)
1,02
[a,b] X [c,d]
Das untere Riemann-Darboux-Integral ist gegeben durch

JJ faydedy = sup 5(7,31,3:)

[a,b] X [c,d]




Definition 1.0.2. Eine Funktion f : [a,b] X [¢,d] — R heifit Riemann-integrierbar auf [a, b] X
¢, d], wenn

j flz,y)dxdy = j f(z,y) dz dy,

[a,b] % [c,d] [a,b] X [e,d]

Wir schreiben dann:

|| fay)dedy

[a,6] x[¢,d]
fiir den gemeinsamen Wert.

Die Frage stellt sich, wie man diesen Wert berechnen kann, wenn er existiert.
Wir nehmen an, dass

A= [ f@y)dvdy
[a,b] X [c,d]

existiert. Dann gilt wegen der Definition von A

S(f,31,32) < A< S(f,31,32)-

Wir schitzen weiter Ober- und Untersumme durch Integrale ab

n—1 m—1 n—1 m—1
S(£,31:32) = D) Myj(wiss — o) (Y1 — 4) = O _(@is1 — 1) > Mij(yj1 — 1)
i=0 j=0 =0 s

—

n—1

= : (Tip1 — sz‘)g(f(ﬂfz‘a Y),32) > (Tig1 — 55@)/ f(xi,y) dy

i
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und daher
n—1
S(f,31,39) > Z Tiv1 — / f(ziy
=0

Analog erhalten wir

n—1
50,3132 < 3 (i - / Feoy

=0

_ / " fwy) dy.

dann steht in der letzten Zeile gerade eine Riemannsche Zwischensumme fiir das Integral

/abg(:c) dzx.
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Abbildung 1.1: Normalbereich beziiglich der z-Achse

Mit dieser Uberlegung erhalten wir
b
A:/ da:—/(/f:cydy) jj f(z,y) dx dy.

a [a,b] X [e,d]
A heiit Doppelintegral oder Zweifachintegral.
Satz 1.1 (Satz von FUBINI). Sei f stetig auf [a,b] X [c,d]. Dann gilt

b d
/ </ f(fc,y)dy> drc:/ </ f(x,y d:c) dy = f f(x,y) dv dy.
a ¢ [a,b] X [c,d]

Bemerkung 1. Stetige Funktionen sind Riemann-integrierbar.

Beispiel 1. Es ist das Volumen von folgendem Bereich gesucht:

{(:L’,y,z) ERM0<zr<1,0<y< 1,0§z§xy}

1 p,l 1 1 1, 2y=1 1 2
Y T lz

a:yda:dy:/ (/ :L’ydy) da::/ r= da::/ —dr = ——
/0/0 0 0 o 2 0 2 22

1.1 Integrale iiber Normalbereiche

Definition 1.1.1. Eine Teilmenge der Ebene der Form:
{(z,y) e R?|a <z < b, p(x) <y < ()}
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mit zwei gegebenen Funktionen ¢, ¢ heilt ein Normalbereich beziiglich der x-Achse. Ein Nor-
malbereich beziiglich der y-Achse wird so dargestellt:

{(z,9) eR*c <y < d,p(y) <x < 2(y)}

Wir gehen von einem Normalbereich

B = {(z,y) €R’|z € [a,b], p(z) <y < V() }

aus und wollen fiir f : B — R das Integral
{[ £ y)dzdy
B

erklidren und berechnen.
Wihle ¢, d so, dass B C [a, b] x [c, d] und setze

-~ ) f(z,y) fir(z,y) € B
f@y) = {O sonst

= ]ﬂx,y)d@»dy:/a ([ Fenar) i

B [a,b] x[c,d

b [ e () d b o)
=/ / 0dy+/ f(x,y)dy+/ 0dy dw:/ / f(z,y)dy | dx
a c o(x) () a w(x)

Bemerkung 2. Wenn B ein Normalbereich beziiglich der z-Achse ist gilt fiir

B = {(z.y) € Bz € [a, ], plw) <y < ()}

[ Fevaeay= [ ( [ s dy) .
] “ ’

[a,b] % [ed (@)

und es gilt:

Wenn (' ein Normalbereich beziiglich der y-Achse ist, gilt fiir

C={(x,y) e Ry € [c,d], p(y) < < ()}

[f 1y ara= [ ( [ s dsc) .

C )

dann gilt



Beispiel 2. Berechne das Volumen unter f(x,y) = y iiber den Bereich

B={(z,y) e R*2*+¢* < 1,y > 0}
:{(:E,y)€R2|—1§x§1,0§y§\/1—x2}

Z{(x,y)€R2|0§y§1,—\/1—y2§:€§\/1—y2}

1. Methode:
1 1—x2 1 yz V1—a?
jjydxdy:/ / ydy da::/ = dx
i -1 \Jo 1\ 21,20
/1 1o, 1 1Y 12
rT=-r——| =-+4+-=-.
1 2 6|, 3 3 3
2. Methode:
1 1—y2 1 r=4/1-y?
/ / ydx = / yx dy
0 — 1*3/2 0 r=— 1—y2
1
/ (yx/l -y - (—yx/l —y2)> dy =/ 2yv/1—y*dy
0 0
(u=1-y" du=—2ydy)
u=0 u=1 2 1 9
= \/ﬂ(—du):/ uz du = uz| = =.
u=1 u=0 3 0 3

1.2 Substitutionsregel

Wir wollen bei der Berechnung von [, f(x, ) dz dy neue Variablen v und v, x = z(u,v),y =
y(u, v) einfiihren. Es soll also fiir eine Variablentransformation

T:C—B
(u,v) = (z(u,v),y(u,v))

fj fla,y)dedy = jj flx(u,v),y(u,v))  ??? dudv

gelten, wobei wir den “Umrechnungsfaktor” 7?7 noch bestimmen miissen.
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Um zu verstehen, woher der Faktor 777 kommt, wollen wir die Substitutionsregel fiir einfache
Integrale noch einmal analysieren:

n—

b)
flz)dz = R(f,3,2) = Z f(&)(wip — ;)

1
) =0

i),& =T(n:)

b 7(
| raara - | .
T(u

€Tr; =

Nach dem Mittelwertsatz konnen wir z; 1 — x; = T"(7;)(u;+1 — u;) schreiben und behalten

7
—
3
|

—

f€) (i —x5) = A F(T )T () (i1 — ).

~
Il
o
~
I
o

Der Faktor 77(7;) kann als Umrechnungsfaktor zwischen der Lingenmessung in der “u-Welt”
zur Lingenmessung in der “x-Welt” interpretiert werden. (Abb. 1.2)

X
A
Ts
Ty
x=T(u)
x3
T2
1
> U
Ui U2 us Uy Us

Abbildung 1.2: Umrechnung von v auf

Wir miissen also verstehen, wie sich die Fliche von Teilrechtecken [u;, u; 1] X [v;, v;41] der
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Zerlegung unter der Transformation 7' verdndert. Dazu betrachten wir die ersten Nidherungen

)
)

x Ox
x(u,v) = x(u;, v;) + %(uz, v)(u—u;) + %(uz, vj)(v —wv;)+  Fehler
Oy Iy
y(u,v) = y(u;, v;) + %(ui,vj)(u —u;) + %(ui,vj)(v —wv;)+  Fehler

U, Vj11) m

(ui,v5) (Uit1,v5

u

Abbildung 1.3: Zur Variablentransformation

Die Fliche von T'([u;, wit1] X [vj,vj41]) ist also anndhernd gleich der Fliche des von den
Tangentialvektoren in (u;, v;) aufgespannten Parallelogramms (Abb. 1.3). Diese Fliche ist gleich

Ay Ox y
ou (uia vj)%(uiv Uj) - %(u,, v])%(u,, UJ)

(wir1 — i) (i1 — v5).

Damit kann man erwarten, dass

m—1n—1
Z Mg Oy 0r0y (i, v7) (i1 — wi) (V41 — v5)
== Judv  Ovou

ungefihr die Riemann-Summe des transformierten Integrals ist. Dies ist eine Riemann-Summe

fiir das Integral
ge(uv) GE(u,v)
ou ov
Lf f(T(u,v)) |det ( 2 (y, ) 2, v) )

Damit haben wir folgenden Satz motiviert.




Satz 1.2. (Transformationsregel fiir Doppelintegrale:) Sei T : B — R? eine einmal stetig diffe-

renzierbare, injektive Abbildung, dann gilt:
@(u U) @(u U)
z,y)dedy = u,v)) |det [ F4° Gu ™
JJ Sty dedy ﬂf (%(u,v) % (u,v)

T(B)

fiir alle Riemann-integrierbaren Funktionen.

Beispiel 3.
B ={(z,y) € R*[z> +y*> <1} die Einheitskreisscheibe

ff 22 dx dy
B

berechnen, indem wir Polarkoordinaten einfiihren:

Wir wollen

T =1TCosp
y=rsinp

brie)
TEY(B) = {(r,¢)|[0 <7 <1,0< ¢ <21} Einheitskreisscheibe in Polarkoordinaten
0
det ( (z, y)) _
o(r,¢)
=27
ffx drdy = ff r?cos? prdr dp = / / 3 cos? p dr dyp
T(-1)(B $=0
/ cos? o dp =

4
/ / oS gpdgp—z
2m

2T
/cos%odgp-/ sin? pdp = A
0 0
= A=

2
2A = / (sin?p 4 cos? @) dp = 1
0

1 2w
1 s
3 2
= d d = 7T = —
/(; T T/O COs™ p ay 47T 1

Bemerkung 3. Transformationregel fiir die Umrechnung auf Polarkoordinaten:

cosp —Trsine
siny rcose

‘:rcoszg0+rsin2g0:r

jj flz,y dxdy—f f(rcosp,rsinp)rdrdp

T(B)
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Beispiel 4. Wir wollen das Integral

I:/ e de

bestimmen. Dies ist zu verstehen als der Grenzwert

=
mit
R 2
I(R) :/ e " du.
-R
Wir betrachten

2 R R _;1;2_y2 . _(-,1:2_|_y2)
I(R)" = e dx dy = fj e dx dy.
—RJR [~ RR]x[-R.R]

Das Quadrat [—R, R| x [—R, R] enthilt den Kreis mit Radius R und ist selbst im Kreis mit
Radius R+v/2 enthalten. Damit gilt

Abbildung 1.4: Die Integrationsbereiche

e~ @) g dy < I(R)* < ff e~ @) gg dy.
z2+y2§R2 z2+y2§2R2
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Indem wir nun Polarkoordinaten substituieren, erhalten wir

5 5 r=R pe=27 )
ff e @) do dy = / / e " rdrdp =
22+y2<R2 r=0 =0
R , 2 R ,
:/ re " dr/ dgpzﬂ/ 2re”" dr.
0 0 0

Das letzte Integral konnen wir durch Substitution leicht berechnen

w=r2du=2rdr

R , R?
7r/ 2re”" dr = 7T/ e du=m(—e")
0 0

Damit erhalten wir die Ungleichung

m(1—e ) <I(R)? < m(1 — e 27,

R2
— (1l —e ).
0

woraus durch Grenziibergang R — oo

lim I(R)*> =7
R—o0
und damit ~
/ e dx = /T
folgt.

1.3 Dreifachintegrale

Motivation:
B € R? beschreibt einen Kérper; p(z, y, 2)-Dichte des Materials im Punkt (z, y, 2)

Masse von B = jjf plx,y, z)dxdydz
B

Wie bei Doppelintegralen gilt dann

b d h
f(z,y,2)dedydz = / (/ (/ flx,y,2) dz) dy) dzx
[a,b]x[c,d] x[g,h] a c g

Definition 1.3.1. (Normalbereich in R3: ) Seien f, g : [a,b] — R und
B = {(z.y)la <z <bflz) <y < g(x)}

der durch diese beiden Funktionen bestimmte Normalbereich. Seien weiters p,v : B — R.
Dann beschreibt

V= {(x,y,z) cERa<z<b f(r)<y<glx),plry) <z< ’(/}({E,y)}

einen dreidimensionalen Normalbereich.

12



Bemerkung 4. Sei V' der eben beschriebene Normalbereich. Dann gilt

b 9(z) P(z,y)
jjf hz,y, z)dz dydz :/ / / h(z,y,z)dz | dy | dx.
v a f(z) o(z,y)

Beispiel 5. Der Bereich V' sei gegeben durch
V:{(x,y,z)€R3|0<x<1, O<y<u, 0<z<xy}.

Wir bestimmen

ffoyzdxdydz:/;?( y:m(
(

r=1 y=x 22 Z=xYy
— all dy | dr =
/J:O </yO W 2 ) z=0 y) !
:/"”:1 L/ M PR L i
=0 2 4 y=0 =0 8 64 0 64

Beispiel 6. Gegeben sei ein Bereich B = {(z,y, 2) € R3||z| + |y| + |2| < 1}. Gesucht ist sein
Volumen.

W:{(x,y,z) ERz,y,2> 0,0 +y+2< 1}:
:{(az,y,z)€R3\0§x§1,0§y§1—x,0§z§1—x—y}

V= gﬁ de dydz =

_3 fvﬂ da dydz = 8 / m? ( /y y?x ( / Z?w dz) dy) da

Beispiel 7.

jjj xyzdxdydz =0

|4+ y|+]2|<1

13



Der Integrationsbereich ist symmetrisch und der Integrand ungerade (d.h. f(—x,—y,—2) =
—f(z,y, z)), daher muss man das Integral nicht ausrechnen. Man kann ,,durch Hinschauen® er-
kennen, dass das Integral verschwindet.

1.4 Transformationregel fiir Dreifachintegrale

Satz 1.3. (Transformationsregel fiir Dreifachintegrale:) Sei T : B — R? eine einmal stetig
differenzierbare, injektive Abbildung gegeben durch

(u,v,w) — (z(u,v,w),y(u, v,w), z(u,v,w)).

Dann gilt

det <M>’ du dv dw.

jjf f(z,y,2)dedydz = fjf fla(u,v,w), y(u, v, w), z(u, v, w)) A(u, v, w)
T(B) B o

Beispiel 8.

fjf (:c2 + yz) 2 dedydz =?

x24y2+22<1

Substitution mit raumlichen Polarkoordinaten:

x rsin @ cos ¢
y | = | rsinfsing
z rcosf

mit) <r,0<0 <7 0< ¢ <27 (oder —m < ¢ < 7). Fiir die Jacobi-Determinante erhalten
wir

9 sinfcosy rcosfcosp —rsinfsing

Ty, 2 oo ) . 5 .

det (870) =det | sinflsingy rcosfsiny rsinfcosp =r“siné.
(r.0,¢) cos 6 —rsind 0

14



Damit gilt

fjf (2 +y*) 2 dedydz =

2 4y2+22<1

:/ / / (r? sin? @ cos® p + 12 sin? O sin? )r? cos? O(r? sin 0) dr df dp =
T =0 [%

=27
:/ / / r%sin® 0 cos® O dr dyp df =
r = 6
= / r dr/ dap/ sin® 0 cos? 0 df =
r=0 p=0 6=0

1 O=m
= ?271'/ sin 0(1 — cos® ) cos® 0 df
0

=0
u = cosf, du = —sinf db

- 277T ) (1 — u?)u?(— du)

27T_u_51
7T\3 5/

Beispiel 9. Bestimme das Volumen des Korpers, der von der durch (2% + 42+ 22)? = x beschrie-
benen Fliche begrenzt wird.

B 8
. 105

x rcosf
y | = rsinfcosyp
z rsin f sin ¢

rt =rcosf = r? =cosb,r > 0= cosf >0:0 <6 <% Damit erhalten

0<0<— 0<@p<2mr, 0<r<Veosh

Volumen V' = / / / r?sin @ dr dy df =
0 r

__ T

=27 5 cos 0
:/ dgp/ / r?sinfdr df =
[% r

\/ cos 6

0= % r= :g
:27T/ T—sm@ d0:2—7T cosfsinfdf =
u = cosf, du = —sinf db
o [° 27 1
il 7,L(—alu):—7T—:z
3 ) 32 3

15



Beispiel 10. Bestimme das Volumen des durch (2 + y* + 2%)> = 7. begrenzten Bereiches.
Wir fiihren Zylinderkoordinaten ein:

x T COS ¢
y | =| rsineg
z z
(8(x,y,z)) Cos@ —Tsing 0
det | m————= ) = | sinp rcosp 0 |=r
a(r,p,2) 0 0 1

x? 492
64
2 212
= (T +z ) ﬁ
8
=24t =-
r
8 .3
= 2% =
r
8 — 3
8—r*>0=r<222< !
r
] — 3 ] — 3
= - i "o0<p<or 0<r<2
r T
Das Volumen von V ist dann
2= 8—r3
p=27 r=2 "
/ / / rdzdrde =
=0 r=0
= 8—r3
o 8—r3
p=2m r=2 "
= / dy / rdzdr
p=0 r=0
= 8—r3
r=2
8 — 3
=27 2 ! rdr
r=0 r
dr % /8 —u 1672
= — du =
3 0 u 3



Dabei haben wir im letzten Schritt 7* = u substituiert. Das Integral 148t sich durch die Substitu-
tion

t =

berechnen.
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Kapitel 2

Vektoranalysis

Definition 2.0.1. Eine Abbildung V : U — R3,U C R3 heiBt Vektorfeld. Jedem Punkt von U
wird ein Vektor zugeordnet.

/

P 4

Abbildung 2.1: Vektorfeld

Beispiele: Stromung, Gravitation, elektrisches Feld.

19



2.1 Kurvenintegrale

Sei x(t) eine Kurve (Bewegung im Vektorfeld). Gesucht wird die Arbeit, die bei Bewegung
entlang der Kurve im Feld verrichtet wird. Es gilt

Arbeit = Kraft(in Wegrichtung) x Weg.

x(to + h) — x(to) = x(to)h
Die Arbeit entlang der Kurve zwischen x () und x(to + h) ist daher etwa
IV (x(t0))I[ - [[hx(to) || cos(a) = (V (x(t0)), hx(to)) = h{V (x(to)), %(t0))

x(to)

Abbildung 2.2: Arbeit entlang einer Kurve im Vektorfeld V

Damit erhalten wir fiir die Arbeit entlang der Kurve x : [a,b] — U :
b
IRCOET

= /[Vl(ﬂf(t),y(t% 2(8))a(t) + Va(x (), y(t), 2(£)g(t) + Va(x(t), y(t), 2(t)) 2(t)] dt

::/I/ldx+1/2dy+\/3dz:/de
C c

Wichtig: Die Kurve ist nicht nur die Tragermenge C' sondern hat auch eine Orientierung.
Die letzte Definition legt nahe, dass das Kurvenintegral nur vom Vektorfeld und der orien-
tierten Kurve, aber nicht von der Parametrisierung der Kurve abhingt:

/de = /b<V(x(t)),>'<(t)> dt
C a

20



Wir wollen die Kurve mit einer anderen Parametrisierung versehen, also

e dl = [a,b], t = ¢(u), dt = @(u)du,
o(c) =a ,p(d) =b.

Dann erhalten wir

d
/ Vx = / (V(x(p(u))), k() o) du
C

mity(u) = x(¢(u)). Der Vektor y durchliuft die selbe Menge wie x mit der selben Orientierung

und es gilt
d b

/ (V(y(w), §(w) du = / (V (x(t)), %(t)) dt.

c a

Bemerkung 5. Das Kurvenintegral hiangt vom Vektorfeld V, von der Kurve C' und ihrer Orien-
tierung, aber nicht von der Parametrisierung der Kurve ab.

Beispiel 11. Sei C' die Verbindungsstrecke von (0, 0, 0) nach (1,2, 3)

/:cyd:c + zdy +yexp(z)dz =
c
1 t
Parametrisierung: x(t) =t 2 =\ 2t | ,t€]0,1]
3t

/:cyd:c+zdy+ye dz =
c

t2tdt+—3t2dt+—2te“z3dw

o\

@ﬂ+&+&ﬁmt

I
o\

1 1

— / 263 dt
0

0

1

+3t2
0

1

+2t 3
0

[GSIN )

t3

21
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Bemerkung 6. Der entscheidende Teil bei der Berechnung von Kurvenintegralen ist die Auswahl
einer passenden Parametrisierung.

2.2 Wegunabhingigkeit

Definition 2.2.1. Ein Kurvenintegral [V dx heifit wegunabhingig, wenn sein Wert nur von
c

Anfangs- und Endpunkt der Kurve C, aber nicht vom Verlauf der Kurve abhéngt.

Bemerkung 7. Das Kurvenintegral [V dx ist wegunabhingig genau dann, wenn § V dx iiber
c a
jede geschlossene Kurve G verschwindet (siehe Abbildung 2.3).

(woyyo,zo)

Abbildung 2.3: Wegunabhingigkeit

Wir nehmen an, dass V = (Vi(z,y, z), Va(z,y, 2), V3(x,y, z)) ein Vektorfeld mit wegun-
abhiéngigen Kurvenintegralen sei.
Wir wihlen (zo, o, z0) einen festen Anfangspunkt und setzten

(z,y,2) z y z

o(x,y,2) = / de:/%(tluymZO)dtl+/‘/2(x7t27z0) dt2+/V3(:c,y,t3) dis
(xo,y(),zo) o Yo 20

Diese Schreibweise ist durch die Wegunabhiéngigkeit gerechtfertigt.
Differentiation nach x, y und z ergibt dann

grad¢p =V,
das Vektorfeld V ist also ein Gradientenfeld.

22



Das Integral [V dx ist also genau dann wegunabhingig, wenn eine Funktion ¢ existiert,
deren Gradient V ist. Ein solches ¢ heifit eine Stammfunktion bzw. Potenzial. Wenn man ¢
gefunden hat, kann man das Kurvenintegral durch:

(z,9,2)
Vdx = ¢($, Y, Z) - (b(x(by(h Zo)

(20,40,20)

berechnen.
Wir suchen eine Bedingung dafiir, dass V ein Gradientenfeld ist:

99

Vi Ox

_ _ | 99

V = Vs = | &
V3 )

0z

v, o oV

oy  0xOy  Ox

Durch Differenzieren der Eintrdage von V' erhalten wir die notwendigen Bedingungen:

Vi OV,
dy Ot
vy OV
9z Oy
vy O,
dr 0z

Die folgende Schreibweise erleichtert es, sich diese Formeln zu merken

9 Vs _ 0Vs
s ‘/1 oy 0z
) o _ 0V
VxV= e X ‘/2 = 0z oz
a Vs Vy _ oy
Oz oz Jy

V xV =10tV  Rotation von V
Wenn V ein Gradientenfeld ist, dann gilt: rot V = 0=VxV

rot(grad ¢) = V x (V¢) = (V x V)¢ =0

Spéter brauchen wir dann noch

Ve Vi
V- V=11V, Vo | = Wi + o, + vy = divV  Divergenz von V ,Quelldichte*
V. v, ox dy 0z
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Fiir div und rot gilt dann
div(rot V) =V - (Vx V) =0
Weiters definieren wir fiir spéter
82 0? 0?
div(grad¢) =V - V¢ = (b 5+ Iy ¢ + 8,2? A¢ Laplace Operator

A=V V.

2.3 Oberflichenintegrale

Sei B € R3 eine Fliiche.
x(u,v)
B = y(u,v) | |(u,v) €U 3 CR?
2(u,v)
V ist ein Vektorfeld, das wir als Stromung interpretieren. Wir wollen den Fluss des Vektorfeldes

V durch die orientierte Fliche B bestimmen.
Durch ein kleines Fliachenstiick flie3t etwa

(V(x),n(x)) - Fldche.
Dabei bezeichnet n(x) den Normalvektor auf B im Punkt x € B.
Parametrisierung der Fliche B (siehe Abbildung 2.4):
¢:U— B, UCR?
x(u,v)
(u,0) = | y(u,v)
2(u, v)
Damit haben wir
V(x) = V(o(u,v)).
Der Normalvektor n ist das Vektorprodukt von Tangentialvektoren:
8(;5 « 9%

ou ov

n—=-+-%_ 9
192 < 22|

Das unbestimmte Vorzeichen + deutet an, dass der richtig orientierte Normalvektor zu wihlen
ist.

0 09

8u v

j:fj< %x%> du dv
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du dv

2 0
(V,n) - Fliche = <V(¢>( v)), iH(% . 8¢H> '

Fluss durch B ist :



T

Abbildung 2.4: Parametrisierung einer Fliche im R3

Bemerkung 8. Der Wert des Integrals hingt nur vom Vektorfeld und der orientierten Fliche,
aber nicht von der Parametrisierung ab.

Dies rechtfertigt die Schreibweisen

[[(v.nydo= [[V-do= [[Vidyn dz+Vadz A dw+ Vyda A dy,
B B B

wobei
Vi

V= | 1
vy

Dabei nennt man do = || g—ﬁ X % ||du dv das skalare Oberflichenelement. do = n - do heifit
das vektorielle Oberflichenelement.

Beispiel 12. Sei
B={(z,y,2) eR*|a" +y*+2°=1,22>0}

so orientiert, dass der Normalvektor positive z-Koordinaten hat. Wir wollen dann

jj:cdy/\ dz+ydz A\ doe + zdx N dy =7
B
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berechnen.
Wir bendtigen dazu eine Parametrisierung fiir B:

cosu sinv -
o(u,v) = | sinusinv |;0<u<2m;,0<0v< B) nur Halbkugel z > 0
COS v
o —sinwusinv COS U COS V
<25 ¢ . )
do=— X —dudv = COS U SIn v X sin u cos v du dv
8u ov :
0 —sinwv
— cosusinv
=4 —sinusin®v du dv
—sinv cos v

Wir wihlen dieses Vorzeichen um die richtige Orientierung zu erhalten:

COS U SIN v
do = sinusinv | sinv dudv
Ccosv
Dann gilt
COS U SIN v cosSu sSinv
jj Vdo = / sin u sin v sin w sin v sin v du dv
w0 e COS U Ccosv
us s
2 9 9 x
2
/ / sinvdudv = / du/smvdv = 27(— cosv)
u=0v=0 0 0

=27
Bemerkung 9. Die Schreibweise mit A deutet an, dass die Orientierung der Flidche wichtig ist:
der N dy=—dy N\ dr; und de A de = —dx A dex = dx N dex =0

Diese Rechenregeln stellen sicher, dass immer die richtigen Vorzeichen gewihlt werden, sofern
der der Orientierung entsprechend gerichtete Normalvektor gewihlt wurde.
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Beispiel 13. Wir bestimmen dy A dz nach den Rechenregeln

Oy oz Oy 0z
—%%dU/\ dU—F%%dU/\ dU"—

Oy 0z 0y 0z

_ (0= _9yo=

Indem wir die Ergebnisse in das Integral H vidy N\ dz +vodz N\ dx + vgdx A\ dy einsetzen,
erhalten wir

jjvldy/\ dz +vodz N\ dx +vsdx N dy
B
. oy0= 0y 0z 0:00 0:0
= fvf (”l(¢(“’”)) (au 90~ v au) +a(9(u,v)) (au 90~ du au)
Ordy Oxdy

Wenn sichergestellt ist, dass die richtige Orientierung gewihlt wurde (Normalvektor!), darf am
Ende du A dv durch du dv ersetzt werden. Damit sind wir bei einem gewohnlichen Doppelin-
tegral angelangt, das wir ausrechnen konnen.

2.4 Integralsatze

2.4.1 Integralsatz von Gauf} in der Ebene

Kurvenintegrale in der Ebene: V : U — R?, U C R?

/Pdw +Qdy = /(P(x(t), y(0))a(t) + Qx(1), y(1))y(t)) dt

C a
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Sei B C U ein Normalbereich beziiglich beider Achsen (siehe Abbildung 2.5)

B={(z,y) eR*|a<z<b pi(r) <y < po(z)}
= {(z,y) e R?*[c <y < d, u(y) <& <1a(y)}.
Wir wollen nun das Kurvenintegral iiber den Rand von B
7{ Pdx+Qdy
OB
berechnen.
d
©2(r)
B Pa(y)
¥1(y) |
e1(w)
a b g

Abbildung 2.5: Der Bereich B

Wir schreiben das Kurvenintegral in ein Doppelintegral um

a

%szjpm%@»m+/mﬁwwmm

0B a b

(P(z, p2(x)) = Pz, p1(2))) dv

\.»cr

o

p2(x)
g—fjxydy da:——ff dx dy

e1(z)
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f@dy:/c@wl dy+/wz y) dy

0B

/d — Q((y),y)) dy

d ¥2(y)
:/é — dx dy
I

B

Satz 2.1 (Integralsatz von GAUSS in der Ebene). Sei B eine Teilmenge der Ebene, die von einer
glatten Kurve OB berandet wird. Seien die beiden Funktionen P und () auf ganz B differenzier-

bar. Dann gilt
oQ 0P
Pdr+Qdy = (———) dz dy.
7{ Lj oxr Oy

0B

7{( dx+xdy—ﬂ <——7> dz dy

0B

Beispiel 14.

=2 fj dxdy =2 - Flache von B
B
Das ist die LEIBN1Zsche Sektorformel

Folgerungen

Wegunabhiingigkeit von Kurvenintegralen in der Ebene: [ P dz+() dy heiit wegunabhiingig,

wenn der Wert des Integrals nur von Anfang- und Endpunkt abhéngt.
Wir wissen bereits, dass das Kurvenintegral wegunabhéngig ist wenn

% Pdr+ Qdy =0 fir jede geschlossene Kurve G gilt.
G

Ebenso ist die Wegunabhingigkeit dquivalent mit der Existenz einer Stammfunktion ¢.

Fiir ¢ gilt dann: g—f = P; % =Q

N 0?¢ _opP 0?¢ _ R
oxdy Oy 0xdy Oz
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d.h.: Wenn das Integral wegunabhingig ist, gilt:

or _ 2
oy  Ox

Sei V = ( g ) ein Vektorfeld auf U mit %—5 = % dann,

%deJery—ff <@—%—§) drdy=0 wennG = 0B
G

Bemerkung 10. Wenn U die Eigenschaft hat, dass jede geschlossene Kurve GG in U ein Gebiet
berandet, dann funktioniert obiges Argument und das Kurvenintegral | P dz + @ dy ist wegun-

abhingig. Wenn U keine ,,Locher* hat, dann ist jede geschlossene Kurve ein Rand. Gebiete U
mit dieser Eigenschaft heilen einfach zusammenhdngend.

Satz 2.2. Sei U ein einfach zusammenhdngendes Gebiet und V = ( g ) ein Vektorfeld auf U,

oP _

By ? gilt.

dann ist das Kurvenintegral [ P dx + Q dy genau dann wegunabhiingig, wenn

Beispiel 15. Auf die Voraussetzung, dass U einfach zusammenhéngend ist, kann nicht verzichtet
werden.

—Y
dx dy =7
% x2+y2 R .T2—|— 2 Yy
1.2+y2:1

0 x 1 N 2 2 —y?
—_— = €T _— = -
ax .CU2 +y2 .CU2 +y2 (.CU2 +y2)2 (.TQ _|_y2)2
0

-y ) 1 2y =y
8y :L’2—|—y2 o :1:2+y2 Y (:1:2+y2)2 o (:L’2+y2)2
27 27
T sint)(sint) + costcost
PR PR Sy (U )

dx
x? +y? x? + y? cos?t 4 sin?t

1.2+y2:1

Das Vektorfeld V ist auf R? \ {(0,0)} definiert und kann nicht in (0, 0) fortgesetzt werden.
Fluss eines Vektorfeldes durch eine Kurve (im R?)
P i § 1
V, n dS; V= ; t = . ;N = i -
/< > (Q) (y) (—x)\/ﬁcwy?
ds = /2% + 92 dt; x =x(t), t € [a, ]
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b
PN (i ; o
/(Q)<_x)\/m\/x +y2dt = / Qx+Py)dt—/ Qdz+ Pdy

c
Nach dem Integralsatz von Gauf3 gilt dann

f@dx+de H(ap o= )>dxdy

Bemerkung 11. Der Fluss von V durch den Rand von B kann also als das Integral iiber eine
“Quelldichte” geschrieben werden:

(0P 0Q
j{—Qd:E*Fde—JBJ‘ (8—l‘+8—y> d:Edy
OB

2.4.2 Integralsatze fiir Kurven- und Oberflichenintegrale im Raum

Der Integralsatz von Stokes

Sei B ein Flachenstiick im Raum und

x(u,v)
¢ (u,v) = | y(u,v)
z(u, v)
eine Parametrisierung von 5. Wir wollen nun
deerQderRdz

oB

als ein Kurvenintegral in (u, v) umschreiben und den Integralsatz von Gaull anwenden, um einen
entsprechenden Integralsatz fiir Kurvenintegrale im Raum zu erhalten. Es gilt dann

dex:j{(Pogb) <%du+%dv)
c

oB

wegen

Nach dem Integralsatz von Gauf} erhalten wir

74(130@%0[“*(130@2—%:
C
J{B) [a% <(PO¢)g—i) 86;((130@ )} du dv,
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Nach der Kettenregel gilt
0 ox OPOx OPdy OPOz\ Ox 0x
— (P — )=+ +————|=—+P
ou <( O(b)av) (8:5 8u+ dy 8u+ 0z 8u) ov * O(bauav
0 ox oPOdx O0P0Oy 0P 0z\ Oz 0w
— [ (P — —— | —+P
v <( ° (b)au) (8:5 v oy dy o * 0z 81}) ou e (b@u&v
Der Integrand des Doppelintegrals lésst sich dann als

oP <8x8x 895890) N oP <8y8x (’3y8x) N oP <(’32 ox (’328x)

dr \oudv  dvdu) Oy \Oudv dvou) 9z

schreiben (der erste Summand ist 0). Insgesamt erhalten wir
Ordy Oxdy OP (0z0x 0z0x
7{”‘6— ff ( <m— B a_%) "o (%a_ - a_%)) dudv

und (unter Verwendung der A-Schreibweise)

OP oP
%de:ﬂ (—a—yd:cA dy + 5 dz A daz)

0B

f@d _ﬂ<——d Adz+g—Qdmdy)
fRdz_ﬂ< a8 Adx+g—RdyA dz).

Durch Zusammenfassen ergibt sich

oudv  Ovou

%dejLQdijRdz

0B
—ﬂ 8—R—8—Q dy A dz + oQ _or dz A dy + 0P OB\ 4o A da.
or Oy 0z Or

Wir erkennen, dass in diesem Oberflachenintegral genau die Koordinaten von rot V vorkommen.

Satz 2.3 (Integralsatz von STOKES). Sei V ein Vektorfeld auf O C R3, B eine Fliiche in O und

OB ihr Rand. Dann gilt:

%Vds = jf(rot V)do
OB B

Dabei ist der Normalvektor auf B so zu wihlen, dass bei Umlaufen der Kurve 0B das Innere

zur Linken liegt (Links ist durch den Normalvektor definiert), wie in Abbildung 2.5.

Bemerkung 12. [V ds ist wegunabhiingig < § V ds = 0 fiir alle geschlossenen Kurven G =
e}

rot V = 0. Wenn der Definitionsbereich von V so beschaffen ist, dass jede geschlossene Kurve

eine Fliche berandet, dann gilt auch die Umkehrung.

32



Der Integralsatz von Gaufl im Raum

Sei V ein Vektorfeld auf O C R3, U C O - ein Volumen, OU Rand von U (eine geschlossene
Flache).

Analog zum Integralsatz von Gaul} in der Ebene suchen wir eine Gleichung der Form

@S Vdo = Hf Quelldichte dz dy dz
oU U

Wir wollen die Quelldichte durch einen Grenziibergang bestimmen:

1 .
Quelldichte(xq, Yo, z0) = }gr(l] Vol B (20 s0.70). r) jjf Quelldichte dx dy dz
B((z0,y0,20)
) 1
- }*LI}(I] 47r3 Vdo
3 9B((z0.y0,70).7)
PdyN dz+Qdz N de+ Rdx A\ dy
9B((z0,y0%0),7)
x = rcos(p)sin(f) + xg
y = rsin(yp) sin(f) + yo
z =rcos(f) + z
Damit ergibt sich
r cos(p) cos() —rsin(y) sin(6) 2 cos(ip) sin(6)?
do= | rsin(p)cos(d) | x | rcos(p)sin(@) | df dp= | r?sin(yp)sin(0)* | do de.
—rsin() 0 r? sin(0) cos(0)
Die Koordinaten des Vektorfeldes ersetzen wir durch ihre erste Ndherung
oP oP
P(x,y,z) = P(z0, 0, 20) + a—x(%, Yozo)(x — o) + a—y(%,yo, 20) (Y — ¥o)
oP
+ E(‘Wo,yozo)(z — 2) + Rest

und setzen dies in das Integral ein

@de/\ dz

p=2m 0=

OP . OP . )
/ / < (0.0 20) + 5 (@0, 20 c05(i2) in(6) + (2. 0. 20)rsin(i) sin(6)
=0 6=
OP

+ a(xo, Yo, Z0)7 cos(0) + Rest) -2 cos (i) sin(#)? df d.
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Weil fo% cos(p)dp = 0 und f027r sin(¢) cos(¢) dp = 0 verschwinden die Integrale iiber alle
Terme bis auf den zweiten. Damit ergibt sich

=27 O=m7
oP
gjs Pdy A dz =1* / / 8—(:00, Yo, 20) cos® () sin®(0) df de + Rest
x
0B =0 6=0
2m T
=T 8—(56’073/0720) cos” @ dp [ (1 —cos™(0))sin(f) df 4 Rest
x
0 0
473 OP
= 7;T 87({[’0,?/0,20) + Rest
und daher ; op
71»1_,1% A3 @de N dz = %(l’o, ZUOZO),
weil Rest
lim = 0
r—0 13
gilt.

Dies gilt analog auch fiir [[, , Qdz A dzund [[,, Rdx A dy. Damit erhalten wir

. oP 0Q OR .
Quelldichte B + Dy + 97 divV

Satz 2.4 (Integralsatz von GauB im Raum). Sei U eine Teilmenge von R3, die von der glatten
Fliche OU berandet wird, und sei das Vektorfeld V auf ganz U differenzierbar. Dann gilt

@Vdo - Hf div V dz dy dz.
oUu U

Dabei ist OU so orientiert, dass der Normalvektor nach auf3en zeigt.
Bemerkung 13. Die Integralsitze von Gaul und Stokes motivieren folgende Definitionen:

e Ein Vektorfeld V heilit wirbelfrei, wenn die Rotation Null ist
e Ein Vektorfeld V heilit quellenfrei wenn die Divergenz Null ist
& @ Vdo =0 fiir jede geschlossene Fliche
Y

Beispiel 16. Das folgende Beispiel zeigt, dass der Integralsatz von Gaul} nur richtig ist, wenn
der Definitionsbereich von V keine ,,Locher* hat, also jede geschlossene Flidche tatsidchlich ein
Gebiet berandet. Wir bestimmen das Oberflachenintegral des Vektorfeldes
X
1
V= 3 Y
(22 +y2+2%)2 \
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iber die Oberflache der Kugel mit Radius £ um den Ursprung. Dies ergibt mit

x R cos psin 6 R cos psin €

y | = Rsinpsind | und do= | Rsingsind | R*sinfdfdy

z Rcosf Rcosf

=21 f=m 2T
2+ y? + 22
@S V. do= _Rsinfdf dp = sinfdf = 4 #£ 0
(22 +y2 + 22)2
OB(0,R) ©=0 =0 Y 0 0

Andererseits gilt

. 0 x 0 Yy 0 z
divV = — s+ = s+ =— 3
ox (22 4 y2 + 22)2 oy (22 4 32 + 22)2 0z (22 4 32 + 22)2

: (22 + g2 + 2%)3

wodurch das Volumenintegral natiirlich verschwindet (vergleiche mit Beispiel 15).
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fiir Dreifachintegrale, 14
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