Formelsammlung, Priifung
Mathematik I, M, Vorlesung, Wintersemester 2018/19

Komplexe Zahlen

(a+bi)- (c+di) = (ac — bd) + (ad + be)i
a+bi ac+bd bc—ad,
ctdi  E1d? 02+d2Z

Z=a—b

z=a+bi =
{|z:\/m:

V2z
Polarkoordinaten:

z = r(cos(y) + isin(p)) = re'?

Z = r(cos(—p) +isin(—¢)) = re”*?

1 1 1 .

z sin(—w)) = —e— i

S = —(cos(—¢) + isin(—yp)) e

r(cos(¢) + isin(y)) - s(cos(6) + isin(h))
= rs(cos(¢ + 0) + isin(p + 0))

Wurzeln: Die n-ten Wurzeln von r(cos(p) + isin(y)) sind

2 2
(/?(cos <<,0 —+—Ic7r) + isin (SD —|—k7r>) k=0,...,n—1
n n n n
Vektorrechnung
7] V2 + x3 zweidimensional
Tl =
Va3 + a5+ 23 dreidimensional
7 ) T1Y1 + T2ys zweidimensional
Z,y) = - .
Y T1Y1 + x2y2 + x3ys dreidimensional
Winkel zwischen T, : cos(p) = Lg}_,
[1Z]] - 1137l
T2Y3 — T3Y2
Kreuzprodukt: EXYy=|z3y1 — T1Y3
T1Ys — X
Geradengleichungen im R2: L2 241
=P+t (:1) Parameterform
2
(i, &) = (n, P) mit 7 = ( 7’; ) Normalform
—T1
FEbenengleichungen im R3:
Z=P+sqd+tr Parameterform
(M, Z)y = (A, P) mit T =g X7 Normalform

Abstand Q zu (i1, ) = (i, P) (Gerade in R? /Ebene in R3):
(7, Q) — (71, P)|
I (@)
172

—

Zu Q ndichster Punkt auf £ = P +trist P —

Fldche des von & und y aufgespannten Parallelogramms:

1% g
Volumen des von ¥, v, Z aufgespannten Parallelepipeds:
(@, 5 x 2)]
Folgen
Geometrische Folge: 0 fir | <1
lim ¢" =<1 firg=1
n— oo
divergent sonst
Harmonische Folge: lim 1 -0

n—,oo M

Einschliefungskriterium: Konvergieren (ap)nen, (Cn)nen
beide gegen a und gilt fiir jedes n € N ab einem Index N

an <b, <cp,

dann konvergiert auch (b, )nen gegen a.

Hiufungspunkt: Ein Punkt a ist ein Haufungspunkt der Fol-
ge (an)nen falls a Grenzwert einer Teilfolge von (a,,) ist.
Limes Superior und Limes Inferior: Der Limes Superior
limsup,,_, ., an (bzw. Limes Inferior lim inf,,_, » a,) der Fol-
ge (ap)nen ist der grofite (bzw. kleinste) Haufungspunkt.
Lineare Rekursionen: Hat das Polynom

=1 ngt72 — = C 1T — Ct

, B¢, dann hat die

' —cz
lauter verschiedene Nullstellen S, ...
Losung der linearen Rekursion

Ap = C1Ap—1 + C2Gp—2 + -+ + CtAp—¢

die Form
ap = o137 + oy + -+ ol

wobei die Konstanten a, ..., a; durch die Werte der ersten
t Folgenglieder bestimmt werden.

Reihen divergent

o0
Zq" fiir |¢| > 1
n=0

[ee]

1 2
Zﬁzz Z*
Notwendige BedmZung Eine Reihe kann nur konvergleren
wenn die Folge ihrer Summanden eine Nullfolge ist.
Magjorantenkriterium: Ist die Reihe Y~ ° | b, konvergent und
gilt |a,| < by, fiir alle n ab einem Index N, dann konvergiert
auch >°° | a,
Minorantenkriterium: Ist die Reihe Zzo:l b, divergent und
gilt 0 < b,, < a,, fiir alle n ab einem Index N, dann divergiert
auch Y >° | a,.
Wurzelkriterium: Ist {/|a,| < ¢ fiir ein ¢ < 1 und alle n
ab einem Index N, dann konvergiert die Reihe > 7 ay.
Insbesondere konvergiert sie, falls lim,, o, ¥/|a,| < 1. Ist
Y/|an| > 1 fir unendlich viele n, so divergiert die Reihe.

an+1

konvergent \

fur lq] <1

Zq

Quotientenkriterium: Ist < ¢ fiir ein ¢ < 1 und alle n
1 Gn. Insbesondere

> 1 fiir

ab einem Index N, dann konverglert Z
< 1. Ist

alle n ab einem Index N, dann divergiert die Relhe.
Leibniz-Kriterium: Ist (an)nen eine monotone Nullfolge,
dann konvergiert die Reihe Y07  (—1)"ay,.

Funktionen

an41 an+1
Qn

konvergiert sie, falls lim,,_, ’

o0
) T\ " x
et =¥, =1, ¢* = lim (1 + 7) = E —

In(zy) = In(z) + In(y), In(1) =0,
sin (m + g) = cos(z), cos (x + g) = —sin(z)
sin(—z) = — sin( ), cos(—x) = cos(x)

sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y)
cos(z +y) = cos( ) cos(y) — sin(x) sin(y)



) = ) = 28

. et —e " efte™
sinh(x) = . 5 cosh(x) 2
tanh(z) = ZIOI;E((?), coth(z) = :?;E((z))

—f(=x)

<f>' _f9-19
g 9?
1

T ()

Eigenschaften differenzierbarer Funktionen
Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema: An Extremstel-
len im Inneren des Definitionsbereichs ist die Ableitung 0.
Hinreichende Bedingung fiir lokale Fxtrema: Gilt f'(z) =0
und f”(x) < 0, dann ist « eine lokale Maximalstelle von f.
Ist f/(x) = 0 und f”(z) > 0, liegt eine lokale Minimalstelle
vor.

Monotonie: Sei f auf [a,b] stetig. Gilt f'(z) > 0 auf (a,b),
dann ist f auf [a,b] monoton steigend. Gilt stattdessen
f'(z) <0, dann ist f monoton fallend. Gilt sogar f'(x) > 0
oder f'(x) < 0, dann ist f streng monoton steigend/fallend.
Krimmung: Eine differenzierbare Funktion ist (streng) kon-
vex, falls ihre Ableitung (streng) monoton steigt. Sie ist
(streng) konkav, falls die Ableitung (streng) monoton fillt.
Ein Wendepunkt ist ein Punkt, an dem die Kriimmung von
konvex zu konkav (oder umgekehrt) wechselt.

Senkrechte Asymptoten: Konvergiert f(x) fir + — x5 und
fir + — xf gegen oo oder —oo, dann hat f bei zy eine
senkrechte Asymptote.

Schiefe Asymptoten: Konvergiert fiir £ — oo und x — —o0
der Bruch f(z)/x gegen a € R und auBerdem f(z) — az
gegen b € R, dann ist ax + b eine Asymptote von f.

f gerade: f(x) =
Ableitungsregeln

(f9)' =fg+fd

f(—x); ungerade: f(z) =

Regel von I’Hospital
Konvergieren f und g fiir x — a beide gegen 0 oder beide
(z) _ [ (x)

gegen oo, dann gilt lim,_,, % = lim,_,, IOk

Taylorpolynome und Potenzreihen
Taylorpolynom vom Grad n um xzg:

")
:Zf k(l 0)(

k=0

P, (x,x0) T — xo)k

> f(k)
Taylorrethe um xg: Z fT('xo)(m — x0)*

k=0
Konvergenzradius: » - an(z — x9)" konvergiert fiir alle x
= L . Fiir

limsup,, o {/lax]

|x — z¢| = R muss man die Konvergenz separat iiberpriifen.

- / f(2)g (2)d

u), dann ist

mit |2 — 29| < R = lim, 0 a“il

Integrationsregeln
Partielle Integration:

JECIOrS

Substitution: Setzen wir z = g(u

f 1w f 1o

Substitution u = tan ( ) bei trigonometrischen Funktionen:
2 y _ 2u ) _ 1 — u?
dx = mdu sin(z) = oo cos(z) = TTa
Partialbruchzerlegung: Ein Partialbruch ist von der Form
c ax +b
(x — ) ?2+ar+
wobei 22 + ax + 8 keine reellen Nullstellen hat.

Ist ggg eine rationale Funktion mit grad(P) < grad(Q),
P(z)

dann besteht eine Partialbruchzerlegung darin, 0@ als

mit 7 € N oder der Form

Summe von Partialbriichen zu schreiben.

Wichtige Ableitungen und Integrale

f(x) f'(z) f(x) f'(z)
[owiz | 9@ | [e@dir| g
tan(x) 1 + tan(z)? cot(x) —1 — cot(z)?
_ 1 -1
. cols(ac)2 sgll(ac)Q
arcsin(x) ﬁ arccos(x) W
arctan(z) oY arccot(x) oY
tanh(z) | 1 —tanh(z)? | coth(z) | 1 — coth(z)?
1 -1
cosh(z)? sinh(z)?
arsinh(x) ;() arcosh(x) i
artanh(z) =2 arcoth(z) 12
(lz] <1) (lz] > 1)

Bestimmte Integrale

/bf(x)dx = /cf(x)dx—i—/bf(x)dx fira<c<b

/abf(a:)da: = —/ba f(x)dx

Ist F' eine Stammfunktion von f und beide Funktionen auf
dem Intervall [a, b] definiert, dann ist

/f

Ist f in a oder b nicht definiert, dann ist

b b
/f( o = lim [ f(e)da

y—)a y

[ e = g [ o

Hat f eine Polstelle im Punkt ¢ € (a,b), dann ist

Yy b
/ f(z)dz = lim [ f(z)dr + lim, f(x)dx

F(b) — F(a).

beziehungsweise

g(b)
/ f(g(x))g’(x)daf=/() f(u)du

Rotationskorper: f(z) : [a,b] — R rotiert um die a-Achse
b

Volumen: V = 71'/ f(z)?dx
a

b
Mantelfléiche: O = 277/ f@)V1+ (f'(x))?dx



