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* Aufgabe 4.1. Welche Kegelschnitte werden durch die Gleichungen

(a) 3a? — 2r .y + 322 — 207 — 10z, = —17,
(b) 323 — 2w1w9 + 315 — 271 — 1029 = —11,
(c) 373 — 27175 + 325 — 221 — 1075 = —9

definiert? Fiir die Losungen sollten Sie angeben: Typ (Ellipse, Hyperbel etc.) des Kegelschnittes,
seine Lage und Ausrichtung (Verschiebungsvektor und Drehwinkel) sowie gegebenenfalls seine
Halbachsen, Scheitelpunkte, Steigung etc.

Aufgabe 4.2. Welche Kegelschnitte werden durch die folgenden Gleichungen definiert? Fiir
die Losungen sollten Sie angeben: Typ (Ellipse, Hyperbel etc.) des Kegelschnittes, seine Lage
und Ausrichtung (Verschiebungsvektor und Drehwinkel) sowie gegebenenfalls seine Halbachsen,
Scheitelpunkte, Steigung etc.

a) 22— 2w129 + 22 + 33y + 19 = —3,
b) 202 — Az 79 + 525 + 43y — dTy = —2,
c) 373 + 81139 — 315 = 0,
d) —22% + 3w1wy + 225 — 1521 + 5y = 4,

T1To + 2]71 — T9 = 3,

f x% — 2T129 + x% 4+ 321 — 329 = 0,
g) 33:% — 6x129 + 11x§ + 621 4+ 1029 = =5,
h) —x7 — 225 + 67 — 4wy = 11.

Die mit * markierten Aufgaben werden vom Vortragenden prasentiert, die restlichen Aufgaben
kénnen von den Studierenden bearbeitet werden.



Allgemeine Vorgehensweise bei einem Kegelschnitt
FTAZ+ 77+ f=0 mit A= (Z l;) und 7 = (Z) .

Fall det(A) # 0:
e Berechne ¢ = —%Ailﬁ und C' = %ﬁfq_’—l— f.
e Bestimme die Eigenwerte A\; und Ay von A sowie normierte Eigenvektoren v = <%1) zZu
1

AL und Uy = (?) Zu Ay, wobei 31 = —as > 0 gelten sollte.
2

a1 Q9
S =
(5 %)
eine Drehmatrix um den Winkel ¢ = arccos(c;) und die Substitution & = Sz + ¢ liefert
die Gleichung

Dann ist

)\12% + )\22% + c=0.

e Fiir die Losungsmenge fiir 2° gilt

Koeffizienten Losungsmenge
C' = 0 und A, Ay gleiches Vorzeichen {0}
C = 0 und Ay, A9 verschiedene Vorz. zwei Geraden durch (0,0) mit Steigung :I:\/ i—;
Alle gleiches Vorz. 0
A1, A9 gleiches Vorz., C' anderes Vor. Ellipse mit Achsenldngen [, = \/ ‘% oy = \/ %

c

A1, A9 versch. Vorz., C, A\ gleiches Vorz. | Hyperbel, 2. Hauptlage, Scheitelp. bei 2z, = :l:\/

c

A1

A1, Ao versch. Vorz., C| Ay gleiches Vorz. | Hyperbel, 1. Hauptlage, Scheitelp. bei z; = j:\/

Qo
1 Zl

beide vorigen Fille Asymptoten zo = :I:\/

Die Losungsmenge fiir 7 ist die Losungsmenge fiir 27 um ¢ gedreht und danach um ¢ verschoben.



Fall det(A) = 0:
Falls A = 0, ist die Losungsmenge eine Gerade, deren Lage von d, e, f abhingt. Ansonsten:

e Ein Figenwert von A ist Ay = 0, berechne den anderen Eigenwert \; und Eigenvektoren
U1 zu A\; und ¥y zu Ay. Wéhle dabei vy, v, wie im Fall det(A) # 0.

e Berechne
g\ _ oT=
(h) =S"p.

e Bestimme den Drehwinkel ¢ wie im Fall det(A) # 0.
e Die Substitution ¥ = Sy. liefert die Gleichung

Myt + gy + hya + f = 0.

e Falls A = 0, dann gilt fiir die Losungsmenge fiir

Koeffizienten Losungsmenge

9> —4f\ <0 0

G —4f\ =0 Gerade y; = —2%1

g*> —4f)\ > 0 | zwei Geraden y; = —gi\/g#

g2

e Falls h # 0, dann ist die Losungsmenge fiir i/ eine Parabel mit Scheitelpunkt (— 2%1, Do

T
%) , gebffnet nach oben, falls % < 0, ansonsten nach unten geofinet.

Die Losungsmenge fiir & ist die Losungsmenge fiir 4 um ¢ gedreht.



Losungen der nicht vorgerechneten Aufgaben

Losung von Aufgabe 4.2. Bei den meisten Kegelschnitten hat man die Wahl, in welcher
Reihenfolge man die jeweiligen Eigenwerte betrachtet. Dadurch ergeben sich dann auch leicht
unterschiedliche Darstellungen des gleichen Kegelschnittes. Zum Beispiel ist eine Ellipse mit
Halbachsen 1 und 2 (in dieser Reihenfolge) das Gleiche wie eine Ellipse mit Halbachsen 2 und
1, die um 7 gedreht wurde. Unten wird jeweils nur eine mogliche Darstellung der Losungsmenge
angegeben.

Alle Drehwinkel sind im Bogenmaf} angegeben.

(a) Dieser Kegelschnitt ist eine nach oben gedffnete Parabel mit Scheitelpunkt
L
2V/2
)
(8\/5 )

(b) Dieser Kegelschnitt besteht nur aus dem Punkt <_01)

die um den Winkel %’r gedreht wurde.

(c) Dieser Kegelschnitt besteht aus zwei Geraden mit Steigung +1 durch den Koordinatenur-

sprung, die anschlieend um den Winkel ¢ = arccos (\%) ~ 0,4636 wurden.

0
(d) Dieser Kegelschnitt ist eine Hyperbel in zweiter Hauptlage mit Scheitelpunkten bei < n \/4:2 )
5

und Asymptoten 2, = 4z, die anschliefend um den Winkel ¢ = arccos (ﬁ) ~ 1,249

gedreht und danach um (_1

3) verschoben wurde.

0
(e) Dieser Kegelschnitt ist eine Hyperbel in erster Hauptlage mit Scheitelpunkten bei ( n \/5)
und Asymptoten 2o = %21, die anschlieBend um den Winkel ¢ = 7 gedreht und danach
um (_12> verschoben wurde.

(f) Dieser Kegelschnitt besteht aus zwei senkrechten Geraden mit den a-Koordinaten 0 und
\%, die anschlieBend um den Winkel ?jf gedreht wurden.

In der Schreibweise y = kx + d ausgedriickt sind dies die beiden Geraden y = x und
y=u1x+ 3.

(g) Dieser Kegelschnitt ist eine Ellipse mit Halbachsen v/3 und \/Li, um den Winkel ¢ =

arccos (%) ~ 0,32175 gedreht und danach um (:?) verschoben.

(h) Dieser Kegelschnitt besteht nur aus dem Punkt (_31)



