Formelsammlung Mathematik I1, M
Sommersemester 2020/21; 501.014 (VO) und 501.015 (UE)

Determinanten
d ail a2 _ (G111 G12|
et = = (11022 — 012021
a1 a2 a21 Aa22
a1l a2 ais
Q21 Q22 (23| = (11022033 + 012023031 + 113021032
as1 asz ass —011023032 — 412021033 — 413022031

Entwicklung nach einer Zeile/Spalte: Fiir jedes j ist

n

det(A) = (=1)" Fa i det(Ajzy)

= Z(—l)j+kakj det(Akj).
k=1

Aji, entspricht hierbei A ohne j-te Zeile und k-te Spalte.
Invertierbarkeitskriterium: A ist genau dann invertier-
bar, wenn det(A) # 0.

Cramersche Regel: Ist A eine invertierbare Matrix, dann
hat das Gleichungssystem A7 = b die Losung

detl(A) (det(Ay), ..., det(A,))7,

wobei A; aus A entsteht, indem man die i-te Spalte durch
b ersetzt.
Inverse von 2 X 2 Matrizen:

AT = (Z Z) - detl(A) (—dc _ab> :

Inverse von n x n Matrizen:

1
~ det(A)

(A%)" mit (A%),, = (~1)7* det(A;).

Aji, entspricht hierbei A ohne j-te Zeile und k-te Spalte.

Basen und Koordinatentransformation
Vektoren bq,...,b, bilden eine Basis des R”, falls die

Matrix B = (51, . ,5n) Rang n hat, also det(B) # 0.
Transformationsmatriz: Die Transformationsmatrix von
einer Basis B zu einer Basis C' ist die Matrix

T=C"!'B.

Hat ein Punkt die Koordinaten v zur Basis B und ¢
zur Basis C, dann gilt

ve =TUp.

Kegelschnitte und Hauptachsentransformation
Die Gleichung

ax? + 2bx 20 + cxi + dry +exs + f =0

beschreibt einen Kegelschnitt. Aquivalent hierzu ist

FAF+ T+ f =0 mitA—(Z ’c’> und = <Z>

Fall det(A) # 0:
e Berechne §= f%A’lﬁund C = %ﬁT(TJr f.
e Die Substitution = ¢ + ¢ liefert die Gleichung
7T AG+C = 0.
e Bestimme die Eigenwerte A\; und A2 von A sowie

. . _ aq -
normierte Eigenvektoren v; = < > zu A\; und vs =

et
((22) zZUu Ag, wobel 81 = —ag > 0 gelten sollte.
2
e Fiir den Winkel ¢ = arccos(aq) gilt

_ (cos(p) — Sin(¢)> .

B <Sin(¢)

Die Substitution ¢ = SZ liefert die Gleichung

cos()

M2+ Xzi +C =0.

Fiir die Losungsmenge fiir 2" gilt

Koeffizienten Losungsmenge

C=0und )\1, )\2
gleiches Vorzeichen

{0}

C =0und Ay, Ao zwei Geraden durch (0, 0),

A1

verschiedene Vorz. z9 =&+ Sl 2
Alle gleiches Vorz. 0
A1, A2 gleiches Vorz., Ellipse mit Achsenlédngen
C anderes Vorzeichen I =4/ % , o = )\%

A1, A9 versch. Vorz. Hyperbel in 2. Hauptlage

C

C, A\ gleiches Vorz. X

Scheitelpunkte bei z9 = £

A1, Ag versch. Vorz. Hyperbel in 1. Hauptlage

C, A2 gleiches Vorz. |Scheitelpunkte bei z; = £+ )\—Cl
beide vorigen Fille | Asymptoten zo = :l:\/ i—; -2

Die Losungsmenge fiir & ist die Losungsmenge fiir Z um
¢ gedreht und danach um ¢ verschoben.

Fall det(A) = 0:
Falls A = 0, ist die Losungsmenge eine Gerade, deren
Lage von d, e, f abhéngt. Ansonsten:
e Ein Eigenwert von A ist A2 = 0, berechne den ande-
ren Eigenwert \; und Eigenvektoren ¢ zu A; und
Uy zu Ao. Wihle dabei 97, U2 wie im Fall det(A) # 0.

e Berechne
g\ _ oT=
(h) =S"p.

e Bestimme den Drehwinkel ¢ wie im Fall det(A) # 0.
e Die Substitution = Sy. liefert die Gleichung

Myt +gyr +hys + f=0.



e Falls h = 0, dann gilt fiir die Losungsmenge fiir

Spezielle Ansdtze fiir partikulire Lisungen:

’ Koeffizienten ‘ Losungsmenge ‘ ’Stﬁrfunktion‘ Ansatz fiir yp(x) ‘Nullst.?
g2 —4f\ <0 0 P(z) Q(z) 0
g>—4f\ =0 Gerade y1 = —5%- e P(z) Q) a
T P(z)sin(fz),
2 —4f\; > 0|zwei Geraden y; = VTN : :
9 1 Y 22 Q(z) cos(Bz) | R(z)sin(Bx) + S(x) cos(Sx) Bi

e Falls h # 0, dann ist die Lésungsmenge fir ¢ ei-

geoffnet nach oben, falls /\h—l

unten gedffnet.

< 0, ansonsten nach

Die Losungsmenge fiir 7 ist die Losungsmenge fiir ¢ um
© gedreht.

Lineare Differentialgleichungen
Die allg. Lésung einer homogenen DGL 1. Ordnung

a(x)y(z) + b(z)

yi(w) = Cem( /b

Variation der Konstanten:
Eine partikuldre Losung der inhomogenen DGL

a(z)y(z) +b(x)y () = f(x) st

yele) =s(o) - [ G H 0.

(
mit s(z —exp( /b(gdaz>.

Charakteristisches Polynom: Zu einer DGL

)—0 ist

x), C eR.

any'™ + -+ a1y +agy =0

gibt es das charakteristische Polynom

ap\" + -+ ai A+ ag.

Allg. Losung einer homogenen DGL mit konstanten Ko-
effizienten: Ein Fundamentalsystem einer homogenen

DGL ist gegeben durch die folgenden Funktionen:

e Fiir jede reelle Nullstelle A\ des charakteristischen
Polynoms die Funktionen e zer®, ... zF-lel®
wobei k die Vielfachheit der Nullstelle ist, sowie

e fiir jedes Paar komplexer Nullstellen o + i
des charakteristischen Polynoms die Funktionen
e sin(Bz), ze®® sin(Bx), . .., xF " 1e*® sin(Bz) und
e cos(Bz), re*® cos(Bx), . . ., xF~1e* cos(Bx), wo-

bei k die Vielfachheit der Nullstellen ist.

Variation der Konstanten bei DGL zweiter Ordnung: Ist
yu(z) = cayi(x) + coya(z) die allgemeine Losung der
homogenen DGL

y' + a1y’ + apy =0,
(z) + ca(z)y2

dann ist yp(x) = c1(x)1 (x) eine Losung

der inhomogenen DGL

wobel

f(z),
(2)y2(x)

Y+ ary + apy =

“”:‘/mm%m L @wE ™
B f (@) () N
M@/i<zmm @@

oder gemischt

ae®® sin(Bx),
be™* cos(Bx)

oder gemischt

e (csin(Bz) + dcos(Bz)) | a+ Pi

Der Grad der Polynome im speziellen Ansatz ist so grof3
wie der grofite Grad der Polynome in der Storfunktion.
Ist der in der Spalte ,Nullst.?“ genannte Wert eine k-
fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms, muss
der Ansatz mit ¥ multipliziert werden.

Systeme von Differentialgleichungen

Homogene Systeme: Hat die n x n Matrix A ausschlief3-
lich Eigenwerte der Vielfachheiten 1 und 2, dann ist ein
Fundamentalsystem des homogenen Systems

=A%

gegeben durch die folgenden Funktionen:

e Fiir jeden einfachen Eigenwert A; mit Eigenvektor
¥; die Funktion et

e fiir jeden doppelten Elgenwert A; mit zwei linear
unabhéingigen Eigenvektoren U;, w; die Funktionen

ety und e

e fiir jeden doppelten Eigenwert \;, fiir den es kei-
ne zwei linear unabhéngigen Eigenvektoren gibt, die
Funktionen e*i'#; und e t(tvl + ;), wobei ¥; ein
Eigenvektor zu A; ist und w; ein Vektor mit

(A = Nilp)W; = 0.

Inhomogene Systeme: Bilden 1,..., %, ein Fundamen-

talsystem des homogenen Systems
I = A7,

dann ist

Zp(t) = Y (1))

eine Losung des inhomogenen Systems

7= A7+3,
wobei Y (t) die Matrix (Z1,...,%,) ist und &) durch
=Y () 's

bestimmt wird.

Ebene Kurven

Kartes'ische Parameterdarstellung
. Koordinaten Reos(l)
Kreis | 2% 4+ y* = R? zgtg Rsin(t)
Ellipse| £ + 4 =1 Z((i)) _ Zif’rf((f))
Hyperbel | & — 4 =1 xét()t)::jzasicl?lil(lt(;)




Tangente: U(t) = <;8D Singuldrer Punkt: Tangente 0.

Bogenliinge: s = f:f Va2 + 2dt
In Polarkoordinaten: s = f;f ' (¢)? 4+ 7(p)%dyp

Kriimmung:
Parameterdarstellung Falls y = y(z)
Ty — Iy _ y”
K=" k= g
(@2 +9%)2 (1+( )2)2

Kriimmungskreis: Kreis mit Radius W und Mittel-
punkt (£,n) beriihrt Kurve in P und hat Kriimmung
K.
(#* +9%)y (@ +9%)@
Ty — LY Ty — TY
in Parameterdarstellung. Falls y = y(z), dann
_ 0+ 1+ (y)?
E=u— 1" 1" :
Yy Yy

E=x— und n=y+

und n=y+

Evolute: Menge der Mittelpunkte der Kriimmungskreise
Uberstrichener Flicheninhalt:

Parameterdarstellung Polarkoordinaten
2ft (xy — dy) dt fw ©)%dy
Raumkurven
Bogenliinge: s = f:f Vit + 23+ @idt
L di 7
Tangentenvektor t = “@_ 2
ds |z
i Fo(BD)T
Hauptnormalvektor 1 = 25 = — =bxt
5B (o
X -
Binormalvektor b = =txXn
IxT
di| |Zx &
Krimmung: k= |—| = | :
ds |Z|3

db  di '
Torsion: 7= —{ —. B Yy=(b,— Y=~/
orsion.: T <d8,n> < ’ds> = =

Differentialrechnung in mehreren Variablen
Richtungsableitung im Punkt #; in Richtung 7 (mit
|7 = 1) ist (V f(Zo,7), falls alle partiellen Ableitungen
existieren und stetig sind.

Divergenz: Fiir v(z,y) = (ng’ y)) ist dive = g—f + ‘?9%,

Q(z,y)
P(z,y,z2)
Fiir v(x,y,2) = | Q(z,y, 2) | ist dive = %—f + % + %—g.
R(z,y,z2) '

Ein Punkt mit positiver Divergenz heifit Quelle von ¥,
ein Punkt mit negativer Divergenz heif3t Senke. Falls es
keine Quellen und Senken gibt, heifit ¥ quellenfrei.

C'LR _9Q
0z
Rotation: rot v = o — ‘g—f . Das Feld heifit wirbelfres,
f% _ b
dy

falls die Rotation uberall dem Nullvektor entspricht.

Implizite Funktionen

Kurve in impliziter Form: K = {(z,y) | f(z,y) = 0}.
Singuldrer Punkt auf K: fo(xo,y0) = fy(zo,%0) = 0.
Tangente horizontal: f,(zo,%0) = 0 und f,(zo,yo) # 0.

Tangente vertikal: fy(zo,%0) = 0 und f;(xo, yo) # 0.
Tangentengleichung allgemein:
fa (0, Yo)

— " (x —xg), falls f,(xo, 0
fy(x()ayO)( 0) fy( 0 yO)7é

falls fy(zo,y0) = 0.

Y="Yo —

Extremwerte von Funktionen in zwei Variablen
Gegeben ist eine Funktion f(z,y), deren zweite partielle
Ableitungen allesamt existieren und stetig sind.

Die Hesse-Matrix H ¢ heif3t

e positiv definit, falls beide Eigenwerte positiv sind,
e negativ definit, falls beide Eigenwerte negativ sind,

e indefinit, falls ein positiver und ein negativer Eigen-
wert existiert.

Hauptminoren von Hy: Ay =
Kriterium fiir Definitheit:

foe und Ay = det(Hy).

e Hy pos. definit <= A1, Ay >0
e Hy neg. definit <= A; <0 und Ay >0
e H; indefinit <= A, <0

Notwendige Bedingung fir Extrema: Extremstellen im
Inneren des Definitionsbereichs sind stets stationdre
Punkte, d.h. Punkte mit Vf = 0.

Hinreichende Bedingung fiir Extrema: Ist (o, yo) ein sta-
tiondrer Punkt von f, dann gilt fir Hy = H¢(x0,%0)

e Hj negativ definit = (z¢,yo0) lokales Maximum;
e Hj positiv definit = (20, yo) lokales Minimum;
e Hy indefinit = (20, yo) Sattelpunkt.

Randextrema:
e Ist (xg,yo) ein Maximum von f auf dem Rand des
Gebietes G, und zeigt der Gradient bei (zg, o) in
G hinein, so ist (zg,yo) kein Maximum auf G.

e Ist (20,y0) ein Minimum von f auf dem Rand des

Gebietes G, und zeigt der Gradient bei (xq,yo) aus
G hinaus, so ist (zg,yo) kein Minimum auf G.

Ein Gebiet heifit kompakt, falls es beschrinkt ist und
jeden seiner Randpunkte enthilt.

Eine stetige Funktion hat auf einem kompakten Gebiet
stets ein globales Maximum und ein globales Minimum.

Extrema unter Nebenbedingungen

Ein Extremum (xg,yo) von f(z,y) unter der Bedingung
g(x,y) = 0 erfiillt mindestens eine der folgenden Bedin-
gungen.

—

e Vy(xo,y0) = 0;

o Zu F(x,y,\) = f(z
mit VF(xo, Yo, o)

x,y g(z,y) gibt es ein \p € R

y)+A
q.



Gewdhnliche Differentialgleichungen
Bernoullische DGL: y'+ f(z)y+g(z)y® = 0 mit o # 0,1
e Substituiere z =y ~*. ,
e Bestimme die Losung von - + f(z)z = —g().
e Losung der urspriinglichen DGL ist y = 2T% und
fiir positives a auch y = 0.
Riccatische DGL: y' + f(z)y + g(x)y* = h(x)
e Finde part Lésung y, (Standardansétze y = ae

y = ar’ und y = azx+b) und substituiere y = 2+,
e Bestimme die Losung von 2/ + (f(x) + 2g(z )yp)z ¥

g(x)2% = 0 und setze dies in y = z + y, ein.

Ezakte DGL: P(z,y) + Q(z,y)y’ = 0 heifit exakt, falls
P, = Q. Es gibt dann eine Funktion F'(z,y), so dass
die allgemeine Losung durch die Gleichung F'(z,y) = ¢
beschrieben wird. Man findet F' wie folgt.
e Setze F' = [ Pdx + ®(y) und berechne ® aus der
Bedingung F,, = @ oder
e setze F = [Qdy + ¥(z) und berechne ¥ aus der
Bedingung F, = P.
Integrierender Faktor: Ist P(z,y) + Q(x,y)y’ = 0 nicht
exakt, suche eine Funktion M (z) oder M (y) mit

M- (P,— Q) = MyQ bzw. M- (P,—Q.)=—M,P.
Dann ist M - P(x,y) + M - Q(z,y)y’ = 0 exakt.
Clairautsche DGL: y = xy’ + h(y’) hat die Losungen
y = cx + h(c) fiir ¢ € R. Einhiillende der Losungen ist
die Kurve (z,y) = (= W/ (t), =/ (t)t + h(t)).

DGL zweiter Ordnung:

bx

oy = f(z ):>y—f(ff dm)dm—i—clm—i—cQ
o y' = f(x, y) ~ subbtltmereZ—y
o vy’ = f(y,y') ~ Lose die DGL 2’ - z = f(y, ). Lose

dann die DGL ¢’ = z(y).

Eulersche DGL: agx‘3 "+ a x2y” + ayzy’ + agy = 0.

Substituiere x = e’ und v(t) = y(e'). Dann ist
y(z) =e"-0(t),

y'(z) = e - (8(t) — 0(t)),
und (@) = 77 (9(8) - 30(1) + 20(1)) .
Mehrfachintegrale

Ein Bereich der Form
B={(z,y) |la<z<byg(x)<y<h(z)}
heifit Normalbereich bezﬁglich der y-Achse. Das Integral

einer Funktion f ) iiber B ist dann
h(w

flz,y)dy | dx.

Fiir einen Normalberelch beziiglich der x-Achse

B={(z,y) |la<y<bgly) <z <h(y}
ist das Intergal ents rehch§nd
(y
( flz,y dx) dy.

Masse und Schwerpunkt. Fliache B in der (z,y)-Ebene
mit Dichtefunktion p(z,y) hat

Gesamtmasse M = // plx,y)dxdy
B
Stat. Moment zur z-Achse M, = // y - px,y)dzdy
B
Stat. Moment zur y-Achse M, = // x - p(x,y)dzdy
B

M, M,
Schwerpunkt S = (]\;’ M)

Oberflicheninhalt: Die Fliche, die eine Funktion f(z,y)
iiber einem Bereich B definiert, hat den Inhalt

://B mdmdy.

Masse und Schwerpunkt: Ein Bereich B im Raum mit
Dichtefunktion p(x,y, z) hat

Gesamtmasse M = / / / pla,y, z)dedydz
B
T
’ - p(z,y, z)dzdyd
Schwerpunkt | ys Ty = fffBI P(df Yy z) xrayadz
M
Zs
_ If]gy - plz,y, 2)dedydz
’ M
5o — fffB z-p(z,y, z)dedydz
T M
Tragheitsmoment:

p(z,y, z)dedydz  bzgl. x-Achse

Izz///B(yQJrZQ)
v@:/%LuP+£>
Izz///B(fchryQ)

p(x,y, z)dxdydz  bzgl. y-Achse

p(x,y, z)dxdydz bzgl. z-Achse

Polarkoordinaten: Fir z(r, go) = rcos(p), y(r,p) =
rsin(p) und g(r,¢) = f(z(r,¢),y(r,¢)) gilt
/ fxydxdy—//r g(r, p)drde.
Kugelkoordinaten: Fir x(r,p,0) = rcos(p)sin(f),
y( @,9) = rsin(p) sin(@) (r (,0, ) = rcos(d) und
g(r,p,0) = f(x(r ,0),y(r,¢,0), 2 0)) gilt
// f(z,y, z)dedydz = /// r“sin(6)-g(r, ¢, 0)drdepdd.
Zylinderkoordinaten: Firr x r,go,z) = rcos(p),
(7" % z) = rsin(p), 2(r, ¢,z ) = z und g(r,¢,2) =
(r, ¢, 2),y(r, ¢, 2), 2(r, ¢, 2 gllt
// flx,y, z)dedydz = /// (r,p, z)drdpdz.

Kurvenintegrale: Das Integral {iber ein Vektorfeld
P(z,y,2)

Q(z,y,2)

R(z,y,2)

entlang einer Kurve Z(t) ist definiert als

/ <K(f(t)),£(t)> dt.

Oberfliachenintegrale: Ist K ein Vektorfeld und F' ein
Flidchenstiick, dann ist das Integral von K auf F

//< z,y, f(2,9)), :ij;j >dmdy,

wenn F' in der Form z = f(z,y) mit (z,y) € B gegeben

ist und
// (R (@
B

wenn F' in Parameterform Z(u,v) gegeben ist.

K(z,y,2) =

v)), Ty X fv> dudv,



