


Gegeben: f: D — R, xg im Inneren von D.
f(x) — f(xo)

X—rXo X — Xo

f differenzierbar in xg ;<= lim existiert.

f(x)—f f h) —f
lim ) = Fo) = lim (o £ h) — Fxo) (erste) Ableitung von f in xg.
X=X X — X h—0 h
° M Differenzenquotient
X — X
df f(x)—f
e Schreibweisen f'(xp) = — = lim ) = Fo)
dx|,_y, X0 X—Xo



f in xo diff' bar = f in xq stetig I

e Stetig =4 diff'bar! (z.B. f(x) = |x])




| C R offenes Intervall

f: 1 — R auf | diff'bar :<=> f diff’'bar in jedem xg € /

f': 1 - R, x — f'(x) Ableitung von f.

@ Sprechweise: ableiten bzw. differenzieren
df(x) d

7odx ,&f(x)

@ Variable t (Zeit): f(t) statt '(t)

@ Schreibweisen: f'(x),



o (x") = nx"t (nez)
o (&X) =¢"

o (sin(x))’ = cos(x)

o (cos(x)) = —sin(x)



Ableitungsregeln

Gegeben: f,g: | — R diff'bar
e Summenregel (f(x)+ g(x )) f'(x) + g'(x)
o Produktregel (f(x)g(x )) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)
(Spezialfall: (cf(x))" = cf'(x))
f(X)>/ _ '(x)g(x) — f(x)g'(x)

@ Quotientenregel
g(x) g(x)?

(falls g(x) # 0)
Gegeben: g: | — J, f: J — R beide diff'bar
o Kettenregel (f(g(x)))/ = f'(g(x))g’'(x)
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@ Polynome auf R diff 'bar
@ Rationale Funktionen auf ihrem Def bereich diff bar

Insbesondere:
(apX" + ap_1x" 1 4+ + ag) = napx™ L+ (n—1ap_1x" 24+ a



° () =¢~

e (a¥) = In(a)- a* (a>0)

° (sinh(x))/ = cosh(x)

o (cosh(x))’ = sinh(x)

o (tanh(x))" =1 — tanh(x)? = m
1

° (coth(x))/ =1—coth(x)? = ~ ()2 (x #0)



(sin(x))" = cos(x)
(cos(x))’ = —sin(x)
o (tan(x)) =1+ tan(x)? =

°
°
1
cos(x)?

o (cot(x)) = —1 - cot(x)? = —ﬁ (x # kr)

(x # 2f1m)



Gegeben: Intervalle I,J C R, f: | — J stetig, bijektiv, diff'bar in xy € |
mit f'(x) # 0. Dann:
o f~1: J— I diff'bar in yo = f(xo)

Al 1
o (f 1)(Yo)=m

o f'(x0) =0 == 1 in yp nicht diff'bar!



° (In|x|)/= %_ (x #0)

(x*) = ax>1 1(x>0,aER)
o (arcsin(x)) = i (x € (-1,1))
o (arccos(x)) = — ! (x e (1,1
VI )
o (arctan(x)) = 1
(arctan(x)) 1+ x?
o (arccot(x)) = 1
( tx)) 1+ x2



Gegeben: f: | = R, xg € I. Dann ist f in xg
f(x)—f
o linksseitig differenzierbar :<=> f/(x3’) = lim f(x) = fx) existiert
X—Xg X — X0
f(x)—f
e rechtsseitig differenzierbar :<= f'(xj") = lim ) = fixo) existiert
x—rxg X — X0

o (x5 ), f'(xg) links-/rechtsseitige Ableitung
o diff'bar in xg <=> links- u. rechtsseitig diff'bar u. f'(x; ) = f'(x;")
@ links- u. rechtsseitig diff'bar =& diff'bar



f diff'bar — f’ Ableitung von f
' diff'bar — " = (f')’ zweite Ableitung von f
" diff'bar — " = (f")’ dritte Ableitung von f

n-mal

~ = n
o Schreibweise: £ ' = f(") = d"f

dx”
f n-mal differenzierbar : <= (") existiert

n-te Ableitung von f

f beliebig oft differenzierbar <= (") existiert fiir alle n



Gegeben: f: | > R, xg € /

® xg lokales Maximum :<=> f(x) < f(xp) nahe xo
(formal: 36 > 0Vx € I: (|x — x| < d = f(x) < f(x0)))

@ xp lokales Minimum :<=> f(x) > f(xp) nahe xo

@ xg lokale Extremstelle :<= xg lokales Maximum oder Minimum

@ xp globales Maximum <= f(xp) groRter Wert
@ xp globales Minimum <= f(xp) kleinster Wert



Gegeben: f: [a, b] — R diff'bar in lokaler Extremstelle xy € (a, b).

— f/(Xo) =0

e f’'(x0) = 0 notwendig fiir Extremstelle

@ nicht hinreichend!



Gegeben: f: [a,b] = R

xo € (a, b) stationarer Punkt :<= f'(xp) =0

@ lokale Extremstelle = stationarer Punkt
@ stationarer Punkt =4 lokale Extremstelle

xo € (a, b) Sattelpunkt :<=> stationarer Punkt und
e lok. Max. auf [a, xg] & lok. Min. auf [xg, b]
oder
@ lok. Min. auf [a, xo] & lok. Max. auf [xg, b]




Angenommen f: [a, b] — R

o stetig,
e in (a, b) diff'bar,
o erfiillt f(a) = f(b).

Dann existiert stationarer Punkt xp € (a, b).




Kandidaten fiir Extremstellen von f: [a, b] — R:
@ stationidre Punkte in (a, b)
@ xg € (a,b) mit f nicht diff'bar
e x;=a

e xx=>b



Gegeben: f: [a, b] — R stetig, diff'bar auf (a, b).
Dann existiert xp € (a, b) mit

o) = (=16

—a

@ Alternative Formulierung: Es gibt 6 € (0,1) mit

F(b) = £(a) + (b — a) - f/(a+ 5(b — a)).



Mittelwertsatze

Folgerung
Gegeben: f, g: [a, b] — R stetig, diff'bar auf (a, b).

e f'(x) =0 fir alle x € (a, b)) = f konstant

g'(x) fir alle x € (a,b) = f(x) — g(x) konstant
0 fiir alle x € (a, b) = f monoton wachsend

o f(x

) =
(x) =

f'(x)

f'(x) > 0 fiir alle x € (a, b) = f streng monoton wachsend
(x)
(x)

>
>
f'(x) <
<

(a, )
0 fiir alle x € (a, b) = f monoton fallend
(a, b)

f'(x) < 0 fiir alle x € (a, b)) = f streng monoton fallend
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Gegeben: f, g: [a, b] — R stetig, diff'bar auf (a, b) mit g’(x) # O fiir alle
x € (a, b).
Dann ist g(a) # g(b) und es existiert xo € (a, b) mit

f'(x0) _ f(b) —f(a)

g'(x0)  &(b)—g(a)’




Lokale Extremstellen

Gegeben: xg Kandidat fiir Extremstelle, § > 0

> _
° f’(x){_o X € (x0 = 0,%0), = xp Maximum

<0 XE(Xo,X0+5

= xp Minimum
>0 xe€ (Xo,X()+5

Wenn xg kein Randpunkt:

)
o f'(x) {S 0 xe(x-— 57X0))7

e f'(x) >0 nahe xp == x keine Extremstelle
e f'(x) <0 nahe xp == x keine Extremstelle
o beide Fille & xp stationdrer Punkt = Sattelpunkt
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Gegeben: f zweimal diff'bar in stationdrem Punkt xg
o f"(x) >0 = xp Minimum
o f"(x) <0 = xp Maximum

x0) =0 = keine Aussage!

o f(
f"(x0) =0 und f”(x) #0 = xp Sattelpunkt



Lokale Extremstellen

Gegeben: f: | — R stetig
Gesucht: lokale Extremstellen
@ finde Kandidatstellen
» stationdre Punkte
» nicht diff'bare Stellen
» Randpunkte
@ identifiziere Extremstellen
» Vorzeichen Ableitung
oder
» 2. Ableitung (stationdre Punkte)
oder
» Wertevergleich
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