Gegeben: f: | — R.
o f konvex :<=> Fiir alle a,b € I, \ € (0,1) gilt
f(Aa+ (1 —A)b) < Af(a) + (1 — N)f(b)

@ f konkav :<=> Fiir alle a,b € I, \ € (0,1) gilt
f(Aa+ (1 —XN)b) > Af(a) + (1 — N)f(b)

@ f streng konvex/konkav <= ,<"/,>" statt ,,<"/,>" falls a # b
@ xp Wendepunkt :<=> Wechsel zwischen konkav/konvex in xo




e f konvex <= Graph unterhalb Verbindungsstrecke zw. je 2 Punkten
< links gekrimmt"

e f konkav <= Graph oberhalb Verbindungsstrecke zw. je 2 Punkten
<= ,rechts gekrimmt"



Kriimmungsverhalten

Satz

Gegeben: f: | — R stetig, im Inneren zweimal diff 'bar
Dann ist

p { konvex

1
< fiir alle x im Inneren von | gilt F(x) = 0
konkav

f"(x) <0

"
}, falls fiir alle x im Inneren von | gilt {f (>) > 0}

{streng konvex
f(x) <0

streng konkav

Folgerung 1
Gegeben: f: | — R stetig, im Inneren zweimal diff'bar

o f”(x) wechselt Vorzeichen <= Wendepunkt
@ xp Wendepunkt = f"(x9) =0
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f sowohl konvex als auch konkav <= f(x) = kx + d (linear) I

Beispiele:

@ e konvex
@ In(x) konkav
o cos(x) konkav auf [—Z, 2], konvex auf [Z,3X] etc.

@ sin(x) konkav auf [0, 7], konvex auf [m, 27] etc.



Gegeben: f,g: [a, b] — R stetig, auf (a, b) diff bar, f(a) = g(a) = 0 und
g'(x) # 0 fiir alle x € (a, b).
. '(x)

. ), ) ()
exist. = |lim —~% exist. & lim —< = lim
x—at g'(X) x—at g(x) x—at g(x) x—sat g’(x)

@ Analog fiir x — b, x — xp (beidseitig), x — +o0
e Analog fiir Typ 2



Wichtig:
., f(x) .

@ Nicht —— ableiten, sondern f(x), g(x) separat!
g(x)

@ Voraussetzung 0 oder 2 tiberpriifen!

0 00

!

o Ilim F(x)

x—b- g'(x)

existiert nicht = Keine Aussage!



Gegeben: XI|_>rr)1(0 f(x)= O,Xh_)rr)l(o g(x) = 0.

. . f(X) ~ 0
0 i, He915es) —’x"ﬁx‘og =Ty s

e lim f(x)g(x) — lim g(x) =Typ 2

X—+X0 X—sxo L €9

@ Nicht beide Wege miissen zum Ziel fiihren!



Regeln von de I'Hospital

Beobachtung (Typ oo — o0)

Gegeben: lim f(x) = oo, lim g(x) = oc.
X—>X0 X—>X0

o lim (f(x)—g(x)) — lim (f(x) (1— ér(j?))

X—rX0 X—rX0 f( )
° Iim@:1:>ﬁm f(x) 1—M = Typ 0- 00
x—=xo f(x) X—+X0 f(x)
. g(x) : g(x)\\ _ B
° XI|_>r‘r)1<0 ) #1 = XI|_>r’r)1(0 <f(x) < “f0)) (oder —o0)
e lim g(x) existiert nicht = Keine Aussage!
x—=xo f(x)
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Regeln von de I'Hospital

Beobachtung (Typen 0%, 1°°, oc?)

0 0
Gegeben: lim f(x) = { 1 }, lim g(x) = {oo}
X—>X0 X—>X0
00 0

o lim f(x)®) —; lim exp(g(x)In(f(x)))

X—>X0 X—>X0

e lim exp( (x)In(f(x))) = exp ( lim g(x)ln(f(x))) (falls exist.)

X—> X X—>X0
° IIrn( (x)In(f(x))) = Typ 0 o0
X—>X0
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@ Definitionsbereich

o Nullstellen

o Stetigkeit, Diff'barkeit

@ Stationdre Punkte, Extremstellen

o Kriimmungsverhalten, Wendepunkte

@ Grenzwerte am Rand, Asymptoten

o Skizze




Taylorformel

Gegeben: f: (a,b) — R diff'bar, xp € (a, b), h # 0 mit xo + h € (a, b)

° f(Xo + h) = f(Xo) + hfl(Xo + 5/7)
fur ein § € (0,1) (Mittelwertsatz)

Gegeben: f: (a, b) — R zweimal stetig diff'bar, xp, h wie zuvor

2
e f(xo+ h)=f(x)+ hf'(xo) + %f"(xo +dh)
fir ein § € (0,1)

Gegeben: f: (a, b) — R dreimal stetig diff'bar, xg, h wie zuvor
h? h3
) f(Xo + h) = f(Xo) + hf/(Xo) + ?f”(Xo) =+ gfm(Xo + 5/7)

fir ein § € (0,1)
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Gegeben: f: (a,b) — R (n+ 1)-mal stetig diff'bar, xo € (a,b), h # 0 mit
xo+ h € (a, b)
e Esgibt o € (0,1) mit

h? h"
f(xo + h) = f(x0) + hf'(x0) + gf”(Xo) + - —f(")(Xo)
hntL

(n +1)! i (o + oh)

]

hn+1

(n+ 1)1 F ) (x0 + oh)

f(k)(Xo) +

k=

k_




Gegeben: f, xg wie zuvor, x # xp mit x € (a, b)

e Es gibt § € (0,1) mit

0 =Y C S ) + —("(Z—f’ﬂ—fl F" ) (30 + 3(x = x0))

Taylorformel fiir xo = 0:
@ Es gibt § € (0,1) mit

f(x) = 3 T f(k)(0)+ i )f("+1>(5x)




o Entwicklungspunkt xg

_ n+1
o Restglied Rpp1(x) = %f("“)(xo +5(x — x0))

o Ryy1(x) = Fehler bei f(x) ~ Z Mf(k)(xo)
k=0

k!

@ Annaherung von f(x) durch Polynom, falls |R,41(x)] ,.klein”

(X - Xo)n+1
o [f(MV] < Mnahe xp = |Rns1(x)| < NN




