Taylorformel

Gegeben: f: (a, b) — R n-mal stetig diff'bar, n > 2, xg € (a, b) mit
o f'(x0) =f"(x0) =+ =f"(x) =0
o f(M(xp) #0

Dann gilt:
lokales Minimum, ~ falls £(")(xg) > 0,
@ n gerade = xg )
lokales Maximum, falls £(")(xg) < 0.

@ n ungerade = xg Sattelpunkt und Wendepunkt
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Gegeben: f: (a, b) — R beliebig oft diff’bar

LIV
o f(x)= Z Mf(k)(xo) + Rnt1(x) fiir jedes n
k=0

k!

Taylorreihe von f um Entwicklungspunkt xp:

Trso() = 32 E 2 1)
n=0 ’

Frage: Wo konvergiert Ty 4, (x)?
Ist dort Tro(x) = f(x)? = Rpp1(x) =30



Gegeben: f,: | = R (n=1,2,...)und f: [ - R
e (f,) konvergiert auf / punktweise gegen f <>
Vx el : Ii_)m fo(x) = f(x)
n—o0

e (f,) konvergiert auf / gleichmaRig gegen f <=
ILm sup{|fa(x) — f(x)| : xe€l} =0
n—oo

o f, =3 f punktweise = f,(x) bel. nah an f(x) einzeln fiir jedes x € |
o f, =X f gleichmiRig = f,(x) bel. nah an f(x) gleichzeitig Vx € /



fo(x) = x"
e | =0,2]: Keine Konvergenz
o | =[0,1): f, =% 0 punktweise, nicht gleichmiRig
1 firx=1
o I =1[0,1]: , =5 f(x) = { =2 punktw., nicht gleichm.
0 sonst

n—

o /=[0,a] mit0<a<1:f, =3 0 gleichmiRig



Gegeben: fp: I = R (n=1,2,...)und f: [ - R
o0
° Z fo(x) konvergiert auf | punktweise/gleichmaRig gegen f :(<—

=il
g,,(x) = fi(x) + - - - + fa(x) konv. auf /I punktw./gleichm. gegen f.




Gegeben farl =R (n=1,2,.

Z fa(x) konvergiert auf | gleichmaBig, falls
n=1
o M, :=sup{|fa(x)| : x €I} < oo und

° Z M, konvergiert.

n=1

Gegeben: f,: | - R (n=1,2,...) stetig, f: | = R
o (f,) =X f gleichmiRig = f stetig




o0

e Potenzreihe Z an(x — xp)"
n=0

e Entwicklungspunkt xg

[ee)
e Konvergenzbereich M := {x eR ‘ Za,,(x —xp)" konvergiert}
n=0
e Konvergenzradius R := sup{|x — xo| : x € M}
(= o0, falls M unbeschrankt)



Potenzreihen — Konvergenzbereich

Satz
o

Gegeben: Z an(x — x0)" mit Konvergenzber. M, Konvergenzrad. R
n=0

e R=0 = M={x}
e Falls R > 0, dann

(] Z an(x — xo)" divergent fiir |[x — xo| > R

n=0
%)

(] Z an(x — xo)" absolut konvergent fiir |x — xo| < R
n=0

m Vp e (0,R): Z an(x — xo)" gleichmaBig konvergent auf [xg — p, X0 + p]
n=0
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e R=0 = M={x}

00<R<x <<= M=(x—-R,x+R), M=[xo— R,x+ R),
M= (xo — R,xo + R] oder M = [xg — R, x0 + R]

o R=xx <+ M=R

[ee)
Gegeben: Z an(x — x0)" mit Konvergenzbereich M
n=0

[e e}
o f: M—=R, x— Za,,(x—xo)" stetig

n=0




o)

Gegeben: Z an(x — x0)"
n=0

Gesucht: Konvergenzradius R

1
e R= 1 = 00, 1 =0
lim sup,,_, o ¢/]2n| (o = =0
1
e R=—"—"—— falls GW existiert (A =00,L =0)
limp— o0 | 2222




Konvergenzbereich — Zusammenfassung

Gegeben: Z an(x — xo)"

n=0
Gesucht: Konvergenzbereich M

o Cauchy-Hadamard —— Konvergenzradius R
e Falls R=0oder R=00 — fertig (M= {xo} bzw M =R)
@ Sonst xp £ R einsetzen — Majorante/Minorante/Leibniz

e M= (x—R,x+R), M= [xo— R,x + R),
M= (xo—R,xo+ R] oder M =[x — R,xo + R|
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Gegeben: f(x) = Za,, x — x0)" mit Konvergenzradius R
n=0
e f auf (xo — R, xo + R) beliebig oft diff bar

o f/(x)= z_:l nan(x — xo)" "t = kz_%(k + 1)agg1(x — x0)*




o0 Xn
Z o M =R (oder C)
n=0

0 x2n+1

@ sinh(x) = Z (2n O M =R (oder C)

e cosh(x) = Z (XQ—Z;I M =R (oder C)
n=0 ’
@ sin(x) = Z (1)l M =R (oder C)

n+ 1)1




o 1 => X", M=(-1,1)

n=0

= (a R fir a € Np,
1 = M=
° (142 Z (n)x {(—1, 1) sonst,

n=0

wobei (i) = ala—l)-(a=ntl) (insbesondere (g) =1)

n!
o In(L+x) = i% M= (~1,1]
n=1

1, 2, 17,
= hl = — e M= (-
e tan(x) x-|—3x + TR +315x +-- (

INE
INE
N—



Taylorreihen — Beispiele

oo
) (2n)!
o arCS|n(X) = Z mxzn+l, M = [—1, 1]
=0
"+ 1 s, 13 5 135 o
= X Ce
XT3 T a5 T2 a6.7
@ arctan(x) = i 2(_1)1X2”+1, M =[-1,1]
n=0 n+
o arsinh(x) = 3 O ania gy gy
arsinn({x) = an ( )2(2n+1)X , = s
n=0
o x2n+1
tanh(x) = M =(-11
@ artanh(x) DETES ( )
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Lésung nichtlinearer Gleichungen

Satz (Fixpunktsatz)
Gegeben: f: [a, b] — [a, b] stetig, auf (a, b) stetig diff 'bar, |f'(x)] < K < 1
e 3 eindeutiger Fixpunkt x* € [a, b] (also f(x*) = x*)

Wahlt man xq € [a, b] und x, = f(xn—1) fiir n > 1, dann

e lim x,=x"
n—o00

@ |xp — x| <K |xpo1 —x*| < < K™ |xp — x|

° |xp —x¥| < |Xn — Xn—1]

1-K
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Gegeben: f: [a, b] — R stetig, auf (a, b) stetig diff'bar
Gesucht: Nullstelle x* von f

f(X,,_l)
(Xn—-1)

furn>1

Wihle xp € (a, b) und x, = xp—1 —

Achtung: Stationdre Punkte behindern Newtonverfahren!

lim x, = x*, falls
n—o0o

@ f nahe x* zweimal stetig diff 'bar
o f'(x*)#0 und

@ xp nahe genug bei x*




