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Ober- und Untersummen

Definition
Gegeben: [a, b] ⊂ R
Zerlegung von [a, b]: Menge Z = {x0, . . . , xn} mit

x0 = a

xn = b

x0 < x1 < · · · < xn

Spezialfall: äquidistante Zerlegung xk = a+
k(b − a)

n
.
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Ober- und Untersummen

Definition
Gegeben: f : [a, b]→ R beschränkt, Z = {x0, . . . , xn} Zerlegung von [a, b].
Für k = 1, . . . , n:
mk := inf{f (x) | x ∈ [xk−1, xk ]}, Mk := sup{f (x) | x ∈ [xk−1, xk ]}

Untersumme U(Z , f ) =
n∑

k=1

mk(xk − xk−1)

Obersumme O(Z , f ) =
n∑

k=1

Mk(xk − xk−1)
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Ober- und Untersummen

Bemerkung
U(Z , f ) ≤ O(Z , f )

Satz
∀ Zerlegungen Z1,Z2:

U(Z1, f ) ≤ O(Z2, f )
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Ober- und Untersummen

U := {U(Z , f ) | Z Zerlegung v. [a, b]}
O := {O(Z , f ) | Z Zerlegung v. [a, b]}

Bemerkung
sup(U), inf(O) existieren und

sup(U) ≤ inf(O)
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Integrierbare Funktionen

Definition
Gegeben: f : [a, b]→ R beschränkt.

f (Riemann-)integrierbar auf [a, b], falls sup(U) = inf(O)
Falls integrierbar: (Riemann-)Integral von f über [a, b]∫ b

a
f (x) dx := sup(U) = inf(O)

a, b untere/obere Integrationsgrenze∫ a

b
f (x) dx := −

∫ b

a
f (x) dx∫ a

a
f (x) dx := 0
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Integrierbare Funktionen

Satz (Riemannsches Integrabilitätskriterium)

f auf [a, b] integrierbar
⇐⇒

∀ε > 0 ∃ Zerlegung Zε mit O(Zε, f )− U(Zε, f ) < ε
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Integrierbare Funktionen

Satz
f : [a, b]→ R monoton =⇒ f auf [a, b] integrierbar

Satz
f : [a, b]→ R stetig =⇒ f auf [a, b] integrierbar

Satz
Gegeben: f , g : [a, b]→ R, nur an endlich vielen Stellen f (x) 6= g(x)

f integrierbar ⇐⇒ g integrierbar
Falls integrierbar: ∫ b

a
f (x) dx =

∫ b

a
g(x) dx
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Eigenschaften von Integralen

Satz (Zerlegung des Intervalls)
Gegeben: f : R→ R und a, b, c ∈ R

f auf [a, c] integrierbar ⇐⇒ f auf [a, b] und [b, c] integrierbar
Falls integrierbar:∫ c

a
f (x) dx =

∫ b

a
f (x) dx +

∫ c

b
f (x) dx

Satz (Translationsinvarianz)∫ b

a
f (x) dx =

∫ b+c

a+c
f (x − c) dx
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Eigenschaften von Integralen

Satz (Linearität)
Gegeben: f , g : [a, b]→ R integrierbar, α ∈ R

f + g : [a, b]→ R integrierbar und∫ b

a
(f + g)(x) dx =

∫ b

a
f (x) dx +

∫ b

a
g(x) dx

αf : [a, b]→ R integrierbar und∫ b

a
αf (x) dx = α

∫ b

a
f (x) dx

Folgerung ∫ b

a

(
n∑

i=1

αi fi (x)

)
dx =

n∑
i=1

αi

∫ b

a
fi (x) dx
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Eigenschaften von Integralen

Satz (Produkt integrierbarer Funktionen)
f , g : [a, b]→ R integrierbar =⇒ f · g auf [a, b] integrierbar

Satz (Monotonie)
Gegeben: f , g : [a, b]→ R integrierbar

Falls ∀x ∈ [a, b] : f (x) ≤ g(x), dann
∫ b
a f (x) dx ≤

∫ b
a g(x) dx

Falls ∀x ∈ [a, b] : f (x) ≥ 0, dann
∫ b
a f (x) dx ≥ 0∫ b

a f (x) dx ≤ (b − a) · sup{f (x) | x ∈ [a, b]}∫ b
a f (x) dx ≥ (b − a) · inf{f (x) | x ∈ [a, b]}
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Eigenschaften von Integralen

Satz (Integral und Betrag)
f : [a, b]→ R integrierbar =⇒ |f | auf [a, b] integrierbar und∫ b

a
|f (x)| dx ≥

∣∣∣∣∫ b

a
f (x) dx

∣∣∣∣
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Mittelwertsätze der Integralrechnung

Satz (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Gegeben: f : [a, b]→ R stetig
∃c ∈ [a, b] mit ∫ b

a
f (x) dx = f (c) · (b − a)

∃µ mit min{f (x) | x ∈ [a, b]} ≤ µ ≤ max{f (x) | x ∈ [a, b]} und∫ b

a
f (x) dx = µ · (b − a)
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Mittelwertsätze der Integralrechnung

Satz (Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Gegeben: f : [a, b]→ R stetig, g : [a, b]→ R integrierbar, g ≥ 0
∃c ∈ [a, b] mit ∫ b

a
f (x)g(x) dx = f (c) ·

∫ b

a
g(x) dx
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Unbestimmte Integrale

Satz
Gegeben:

f : I → R integrierbar auf jedem [a, b] ⊆ I

x0 ∈ I

Dann ist F : I → R mit F (x) :=
∫ x

x0

f (ξ) dξ stetig
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Unbestimmte Integrale

Satz
Gegeben:

x0 ∈ [a, b]

f : [a, b]→ R integrierbar, stetig in x0

F : [a, b]→ R mit F (x) :=
∫ x

a
f (ξ) dξ

Dann ist F in x0 diff’bar mit F ′(x0) = f (x0).
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Unbestimmte Integrale

Definition
Gegeben: f : I → R stetig

Stammfunktion von f : F : I → R diff’bar mit F ′ = f .

Alternative Sprechweise: F ist unbestimmtes Integral von f

Satz
Gegeben: f ,F : I → R, f stetig, F Stammfunktion von f

G : I → R Stammfunktion von f ⇐⇒ F − G konstant

Schreibweise:
∫

f (x) dx = F (x) + C

F eine Stammfunktion
C Integrationskonstante

P. Sprüssel Mathematik B 3.-4. März 2020 17 / 22



Unbestimmte Integrale

Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Gegeben:

f : [a, b]→ R stetig
F : [a, b]→ R Stammfunktion von f

Dann gilt ∫ b

a
f (x) dx = F (b)− F (a)

P. Sprüssel Mathematik B 3.-4. März 2020 18 / 22



Unbestimmte Integrale

Bemerkung
Gegeben: Bereich D (kein Intervall)

Stammfunktion von f : D → R (stetig) wie zuvor
Falls F Stammfunktion:
G Stammfunktion ⇐⇒ ∀ Intervall I ⊂ D: F − G konstant

(Untersch. Intervalle =̂ untersch. Konstanten)
Hauptsatz der Diff’/Int’rechnung gilt nur, wenn [a, b] ⊂ D
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Grundlegende Integrale

∫
xα dx =

xα+1

α+ 1
+ C (α 6= −1)∫

1
x
dx = ln |x |+ C (x 6= 0)∫

ex dx = ex + C∫
sin(x) dx = − cos(x) + C∫
cos(x) dx = sin(x) + C∫
sinh(x) dx = cosh(x) + C∫
cosh(x) dx = sinh(x) + C
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Grundlegende Integrale

∫
1

cos(x)2
dx = tan(x) + C (x 6= nπ + π

2 )∫
1

sin(x)2
dx = − cot(x) + C (x 6= nπ)∫

1
cosh(x)2

dx = tanh(x) + C∫
1

sinh(x)2
dx = − coth(x) + C (x 6= 0)
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Grundlegende Integrale

∫
1

1+ x2 dx = arctan(x) + C 1 = − arccot(x) + C2∫
1√

1− x2
dx = arcsin(x) + C1 = − arccos(x) + C2 (|x | < 1)∫

1√
1+ x2

dx = arsinh(x) + C∫
1√

x2 − 1
dx = arcosh(x) + C (|x | > 1)∫

1
1− x2 dx = artanh(x) + C (|x | < 1)∫

1
1− x2 dx = arcoth(x) + C (|x | > 1)
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