


Gegeben: [a, b] C R
Zerlegung von [a, b]: Menge Z = {xo, ..., Xxp} mit

@ Xp =4
e x,=0b

@ Xp < Xx1 <:---<Xp

k(b —
Spezialfall: dquidistante Zerlegung xx = a + u.
n



Gegeben: f: [a, b] — R beschrankt, Z = {xp, ..., xn} Zerlegung von [a, b].
Firk=1,...,n:
my = inf{f(x) | x € [xk—1,xx]}, My :=sup{f(x) | x € [xk—1,xx]}

n
e Untersumme U(Z,f) = Z my( Xk — Xk—1)
k=1

@ Obersumme O(Z,f) = Z My (xx — Xk—1)
k=1




u(z,f)<o(z,fr) I

Y Zerlegungen 71, Z>:

U(Zl, f) < O(ZQ, f)




o U :={U(Z,f)|Z Zerlegung v. [a, b]}
e O :={0(Z,f)| Z Zerlegung v. [a, b]}

sup(U), inf(O) existieren und
sup(U) < inf(O)




Gegeben: f: [a, b] — R beschrankt.
e f (Riemann-)integrierbar auf [a, b], falls sup(Uf) = inf(O)
e Falls integrierbar: (Riemann-)Integral von f iiber [a, b]

b
/ o) b = supll) = L)

@ a, b untere/obere Integrationsgrenze

. /baf(x)dx::—/abf(x)dx

° /aaf(x)dx:=0




f auf [a, b] integrierbar
<~
Ve > 0 3 Zerlegung Z. mit O(Z.,f) — U(Z.,f) < e




f: [a, b] = R monoton = f auf [a, b] integrierbar l

f: [a, b] — R stetig = f auf [a, b] integrierbar

Gegeben: f,g: [a,b] — R, nur an endlich vielen Stellen f(x) # g(x)

e f integrierbar < g integrierbar

/abf(x)dxz/abg(x)dx

o Falls integrierbar:




Gegeben: f: R — R und a,b,c € R

e f auf [a, c] integrierbar <= f auf [a, b] und [b, c] integrierbar
e Falls integrierbar:

/:f(x)dx:/abf(x)dx-i-/bcf(x)dx

/ab Aol = /ab+c e — @) e

+c




Gegeben: f,g: [a, b] — R integrierbar, o € R
e f+ g: [a, b] — R integrierbar und

/ab(f +g)(x) dx = /ab A che - /abg(x) o

e af: [a, b] — R integrierbar und

/abaf(x)dx:a/abf(x)dx

b /N n b
/a (;aiﬁ'(X)> dx:;a;/a fi(x) dx

e TSR s ez 02



Eigenschaften von Integralen

Satz (Produkt integrierbarer Funktionen)
f,g: [a, b] — R integrierbar = f - g auf[a, b] integrierbar

Satz (Monotonie)
Gegeben: f,g: [a, b] — R integrierbar
e FallsVx € [a, b] : f(x) < g(x), dann fab f(x)dx < fab g(x) dx
e FallsVx € [a, b] : f(x) > 0, dann fab f(x)dx>0
° f f(x)dx < (b—a)-sup{f(x) | x € [a, b]}
° f f(x)dx > (b—a)-inf{f(x) | x € [a, b]}
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f: [a, b] — R integrierbar = |f| auf [a, b] integrierbar und

/ab|f(x)|dx2 /ab b




Gegeben: f: [a, b] — R stetig
e dc € [a, b] mit

b
/a F(x) dx = F(c) - (b— )

e du mit min{f(x) | x € [a, b]} < p < max{f(x) | x € [a, b]} und

b
/a f(x)dx =pu-(b—a)




Gegeben: f: [a, b] — R stetig, g: [a, b] — R integrierbar, g > 0
e dc € [a, b] mit

/ab f(x)g(x)dx = f(c) - /ab g(x)dx




Gegeben:

e f: | — R integrierbar auf jedem [a, b] C |
@ xp €l

X
Dann ist F: | — R mit F(x) := / (&) d¢ stetig

X0




Gegeben:
@ xp € [a, b]

e f: [a, b] — R integrierbar, stetig in xo

o F:[a,b] = R mit F(x) = /X F(€) de

Dann ist F in xo diff'bar mit F'(xo) = f(xo).




Gegeben: f: | — R stetig
o Stammfunktion von f: F: | — R diff'bar mit F/ = f.

Alternative Sprechweise: F ist unbestimmtes Integral von f

Gegeben: f,F: | — R, f stetig, F Stammfunktion von f
o G: | — R Stammfunktion von f <= F — G konstant

Schreibweise: / f(x)dx =F(x)+ C

@ F eine Stammfunktion

@ C Integrationskonstante



Gegeben:

e f: [a, b] — R stetig

e F: [a,b] — R Stammfunktion von f
Dann gilt

b
/a F(x) dx = F(b) — F(a)




Unbestimmte Integrale

Bemerkung
Gegeben: Bereich D (kein Intervall)
e Stammfunktion von f: D — R (stetig) wie zuvor

e Falls F Stammfunktion:
G Stammfunktion <= V Intervall | € D: F — G konstant
(Untersch. Intervalle = untersch. Konstanten)

@ Hauptsatz der Diff’/Int'rechnung gilt nur, wenn [a, b] C D
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N Xa+1
o/x dX:a—|—1+C (a # -1)
o/%W=MM+C (x #0)

./&w=&+c
./mmwz—mwnf
o/wi@&=§ﬂ@+C
./gmgﬁmzcmmn+c

° /cosh(x) dx = sinh(x) + C



o/mdx=tan(x)+C (x #nm+75)
o/ﬁdx:—cot(x)+C (x # nm)
o/mdx:tanh(x)+C
./mdp—coth(xnc (x #0)



1
° / T2 dx = arctan(x) + C; = —arccot(x) + &

° /\/ﬁ dx = arcsin(x) + C; = — arccos(x) + G (x| <1)
° / \/1:——x2 dx = arsinh(x) + C

° /\/% dx = arcosh(x) + C (Ix] >1)
° / 1 —1x2 dx = artanh(x) + C (Ix] <1)
° / 1 —1x2 dx = arcoth(x) + C (Ix] > 1)



	Integration

