
Erinnerung: Integrationsmethoden

Linearität von Stammfunktionen
Gegeben:

f , g : I → R stetig,
α, β ∈ R

Dann ∫
αf (x) + βg(x) dx = α

∫
f (x) dx + β

∫
g(x) dx .
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Erinnerung: Integrationsmethoden

Partielle Integration
Gegeben: f , g : I → R stetig diff’bar
Dann ∫

f (x)g ′(x) dx = f (x)g(x)−
∫

f ′(x)g(x) dx .

Bestimmtes Integral:∫ b

a
f (x)g ′(x) dx = f (x)g(x)

∣∣∣b
a
−
∫ b

a
f ′(x)g(x) dx .

Einfacher: Stammfunktion & Grenzen einsetzen
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Erinnerung: Integrationsmethoden

Substitution
Gegeben:

f : I → R stetig diff’bar,
g : f (I )→ R stetig,
G Stammfunktion von g .

Dann ∫
g
(
f (x)

)
f ′(x) dx = G

(
f (x)

)
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Substitution

Bemerkung
Substitutionsregel y = f (x) =⇒ dy = f ′(x) dx∫

g
(
f (x)

)
f ′(x) dx =

∫
g(y) dy

Umgekehrt:
∫

g(x) dx gesucht

� x = f (u) =⇒ dx = f ′(u)du∫
g(x) dx =

∫
g
(
f (u)

)
f ′(u) du
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Substitution – Typische Fälle

Bemerkung
Gegeben: f : I → R stetig diff’bar

Falls f (x) 6= 0: ∫
f ′(x)

f (x)
dx = ln

∣∣f (x)∣∣+ C

Falls f (x) > 0: ∫
f ′(x)√
f (x)

dx = 2
√
f (x) + C

Allgemein: ∫
f (x)f ′(x) dx =

1
2
f (x)2 + C
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Integration rationaler Funktionen

Erinnerung: Partialbruchzerlegung

Rationale Funktion
p(x)

q(x)
= Summe von

Polynom
a1

x − α
,

a2

(x − α)2
, . . . ,

an
(x − α)n

(α n-fache Nullst. von q)

b1x + c1
x2 + βx + γ

, . . . ,
bnx + cn

(x2 + βx + γ)n

(wobei (x2 + βx + γ)n Faktor von q(x) ohne reelle Nullstellen)
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Integration rationaler Funktionen

Typ 1:
a1

x − α ∫
a1

x − α
dx = a1 ln |x − α|+ C

Typ 2:
ak

(x − α)k
mit k ≥ 2∫

ak
(x − α)k

dx = − ak
(k − 1)(x − α)k−1 + C

P. Sprüssel Mathematik B 17. März 2020 7 / 10



Integration rationaler Funktionen

Typ 3:
bkx + ck

(x2 + βx + γ)k
mit

β2

4
− γ < 0∫

bkx + ck
(x2 + βx + γ)k

dx =
bk
2
fk−1(x) +

2ck − bkβ

2w2k−1

∫
1

(y2 + 1)k
dy

mit w =

√
γ − β2

4
und y =

1
w

(
x +

β

2

)
und

fk−1(x) =

ln(x2 + βx + γ) für k = 1,

− 1
(k − 1)(x2 + βx + γ)k−1 für k > 1.
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Integration rationaler Funktionen

Ik :=

∫
1

(y 2 + 1)k
dy

I1 = arctan(y) + C

Ik = − y

2(k − 1)(y2 + 1)k−1 +
2k − 3
2k − 2

· Ik−1 für k ≥ 2
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Integration rationaler Funktionen in Sinus und Cosinus

Gegeben: Rationale Funktion in Sinus und Cosinus

z.B. f (x) =
2 sin(x)− cos(x)3 + 5

sin(x)3 cos(x) + 2 sin(x) cos(x)5

Standardsubstitution für sin, cos

u = tan
(x
2

)
⇐⇒ x = 2 arctan(u)

Dann:

sin(x) =
2u

1+ u2

cos(x) =
1− u2

1+ u2

dx =
2

1+ u2 du
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