X —«

/ = dx=ailn|x —a|+ C

a dgk
/ o = D —ap T C




bix + ck _ b 2¢ck — bif3 / 1
/(x2+6x+7 R R v (e

2
mit w:\/'y—%undy:%(x+§> und

In(x* + Bx +7) fur k =1,
fk 1(X) 1

fur k > 1.

(k= 1)(x2 + Bx + )k T




2
/2x +11x+2OdX:/2+ 3x+4 dx

x?2+4x+8 x24+4x+8
b1X+Cl . ﬁ2
Fal ———— mith;=3,c1=4 =4 vy=8und &- —v= -4 <0.
N xS ashF=s = 8und oy
_ B 1 B\  x+2
— w =1/ 4—2 und y—W x-|-2 =

2x? 4+ 11x + 20 by 5 2¢, — byf 1
— = —=I d
/ x2+4x+8 dx 2 O+ Bx+a) + 2w /y2+1 Y

2
= %In(x2 + 4x + 8) — arctan (%) + C.




Gegeben: Rationale Funktion in Sinus und Cosinus

u = tan (%) <= x = 2arctan(u)

Dann:
2u

1+ u?
_1—u2
1402

2
_1+u2du

@ sin(x) =
@ cos(x)

@ dx




/—1 dx fir -~ <x<”
_ — X J—
1+ sin(x) 2 2
2u 2
T u2 Und dx = m

/ 1 dx / 1 2 d
e — = . u
1+ sin(x) 1+ 1J2rlZ:2 14 u?

2
B /1+u2—|—2udu
2

= [

2
u+1

du

Substitution v = tan (%) = sin(x) = I




COS(X) . ™ e
———d fir — = Z
/1+sin(x) x ur 2<X<2

Substitution v = tan <%)

1—u?
/ cos.(x) dx — / 1+Z; o2 du
1+ sin(x) 1+ 2, 1+u
2 — 212

du

=) w1+ @)

— Partialbruchzerlegung (langere Rechnung)



cos(x) . ™ ™
_cost) 4 fir T T
/1+sin(x) A N

Substitution y =sin(x) == dy = cos(x) dx

cos(x) 1 '
Treaa = [ T, =hh 1
/1+sin(x)dx /1+ydy n[l1+yl+ C=In[l+sin(x)|+C

Standardsubstitution nicht immer am einfachsten! I







Gegeben: Intervall /, stetige Funktionen xi,...,xq4: | — R.
x(t)

@ Kurve in Parameterdarstellung X: | — RY, X(t) =
xq(t)
e Falls | = [a, b]: X(a) und X(b) Anfangs-/Endpunkt

@ Implizite Darstellung := Gleichung ohne Parameter t




2

%

AW

)
_/

Kreis: X(t) = (fCOS(t)>

rsin(t)
I =[0,2n]

Implizit: x? + x3 = r?

Ellipse: x(t) = (227553)

I =[0,2n]
2 2

.. X X
Implizit: A_12 + B_22 -1




Beispiel: Gerade und logarithmische Spirale

Gerade: X(t)=p+tr, I=R

Logarithmische Spirale:
oo\ [€"Fcos(t)
X(t) = (e”tsin(t)>

I=R

Polarkoordinaten:
t=p r(p)=e"
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r(t —sin(t)) _
Zykloide: %(t) = (r((f_cos(t))) I=R




Gegeben: Kurve x(t)
o x(t) differenzierbar <= xi,...,xq diff'bar
)'<1(t'0)
e Tangentenvektor X(to) =
Xd(to)
e x(t) glatt <= x1,...,xq stetig diff'bar
o X(t) stiickweise glatt <=

m Xxi,...,Xq stetig diff'bar bis auf endlich viele Stellen t1,...,t,
m Einseitige Ableitungen in ty, ..., t, existieren



p
N

—
NS

Ellipse:




Gerade:

Logarithmische Spirale:
. vt t
0= (Geimts)
200y — et (v cos(t) —sin(t))
(1) = (e”t (vsin(t) + cos(t))

)



Zykloide: x(t)

(s
o= (0ol




Bogenlange

Gegeben: Glatte Kurve X(t)

o x( =  Ortsvektor
o X(

X(t) H = Geschwindigkeit

t)
t) = Geschwindigkeitsvektor

= Ableitung der zuriickgelegten Strecke

e Fiir | = [a, b]: Bogenlange

L_/ab i?(t)H dt_/ab\/>‘<1(t)2+---+>'<d(t)2dt

@ Analog fiir stiickweise glatt (Aufteilen von /)
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Beispiele

o Kreis: >_<’(t) = <rrczlsn((t§)> = )‘(’(t)” =r
/ rdt =2nr
.mmeag_(;;%§:§ o)) - VAT + Breos(o

/ \/A2 sin(t)? + B2 cos(t)? dt

Nicht exakt berechenbarl  ——  Numerische Integration

()| = 171
b

L= [ 17l de= 7] (b2
a
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o Gerade: X(t) =7 =




Spemslfile
Polarkoordinaten
Gegeben: (t) = ( r(£) cos(ip( t)))

r(t)sin(¢(t))
— L= [ R

Funktionsgraph
Gegeben: x(t) = (f(tt)> = L= /ab \/ 1+ f'(t)?dt




Gegeben: Kurve x(t): [a, b] — R?
e g: | — [a, b] bijektiv, diff'bar
o X(g(7)): I — RY Parameterdarstellung gleicher Kurve
@ g'>0 = gleiche Durchlaufrichtung
@ g/ <0 = umgekehrte Durchlaufrichtung

@ Bogenlange unverandert



Parameterwechsel

Gegeben: Kurve X(t): [a, b] — RY
@ Bogenlange bis Zeitpunkt t € [a, b]

s(t) = X u)H du

e s: [a,b] — [0, L] bijektiv, diff'lbar —  Umkehrfunktion t(s)
e y(s) = ( (s)): [0, L] — RY natiirliche Parametrisierung von X

dy (()
- [resn]

@ Richtung wie Tangentenvektor, Lange 1
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Schraubenlinie

r cos(t) _ —rsin(t)
)?(t)_(rsin(t)) — )'('(t)H—H(rcos(t))‘ =Vt

ht

t
st):/ Vrr2+hdu=+r>+h-t
0

rcos(\/Ps_‘__hz)
y(s) =] rsin g‘\/ﬂir_hZ)




