


Ellipse x(t) = (gcs?:g))) hat Bogenlange

2w
L= / \/A2 sin(t)? 4+ B2 cos(t)? dt.
0

Integral nicht exakt berechenbar!



Gegeben:
e f:[a,b] — R integrierbar

@ Stammfunktion nicht berechenbar

b
Gesucht: Naherung ﬁir/ f(x) dx
a

Idee:

e Nahere f(x) durch Polynom p(x) an

b
° Berechne/ p(x) dx
a



Interpolation durch Polynome

Gegeben: f: [a, b] — R integrierbar

o Zerlege [a, b] in Intervalle der Linge h = 2-2:
Zerlegung {xo,...,Xp} mit xx = a+ kh :

@ Lagrange-Polynome

L) =1l — = L,-(xj):{l i

iso Xi T Xk 0 sonst.
k;éi
@ pp(x Z f(xi)Li(x) erfiillt ps(x;) = f(x;) fiir alle j
b n
° / pn(x) dx = hz f(xi)a it o= /
2 i=0 (e i k
kAi
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Interpolation durch Polynome

Newton-Cétes Formeln
Gegeben: f: [a, b] — R integrierbar

b n n_n
s—k
f dx =~ h f(x;)o; it i = ; d.
o/a (x) dx g (X))o mit  « /0 Hl—k s
i=0 k=0
k#i
e Fiir alle n gibt es K, p (unabhidngig von f) mit

b n
/ F(x)dx =h>_ f(xi)a; — KhPTFP)(%)
a i=0

fir ein X € (a, b) (falls f gentigend oft diff'bar)
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b—a

b
/a ) de~ 22 (F(a) + £(5))

1
Fehler: —h*f"(%
ehler: 7 (X)

- b>2(f(a) + f(b))

a b




/ab F(x) dx ~ bg 2 (f(a) +4f (#) + f(b)>

L sk
Fehler: 90h (%)

/ab f(x) dx ~ bg 2 (f(a) + 3f (2"’7”) +3f (%21’) 4 f(b))

3 5 r@) 5
Fehler: 80h (%)




_
/ o s 22 <7f( )+ 32f (3‘9:”’) +12f(aJ2“b)

+32f (a :3[’) + 7f(b)>

L B pre) g
Fehler: 945h fO)(R)




6Punkt-Regel (n=5)
/ f(X)dXN— (19f( )+ 75¢ (43;-b> = 5o (33—;2b>

2 4
+50f( 3:31’) +75F (”5 b> v 19f(b)>

275 47£6)(5)

Fehler: G




b
b—a 5a+b 2a+ b

+orof (2P 4 opr (2120
2 3
+216f (a +65b> + 41f(b))

9 oce) 4
Fehler: 1400h (%)




Firn>7:

@ manche «; negativ

@ Fehlerfortpflanzung = numerisch unbrauchbar




27
/ \/9 sin(t)? 4 4 cos(t)? dt ~ 15,86544
0

0 2



2
/ \/9 sin(t)? 4 4 cos(t)? dt ~ 15,86544
0

o Trapezregel: 12,56637
e Simpsonregel:  12,56637
° %—Regel: 16,26033
@ Milne-Regel: 17,03441
@ 6-Punkt-Regel: 16,43275
o Weddle-Regel: 13,82425



@ Zerlege Intervall in gleichlange Teilintervalle 1, ..., Ik

@ Wende Newton-Cétes auf jedem /; an

2
/ \/9sin(£)2 + 4 cos(£)2 dt ~ 15,8654
0

@ k=4 & Trapezregel: 15,70796
@ k =4 & Simpsonregel: 15,91535






Gegeben: f: [a,b] > Rund f,: [a,b] = R, n=1,2,...

(fa) konvergiert punktweise gegen f
<
Fiir jedes x € [a, b] gilt nll)n;o fa(x) = f(x)
<~

Vx € [a, b],e > 0 gibt es N, mit |f,(x) — f(x)| < € fiir alle n > N, .

(fa) konvergiert gleichmaRig gegen f
S 0
Ve > 0 gibt es N mit |f,(x) — f(x)| < e fir alle x € [a, b], n > N




GleichmaRige Konvergenz und Integrale

Gegeben:
o [a, b] = R integrierbar, n=1,2,...
° f "2 f gleichmiRig
Bekannt:
o Falls alle f, stetig, dann f stetig

@ Deshalb f integrierbar
b b b
/ fn(x)dx—/ f(x)dx </a |fa(x) — f(x)| dx
< (b — a)sup{|fa(x) — F(x)]} =0

o lim /bf,,(x)dx:/abf(x)dx

n—oo a
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Gegeben:

e fy: [a,b] — R integrierbar, n=1,2,...
o f, =X f gleichmaBig
Dann:

o f integrierbar

° Iingo/bf,,(x)dx: bf(x)dx




nx
x2 + n?

f:[0,1] = R, f(x) =

n-1 1 oo
.ngn(X)<02_i_—nz=;—>0
f

o f, =% f =0 gleichmiRig

1
I Lt N CELE)

(In(n® + 1) — In(n?))

1\ . !
In<1+—2) = /de:o
n 0

NS NI IS



f: [0,1] = R, fo(x) = x"
o f,(1) =1fiiralle n
o fo(x) =30 fiir x < 1
n 1 firx=1,
@ punktweise: fp(x) e f(x) = { urx
0 sonst

e nicht gleichmaRig (£, stetig, f nicht stetig)

1 1 1
/ Xn dx = |: Xn+1
0 n—+ 1 0
1

1
_ n—oo .
=Tl — /of(x)dX—O




Gegeben:
o f,: [a,b] — R integrierbar, n=1,2,...
o f, =X f gleichmiBig

Dann:

e f integrierbar

5 n'Lrﬁo/ab (%) dx=/ab F(x) dx

Bemerkung
nILmoo/a f(x)dx—/a f(x) dx

kann (aber muss nicht) auch schon gelten, falls f, — f punktweise

 psprissdl MathematkB TR



fr: [0,1] = R, f,(x) = n*(1 — x)x"

o f, =% f = 0 punktweise

1 1\" 0o
of,,(l——)zn(l——) ¥ 5o
n n

—_——

—e~1

@ daher nicht gleichmaRig

1 n+1 n+271

/ n?(1 - x)x"dx = n? [X x ]
0 2 0
n—oo

n+1_n+

n?

1
:mﬁl #* /Of(x)dx:O






f: R— R T-periodisch (T > 0), falls

fix+T)=1f(x) VxeR

e Hier: 27r-periodisch

o f T-periodisch = f (5x) 2m-periodisch

e Linearkombinationen von sin(x), sin(2x),sin(3x), ... und
cos(x), cos(2x), cos(3x), ... sind 2m-periodisch



Fourierreihe: Punktweise konvergente Reihe

1 o0
—ap + an cos(nx) + by sin(nx)
5 0 ; ( n n )

Gegeben: 27-periodische Funktion f(x)
o L3sst sich f als Fourierreihe schreiben?

o Wie bestimmt man die Koeffizienten?




