Fourierreihe: Punktweise konvergente Reihe

1 o0
—ap + an cos(nx) + by sin(nx)
5 0 ; ( n n )

Gegeben: 27-periodische Funktion f(x)
o L3sst sich f als Fourierreihe schreiben?

@ Wie bestimmt man die Koeffizienten?




Gegeben: m,n € Ny

. 0 m=n=0,
° / sin(mx)sin(nx)dx = ¢m m=n#0,
- 0 m=#n.

° / cos(mx)cos(nx)dx =<7 m=n#0,

-7

° /7T sin(mx) cos(nx) dx = 0

—T



Fourierreihen

Annahme: f(x) = %ao + Z (an cos(nx) + by, sin(nx)) (gleichm. Konv.)
n=1

/7r f(x) cos(mx) dx = %ao /_7; cos(mx) dx

=2, falls m=0

—T

+§:<an /_ ~ cos(mx) cos(nx) de

=, falls m=n

+ by / " cos(mx) sin(nx) dx>

—Tr

=0
= ap,T
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Analog:
/ f(x)sin(mx) dx = by

Bei gleichmaRiger Konvergenz gilt

® a, = %/ﬂ f(x)cos(nx)dx (n>0)

—T

® b, = % ) f(x)sin(nx)dx (n>1)

—T




Gegeben: f 2m-periodisch, auf [—7, 7] integrierbar

s
@ Fourierkoeffizienten: a, = l/ f(x)cos(nx)dx (n>0)
v

—Tr

und by = %/W F()sin(nx)dx  (n>1)

—T

. 1 = .
e Fourierreihe von f: 5 + ; (a,, cos(nx) + by sm(nx))




o f gerade — b, =0firallen

e fungerade — a,=0firallen

e Ist Fourierreihe (gleichm.) konvergent?

e Stimmt Fourierreihe mit f(x) tberein?




Gegeben: f 2-periodisch mit
o f auf [—m, ] stetig diff 'bar bis auf endlich viele Punkte
e iiberall sonst: f(x™),f(x™) und f'(x™), f'(xT) existieren

Dann:

nktweise _ = =
o Fourierreihe ——— 4 F (x) = w

gleichmaBig
e Falls f stetig:  Fourierreihe ——— f(x)




f(x) = |x| auf (—m, 7], periodisch auf R fortgesetzt

e fgerade — b,=0

® a, = 1/ f(x) cos(nx) dx = g/ x cos(nx) dx
m ™ Jo

—T

2 [T 1,7
@ 390 = — xdx:—xz‘ =7
0 ™ 0



n > 1: Partielle Integration:
1
g(x) =x, W(x) =cos(nx) = g'(x)=1, h(x) = - sin(nx)

2 sy
an = —/ x cos(nx) dx

T Jo
2 /1 1 [T
= = (—xsin(nx)‘7T - —/ sin(nx) dx)
™ AN 0 nJg
2 1 ™ 0 i y
== ((0 -0)+ —2Cos(nx)‘ dx) _ \ l.J.r n gerade,
" g 0 ——5 fiir n ungerade

Fourierreihe:
T 4 Z cos ((2k + 1)x)
2 mi (2k+1)?



cos ((2k + 1)x)
Weil f stetig: Gleichm. Konv. f(x) = Z — T T
Tz (2k+1)
f(X) n—= 2

4 - cos ((2k +1)x)
T (2k + 1)2



Beispiel 2

1 fur 0 <
f(x) = Hr XS periodisch fortgesetzt
-1 fir —7m<x<0,

e 16 o
} }
T T
- ™
(e, —1 o

o f auf [—m, x| bis auf endlich viele Punkte ungerade — a,=0

™

1 & 2 & 2
bn - f i dx = — i adx = ——
e b, = /Tr (x) sin(nx) dx /0 sin(nx) dx ncos(nx) o

b 0  fiir n gerade,
[+ ] =
! 4 fiir n ungerade

m™n
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Fourierreihe:

o f(x) stetig diff'bar fiir x ¢ w-7Z
punktweise

e Dort F(x) — f(x)
punktweise\ f(X_)+f(X+)

o Firxem -Z: F(x) > 5 =0
punktweise f fii A
o Fx) T gl =100 RrxET
0 firxen-Z



sin ((2k + 1)x)
Flx) s Z 2k+1







Integral nur definiert fiir
e endliches Intervall | = [a, b]
@ beschrinkte Funktion f(x)

Integrale fiir

@ unbeschranktes /,

@ unbeschranktes 7(x)?




Typ 1: Unbeschranktes Intervall

Definition

Gegeben: f: [a,00) = R
o f lokal integrierbar <= f int'bar auf [a, b] fiir alle b > a
e Falls f lokal int'bar:

0o b
/ f(x) dx konvergent <= lim / f(x) dx existiert
a a

b— o0

e Dann /:O f(x) dx := lim /abf(x)dx

b—oco

@ Analog fiir f: (—oo, b] = R (Grenzwert fiir a — —o0)
o Firf:R—R:
m lokal int'bar auf R :<= lokal int’bar auf (—oo, 0] und auf [0, c0)

] / f(x)dx konv. <= / f(x) dx und / f(x) dx konv.

J —00 a
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Gegeben: f stetig

o f lokal integrierbar
Falls F Stammfunktion:
5 / F(x) dx = lim F(x) — F(a)

a

. /b F(x) dx = F(b) ~ lim _F(x)

—00

° /OO f(x)dx = ()(Il_)ﬁ;o F(x)) - (X_Ii)rlloo F(x)) (separate GW!)

—00




1

f(x) = 17,2

o f lokal int'bar auf R

e Stammfunktion F(x) = arctan(x)
< 1 . :
° /_ 152 dx = ()(Il_)h;l>0 arctan(x)) - (Xl@oo arctan(x))

o0
_r (“)_
=2 2) =7

\
Flache = 7



f(x)=x

@ f lokal int'bar auf R

1
e Stammfunktion F(x) = §x2

° ( lim lx2> =00 (ebenso fir x - —o0)
X—00

o
° / X dx existiert nicht
—0o0

Flache nicht def.



fi[l00) > R, F(x) = Xia (a>0)

e f lokal int'bar auf [1, 00)
fira =1,

e Stammfunktion F(x) = Inl(x) -
T—aX sonst

X—00

ea<l: ImFx)=c0 = / —dx divergiert

ea>1l Ilm F(x)=0 = /—dx—O— r _ 1!
X—00

l-a ao-1



Flache nicht def.

_

Flache =1



Beispiel 4

Gegeben:
@ Stromleiter, Stromstarke /, Linge oo
e Punkt P, Abstand a von Leiter

I oo
@ Magnetisches Feld bei P hat Stirke H = = /OO (‘32_:(2)3/2 dx
o0 a
. i - dx?
Frage: Konvergiert /_OO (22 5 2)32 dx
2 gerade

° (a2 + x2)3/2

o] a o0 a
o Falls konvergent: /oo m dx = 2/0 m dx
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Beispiel 4

Substitution x = asinh(v) = dx = acosh(u) du

(2% +x?)%2 = (32 (1 + sinh(u)?) )3/2 = a° cosh(u)®

=cosh(u)?

2
/(32 +a 7 dx — / a“ cosh(u) du:/ 1
X

a3 cosh(u)3 acosh(u)?

%tanh(u) +C= %tanh (arsinh (g)) +C

du

> a . 1 ) x 1 .
/0 m dx = X||_>moo gtanh (arsmh (;)) — 51;;:mh (arsmh(O))
1

a
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o0

/
Magnetische Feldstirke H = yy= /_Oo m dx =

a

4>|\
3



