


Typ 1: Unbeschranktes Intervall

Definition

Gegeben: f: [a,00) = R
o f lokal integrierbar <= f int'bar auf [a, b] fiir alle b > a
e Falls f lokal int'bar:

0o b
/ f(x) dx konvergent <= lim / f(x) dx existiert
a a

b— o0

e Dann /:O f(x) dx := lim /abf(x)dx

b—o0

@ Analog fiir f: (—oo, b] = R (Grenzwert fiir a — —o0)
o Firf:R—R:
m lokal int'bar auf R :<= lokal int’bar auf (—oo, 0] und auf [0, c0)

[ / f(x)dx konv. <= / f(x) dx und / f(x) dx konv.

J —00 a
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Konvergenzkriterien

Satz

Gegeben: f: [a,00) — R lokal integrierbar
b
e Giltf>0 undM::sup{/ f(x) dx ‘ b> a} < 00, dann

konvergiert/ f(x) dx mit/ f(x)dx=M
a a

o0

° Konvergiert/ |f(x)| dx, dann konvergiert auch / f(x) dx und
a

/:O F(x) dx ag /:Oyf(x)ydx

Analog fiir f: (—oo, b] — R oder f: R — R
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b
e Gilt f >0 und M::sup{/ f(x)dx‘bza} < 00, dann

o0 o
konvergiert / f(x) dx mit / f(x)dx =M
a a
b

@ Beweis: /(b) :=/ f(x) dx monoton steigend, weil f > 0. Also

a

bli)mool(b) =sup{/(b) | b > a} = M.



Konvergenzkriterien

° Konvergiert/ |f(x)| dx, dann konvergiert auch/ x) dx und
/ f(x)dx g/ |f(x)] dx
_ fur f(x) <0,
B : =f f =
o Beweis: g(x) = F(x) +|f(x)] = {2‘ ol

m g lokal int’bar und g >0

[ sup{/fg(x)dx‘bEa} §2sup{Lbf(x)|dx)b23} < 00

/ g(x) dx konvergiert und 0 < / g(x)dx < 2/ |f(x)] dx
/ f(x)dx = / g(x) dx —/ |f(x)] dx konvergiert und

/a IF(x )|dx</:of(x)dx§/:o|f(x)|dx
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Konvergenzkriterien

Satz (Vergleichskriterium)
Gegeben: f,g: [a,00) — R lokal int'bar

e Falls |f| < g und / x) dx konvergent, dann konvergiert auch

/:Of(x)dx i
g/:o|f(x)|dx§/:og(x)dx

/a " f(x) dx

@ Falls0 < g < f und / x) dx divergent, dann divergiert auch

/a ~ f(x) dx

Analog fiir f,g: (—oo,b] = R oder f,g: R - R
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o0 2
/ e dx
—0o0

o e lokal int'bar auf R (stetig)

@ Keine Stammfunktion
o0

. 2
° Konverglert/ e dx?

—00




e 2 > 1
e X dx = — dx
0o 00 ex?

X4 X6
1+x2+§+§+--- > 14
1

< _ -
— 14 x2

oo 2 o0 2 o0 1
° / e dx konvergiert und / e dx < / 5 dx=1m
—00 —00 —00 I+x

2 Taylor
e =

x2

e O<e”

oo
@ Behauptung: / e dx = /7 w spater im Kurs

—0o0



* 1
/ R
0 ].—i—X3

1
@ Grobe Abschatzung: 1 N3 fir groRe x

+x3
e Vermutung: konvergent
. 1 1
e Firx>0: m ;

>~ 1 > 1
° / ——— dx konvergiert, weil / — dx konvergiert
1 1 + X3 1 X3

o q I 1 >~ 1 )
./O mdx:/o mdx-|-/1 mdx konvergiert



[
—= axX
01—}-\/;

1 1
@ Grobe Abschatzung: T v ~ W fir groRe x
o Vermutung: divergent
1 1

@ Firx>1:. ——— > —

/ R dx di t, weil / d di t
° Ix divergiert, wei x divergier

1 1+ Vx

& 1
° / dx divergiert
0



Gegeben: f: [0,00) — R lokal int'bar, monoton fallend

(e} o
° Z (i) konvergent < / f(x) dx konvergent
i=0 0

Analog fiir a € N und Z (i) bzw. / f(x) dx

i=a &




Beweisidee:
o ) f(i) Obersumme fiir / f(x) dx
i=0 0
T2 3 a4

° Zf(i) Untersumme ﬂ]r/o f(x) dx




1
e f:[l,00) = R, f(x):X—a

>~ 1 =1

m Fira>1: / — dx konvergiert <— E — konvergiert
1 X — n<
<1 og_ll

m Fira<1l: /1 ey dx divergiert <= E prs divergiert

n=1

1
o f: [2,00) —>]R, f(X) = m
m Substitution u = In(x) = du=1dx

X

< 1 <1
[ / ——dx = / — du divergent
2 xIn(x) In(2) Y

= 1
| Z nin(n) divergent
n=2




Typ 2: Unbeschrankte Funktion

Definition

Gegeben: f: [a,b) = R
o f lokal integrierbar <= f int'bar auf [a, c] fiir alle ¢ € [a, b)
° FaLIs f lokal int'bar:

Cc
/f(x)dx konvergent <= lim / f(x) dx existiert
a

3 c—b~

e Dann /abf(x)dx = lim /acf(x)dx

c—b—

@ Analog fiir f: (a,b] = R (Grenzwert fiir ¢ — a™)
e Fiir f: (a,b) > R: (a,c] und [c, b) separat (mit ¢ € (a, b) bel.)
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f:(0,1] = R, f(x)zxia (> 0)

e f lokal int’bar auf (0, 1]

| fira=1
e Stammfunktion F(x) = { nl(x) L ure==5
X ¢ sonst
1
e a>1: lim F(x)=—-0c0 = / — dx divergiert
x—0t 0o X%
1
1 1 1
ea<l: lim F(x)=0 = /—dx=——0=
x—0+ 0 X© l-a 11—«

> 1
/ — dx divergiert fiir alle « > 0
o Xx*




£ (0,1) > R, f(x) = %(X)

o f lokal int'bar auf (0, 1)
e Stammfunktion F(x) = In|In(x)|

o lim F(x) =00 (und lim F(x) = —o0)
x—0F x—=1-

1
o/ ;dx divergiert
o xIn(x)



Typ 2: Unbeschrankte Funktion

Satz (Vergleichskriterium)
Gegeben: f,g: [a,b) — R lokal int’'bar

e Falls |f| < g und x) dx konvergent, dann konvergiert auch
a
/ f(x) dx und
’ b b b
/ f(x)dx| < / |f(x)|dx < / g(x) dx
a

@ Falls0 < g < f und / x) dx divergent, dann divergiert auch

/a i f(x) dx

Analog fiir f,g: (a,b] — R oder f,g: (a,b) - R
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21
L
o xsin(x)

1

° x sin(x)

1
>—>0firx>0
X

° /2 1 dx divergiert — /2 ,1 dx divergiert
9 X o xsin(x)




/01 In\(/x)?)2 dx

e Aus Mathematik A: lim x®In(x) =0 fir a >0

x—0t
e Daher lim x}*In(x)2 =0
x—0t
2
e 3M > 0 mit In(x)? < M auf (0,1] = |n\(/x)_<) < ﬂ/

In(x

1
M
o/ 372 9% konvergiert — / dx konvergiert
x3/4



Gegeben: f: [a,b]\ {c} = R

b c b
° / f(x)dx konv. <= / f(x) dx und / f(x) dx konv.
a a c

e Dann /abf(x)dx = /:f(x)dx+/cbf(x)dx




/1de (a>0)

—1 x|
o Polstelle bei x =0

1
1
o/ — dx konvergiert <= a <1
0o X

0 1
o/ T dx analog
1 x|

1

1

° / — dx konvergiert <«— a<1
-1 X



1 . . ..
° W bei x = 0 nicht definiert

o Polstelle bei x =1

@ Aus Mathematik A: lim In(x) =1

x—1 X —

e IM > 1 mit In(x)? < M(x — 1)? auf [0,2] \ {1}

2 2
1 1
), e e [ o dvergen



°° cos(x)
dx
b
. cos(x)
° xI—I>n0]+ \/)_( =
o Aufteilen, z.B. COS(X d/ COS(X
0
- cos(x) L
e Auf (0,7]: A <7

1 . ™ cos(x) .
° —— dx konvergiert — / dx konvergiert
| 0 VX



Beispiel: Typen 1 und 2 gemischt

@ Auf [mr, 00): Partielle Integration f(x) = —=, g’(x) = cos(x)

. /cos(x) dx — sin(x) N 1/sin(x) dx

Sl -

VX Vx 2] x3/2
. sin(x)
| =
o lim X 0
sin(x) 1
¥3/2 | = 3/2

1 _ *° sin(x) _
° / A dx konvergiert — / 32 dx konvergiert
s s

oo
= / cos(x) dx konvergiert

VX

*° cos(x) _

° dx konvergiert
/0 VX
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[e e}
Gammafunktion I': (0, 00) — R mit ['(a) := / x>~ Le™ dx
0

(o) konvergiert fiir jedes oo > 0 I

Kritische Stellen:
e x — 0% (falls a < 1)

@ X — 00

1 00
1= Aufsplitten in / x*"te™ dx und / x®Le™ dx
0 1



1
/ x® e dx
0

1
o Fiir a > 1: x* le ™~ stetig auf [0,1] = / xLe ™ dx existiert
0

o Fira<1:
= Xa—le—x < Xa—l

1
[ / x®~1 dx konvergiert
0

1
[ / x®"Le™> dx konvergiert
0



o0
/ x@Le™ dx
1

e Aus Mathematik A: lim x®tle™ =0

X—00
e IM > 0 mit x*le™ < M auf [1, 00)
x@le™x < M
[ee]
/ M2 dx konvergiert
1

(o]
o/ x*" e dx konvergiert
1

L]
X



° F(1)=/ e‘xdx=—e‘xzo=0—(_1)=1
0

o lNa+1)= / xtet) == gy — / x“e X dx
0 0
1= Partielle Integration: f(x) = x¢, g'(x) = e™*

00 00
Ma+1)=x*(=e7)| + a/ x*Le™ dx = al(a)
0

| S —
=0

e (n+1)=n!



ol (1) :/ x 12e7x dx
2 0

1
m Substitution u = \/x =x'/? — du= EX—1/2 dx

1 2 < e
2 0 o



