


Bisher:
o Funktionen f: R = R
e Raumkurven X: R — R4

AuBerdem moglich:
e Funktionen in n Variablen f: R” — R
z.B. Héhenangaben auf Karte, Temperaturverteilung in Raum etc.

o Vektorfelder v: R” — R
z.B. Magpnetfeld, Windrichtungen etc.



Schreibweise: f: D — R mit D CR",  (x1,...,Xn) — f(x1,...,%n)

@ Sprechweise: Reellwertige Funktion
(vs. vektorwertige Funktion = Vektorfeld)

e f(x,y) statt f(xy,x2)
e f(x,y,z) statt f(x1, x2, x3)



Gegeben: Funktion f: D — R mit D C R?
e Funktionsgraph {(x,y,f(x,y)) € R*| (x,y) € D} = Fliche in R3
e Hohenlinien: {(x,y) € D | f(x,y) = c} fiir ¢ konstant

1= Zeichnung in Ebene
Beispiel: f: R?2 = R, f(x,y) = x*> — y?

c=20,5
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Gegeben: X,y € R"”

o Abstand von %, = [[¥= 7]l = /(2 = y2)? + -+ (xn — )2
(Norm/Lange von X — ¥)

Gegeben: e R", r >0
o Offene Kugel um &, Radius r:
Ur(@) ={XeR" | [|X - 4] < r}
Menge der Punkte mit Abstand < r von &




Mengen in R”

Definition
Gegeben: D C R", 3§€ R"
@ dinnerer Punkt von D <= 3Jr >0 mit U,(3) C D
o Innerevon D := Menge D der inneren Punkte
e a Randpunkt <= jedes U,(a) trifft sowohl D als auch R"\ D
@ Randvon D := Menge 9D der Randpunkte
@ Abschlussvon D := Menge D =DUJD
@ Doffen <= D=D (< DNID=0)
@ D abgeschlossen <= D=D (<= 0DCD)
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D=U0,(0)={xeR"||x]| <1}
o 3,b,¢c R mit |3 <1 (Fe D), HEH —1und ||&] > 1
o U(3d)CDfirr=1-3|>0 = 3eb
e D =D, also offen
o Jedes U,(b) enthilt X mit ||X] < 1
o U(b) trifft Dund R"\D = bedD
o U()ND=0firr==|c|-1>0 = ¢&¢D
0 0D ={XeR" ||| =1}
o D={xXecR"||Ix]| <1}



e U,(a) offen
° 9U/(3) = {X e R" | [X -3l = r}
o Uy(3) ={XeR"||X—3a]| <r}




Gegeben: f: D - R mit DCR", Je DUID

@ f hatin 3 Grenzwert c e R <= fiir jedes ¢ > 0 gibt es § > 0,
so dass |f(X) — c| < e fiir alle X € D\ {a} mit || X —a]| < ¢

i Schreibweise |lim f(X) = ¢
X—ra
o fstetiginae D = lim f(X) = f(a)
X—a

o f stetigauf D <= f stetigin jedem € D




lim f(X) =c
X—ra

<
Fiir jede Folge X{™ e D\ {3} mit X(™ ™5 Fgilt lim f(;g(m)) _

m—00

Gegeben: f;: R" — R stetig, c; e R fiiri =1,...,k
o {XeR"| fi(X) < ¢ fiir alle i} offen
o {X e R"| fi(X) < ¢ fiir alle i} abgeschlossen
Analog fiir > und >




Grenzwerte und Stetigkeit

Gegeben: Rationale Funktion f(x,y) mit Zahler & Nenner = 0 bei (0, 0)

Gesucht:  lim  f(x,
(x.y)—(0,0) bey)

@ Ansatz: Polarkoordinaten x = r cos(y), y = rsin(p)

e r — 0, ¢ beliebig (variabel)
@ Kiirzen & vereinfachen
m Keine Terme ohne r in Zahler & Terme ohne r in Nenner # 0 fiir alle ¢
=  Grenzwert 0
m Keine Terme ohne r in Nenner =  Grenzwert existiert nicht
m Z3hler & Nenner mit Termen ohne r

* Manche davon von ¢ abhdngig =  Grenzwert existiert nicht
* Alle von ¢ unabhingig =  Grenzwert existiert

Achtung:
Keine Terme ohne r in Z3hler, Terme ohne r in Nenner = 0 fiir manche ¢
—  keine Aussage!
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Existiert lim % 7
(x,y)—(0,0) X< + y

2 . )
@ Polarkoordinaten — r= cos(yp) sin(¢) _ cos(p)sin(p)

r2cos(p)? + r2sin(¢)?  cos(y)? + sin(p)?
e cos(p)? +sin(p)2=1 —  cos(y)sin(y)
@ Von ¢ abhidngig =  Grenzwert existiert nicht




. i X%+ y? —x3
EXIStIert ||m N Y
(x.y)=(0,0) X= + y< + y

2 2, 2 2 3 3
— r3cos
o Polarkoordinaten — rcos()” + rsin(¢) ()

r? cos()? + r?sin(p)? + r*sin(p)*
1—rcos(p)® 0
1+ r?sin(p)*

o Kiirzen & Vereinfachen — 1




2
Existiert lim % ?
(x,y)—=(0,0) X* + y
r3 cos(ip) sin((p)?

o Polarkoordinaten — P cos(0)? + 2 sin(p)?

o Kiirzen & Vereinfachen —  rcos(¢p)sin(y)? =% 0




3
Existiert lim Xty ?
(x,y)—(0,0) X2 + y2

3o 3 o . 3
e Polarkoord. — reos(p) + risin(p)° _ cos(p) + rsin(y)

r2 cos()? 4 r2sin(p)? r
@ Divergiert z.B. fir ¢ =0




Beispiel 5

2

Existiert lim 2xy 4?
(x,y)—(0,0) X + y

r3 cos(ip) sin(p)?
r2 cos(p)? + r*sin(p)*
r cos() sin(¢p)?
cos(p)? + r?sin(p)*
e Wenn ¢ ¢ {Z, 37} konstant, dann %0
e WennzB. p — 57
@ Anderer Ansatz: Bestimmte Typen von (x, y) — (0, 0) einsetzen

o Polarkoordinaten —

o Kirzen —»
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Beispiel 5

2

Existiert lim Y 7
(x,y)—(0,0) X2 + y*

=(x,0) mtx—-0 — =0
® (x,7) = (x,0) mit x 5
o (x,y)=(0,y) mity =0 —> 0-y° _
7y - 7.y .y 0+y4_
2.3 2
. c™X c™X x—0
= tx—-0 — = —0
e (x,y) = (x,cx) mit x Pt 1L
2.5 2.3
) . c™X c™X x—0
= tx >0 — =
® (x,y) = (x,cx%) mit x P ® 11 b
cy? c

2 .
o (x,y)=(cys,y) mity -0 — =
(X y) ( Y y) ity C2y4 y4 C2 1
Hangt von c ab =  Grenzwert existiert nicht
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2

Existiert ~ lim  —> 7
(x0)(00) X% + y

Funktionsgraph




Einsetzmethode

e (x,y)=(x,0) mitx —0
° (x,y)=(0,y) mity —0
® (x,y)=(x,cx) mit x =0
o (x,¥) = (x,cx?) mit x = 0
o (x,¥)=(cy®,y) mity =0
° .-

funktioniert nur fiir nicht existierende Grenzwerte




Gegeben: V: D > RYmit DCR”, Je€ DUID

o limv(xX)=¢C = lim vj(X) = ¢ fiir jede Koordinate j
X—a X—a

@ Vstetiginae D <= jede Koordinate v; stetig in a
= lim v(x) = v(a)
X—a
@ Vstetigauf D <=V stetigin jedem € D
<= jede Koordinate v; stetig auf D




Grenzwerte und Stetigkeit

Satz
e Fiirj=1,...,n ist Projektion mj: R" — R, 7j(x1,...,Xn) = X; stetig
@ Summen, Produkte, Skalarprodukte stetiger Funktionen sind stetig.
f.g: D —Rund V,w: D — RY stetigin 3 == ebenfalls stetig:

mf+gundv+w,
fVl

mfgundfv=| :
de
m(V, W) =viwy + -+ vgwy

f
f,g: D — R stetig in 3 und g(3) #0 — Quotient — stetig in &
8

o V: D — RY stetig in 3 und w: V(D) — R™ stetig in vV(3) =
Verkniipfung w o V(X) = w(V(X)) stetig in &
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@ Setzt sich f: R" — R aus stetigen Funktionen der einzelnen x;
zusammen, ist f stetig auf seinem Definitionsbereich

@ Polynome sind stetig auf R”




X2 _|_y2

oy — 20— fiir (x,y) # (0,0),
’ 0 fiir (x,y) = (0,0).

o f stetig in a# (0,0) (Zusammensetzung stetiger Funktionen)

lim  f(x,y) existiert nicht == f in (0,0) nicht stetig
(x:y)—(0,0)



X+y?=x3
foy) = 2T y2 1yt fiir (x,y) # (0,0),
0 fir (x,y) = (0,0).

e f stetig in 3# (0,0) (Zusammensetzung stetiger Funktionen)

e lim f(x,y)=1#1f(0,00 = fin (0,0) nicht stetig
(x,y)—(0,0)



2
fFlx,y) = {%},2 fiir (x,y) # (0,0),

0 fur (x,y) = (0,0).
e f stetig in a# (0,0) (Zusammensetzung stetiger Funktionen)
e |lm f(x,y)=0=1f(0,00 = fin (0,0) stetig
(x.y)—(0,0)

o f auf R? stetig



7(x,y) = In(x — y?) e (y;)

X

@ Zusammensetzung stetiger Funktionen =  stetig auf Def bereich
@ Def'bereich:
"X > y2,
mx,y#0,
X 1
] ;%{(k—FE)WlkEZ},

s V>0
X



sin(x2 -y) .. )
f(X,y): X2— fury#x )
1 sonst.
sin(u) .
.f:gohmith(x’y):XZ_yundg(u): furu;éo,
1 sonst

e h stetig auf R?

sin(u) _

e g stetig auf R, weil lim
u—0

o f stetig auf R?
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