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Erinnerung
Die Ableitung einer Funktion f: R — R jst definiert durch

Fllo) = lim TX)I= )

X—rXp X — X0




Erinnerung
Die Ableitung einer Funktion f: R — R jst definiert durch

f(x) = )

X—rXQ X — X0

Anwendungsbereiche:
@ Monotonie- und Kriimmungsverhalten (Interpretation als Steigung)
@ Approximation (Taylorreihe)

o Extremwertbestimmung



Gegeben:
Funktion f: D — R mit D C R",
innerer Punkt 3= (a1,a2,...,a,) € D



Gegeben:
Funktion f: D — R mit D C R",
innerer Punkt 3= (a1,a2,...,a,) € D

Sofern die Ableitung der partiellen Funktion
Xj f(ala az,...,dj—1,Xj,dj41y-- -, an)

existiert, bezeichnen wir sie als partielle Ableitung der Funktion f nach x; im Punkt 3.

Schreibweisen: g—; R—3 g)';(é'), . (3)



Falls in & alle partiellen Ableitungen existieren, dann definieren wir

axl(é')
grad f(3) = Vf(a) =

5;(5)

Sprechweise: Gradient von f in &, Nabla f

Bemerkung: Existiert Vf auf D C R” so ist dadurch ein Vektorfeld definiert.



Beispiel 1

f(x,y,z) = e+ + 2xsin z + xyz?
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Beispiel 2: Abstandsfunktion

d(x) = [Ix]| = > ex,t ot x,‘
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Beispiel 3
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g—)’:’_ — Steigung von f in Richtung der x;-Achse:

of _ F(R+t-8)—f(X)

(X) = lim

87X,' t—0 t



g—:’_ — Steigung von f in Richtung der x;-Achse:

of . . f(X+t-&)—f(X)
aTq(X)_tI'Q) t

Allgemeiner: Richtung gegeben durch v € R", ||V]| =1

Die Richtungsableitung von f im Punkt X in Richtung v ist

Dy (%) = lim LX) = )
t—0 t

falls der Grenzwert existiert.



Beispiel

_ szny’ (x,y) # (0,0)
f(x,y) = {07+ o o
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Satz
Sei f: [a, b] — R differenzierbar, dann gibt es & € [a, b] so dass

_f(b)~ f(a)

Fe) = 20—




Annahme:

(x,y) = (x0,y0) + t - (a, b) mit [[(a, b)[| = 1
Partielle Ableitungen existieren und sind stetig.



Annahme:

(x,y) = (x0,y0) + t- (a,b) mit [[(a, b)[| =1
Partielle Ableitungen existieren und sind stetig.

f(x,y) — f(x0, y0) :</(x//) - / ( X, ,y)) TQ(’“’ ; 7) ”/(\(0’ 70))
~box) £u(E )+ (-0 £, (k0 0)
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Annahme:

(x,y) = (x0,y0) + t - (a, b) mit [[(a, b)[| = 1
Partielle Ableitungen existieren und sind stetig.

f(x,y) — f(x0,¥0) = (x — x0)f(x0, ¥0) + (¥ — y0) £, (x0, Y0) + €(x, y)
mit

e(x,y) = (x = x0)(£(&; ¥) = fx(x0, y0)) + (v — yo)(f(x0, 1) — £y (x0, y0))



Annahme:

(x,y) = (x0,y0) + t - (a, b) mit [[(a, b)[| = 1
Partielle Ableitungen existieren und sind stetig.

f(x,y) — f(x0,¥0) = (x = x0)f(x0, ¥0) + (¥ — y0) £, (x0, Yo) + €(x, y)

mit t Vi;f_\/ T =5
(xy) = (x = x0)(K(&, ¥) = £(x0,50)) + (¥ —50)(£,(x0,m) — (0, ¥0))
s “’V_‘I \———a\/ov ’% ~;
I(a,p)f (X0, y0) =[im K(X’ y) - / (k 0 /o)
90 +
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Annahme:

(x,y) = (x0,y0) + t - (a, b) mit [[(a, b)[| = 1
Partielle Ableitungen existieren und sind stetig.

f(x,y) = f(x0,¥0) = (x — x0)f(x0, o) + (v — y0)f, (X0, Y0) + €(x, )
mit

e(x,y) = (x = x0)(£(&; ¥) = fx(x0, y0)) + (v — yo)(f(x0, 1) — £y (x0, y0))

O(a,b)f (x0, Y0) = af(x0, y0) + bty (x0,¥0) = ((a, b), VF(x0, y0))



Satz

Sei f: D — R mit D CR". Falls Vf in einer Kreisscheibe B,(xp) existiert und stetig ist, so
gilt fiir jede Richtungsableitung

9gf(x0) = (v, VF(x0))

Insbesondere:

falls Vf(xg) # 0, dann ist \Vf(( ))” die Richtung des starksten Anstiegs

. F(R)—F (%) — (R—0, VF(50)) . - )
ims 5 SR = 0 f(k%) + X <%, v/ (%)




Beispiel

flx.y) = {+ (x.y) # (0,

0, (Xay):(ov )

(@IL) b I Ce, D)
Q(ﬂ-,lo) (D/ O) = (/‘!.V"\

L

f(+'a‘/+'l")-m

,1,

-0 .
(R
] J[j::; /F[(Ll*'t'l';‘) :E;hDB-L-fJ-Z.LH

¥



Eine Hyperebene durch den Punkt (xg, f(xg)) ist eine Funktion p: R” — R der Form

—

p(R) = £(55) + (K%~ %)
N - : P(X): /(bu)‘f}k_(x—)‘o)
- (%(xo)—l&.k,) + k X



Eine Hyperebene durch den Punkt (xg, f(xg)) ist eine Funktion p: R” — R der Form

p(R) = () + (K. = % )

Definition
Sei f: D — R mit D CR", und sei xp ein innerer Punkt von D.
f heiBt in xp (total) differenzierbar, wenn k € R" existiert, so dass

R - 108) — (KX %)

b [1X — ol

=0




Satz
Sei f in xg total differenzierbar mit

" F(X) — F(%0) — </?,>?_ )Zf)> Y

Zp [1X = xol|

dann gilt
Q f ist stetig in xp
Q 9;f(x0) = <\7, /:> fiir jede Richtung v
© f ist partiell differenzierbar und k=Vrf (x0)




Beispiel: Tangentialebene

) = ~(2 +y2), % = (1,1)
- J (% >+ (9f (%), % -F0>
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LI;M I = - Xvo L

% D Xo
Satz
Sei f: D — R mit D CR". Falls Vf in einer Kugel B.(xg) existiert und stetig ist, so ist f in
Xo (total) differenzierbar.

Wir nennen f auf D stetig differenzierbar, wenn die partiellen Ableitungen auf ganz D

existieren und stetig sind.



f nicht stetig
oder
partielle Ableitung existiert nicht = f ist nicht differenzierbar
oder
eine Richtungsableitung existiert nicht



f nicht stetig
oder
partielle Ableitung existiert nicht = f ist nicht differenzierbar
oder
eine Richtungsableitung existiert nicht

partielle Ableitungen existieren und sind stetig
oder = f ist differenzierbar
FR)—F(x0) —(VI(x0).X=%) _
[X—%o]

Vf(x0) existiert und limg_,






