
Erinnerung (Kettenregel)

Gegeben:
f : D ! R di↵erenzierbar mit D ✓ R und
g : E ! D di↵erenzierbar mit E ✓ R

Dann ist die Funktion F gegeben durch F (x) = f (g(x)) di↵erenzierbar und

F 0(x0) = f 0(g(x0)) · g 0(x0)



Gegeben:
f : D ! R stetig di↵erenzierbar (D ✓ Rn)
~x : I ! D stetig di↵erenzierbar (I ✓ R Intervall)

Betrachte die Funktion h : I ! R gegeben durch h(t) = f (~x(t))

Satz

d

dt
f (~x(t)) =

D
rf (~x(t)), ~̇x(t)

E

=
@f

@x1
( ~x(t)) · ẋ1(t) + · · ·+ @f

@xn
( ~x(t)) · ẋn(t)



Gegeben:
f : D ! R stetig di↵erenzierbar (D ✓ Rn)
~x : I ! D stetig di↵erenzierbar (I ✓ R Intervall)

Betrachte die Funktion h : I ! R gegeben durch h(t) = f (~x(t))

Satz

d

dt
f (~x(t)) =

D
rf (~x(t)), ~̇x(t)

E

=
@f

@x1
( ~x(t)) · ẋ1(t) + · · ·+ @f

@xn
( ~x(t)) · ẋn(t)



Beispiel 1

f (x1, x2) = x22 + 2x22 , Kurve ~x(t) = (cos t, sin t)



Beispiel 2: Produktregel

F (t) = f (t) · g(t), wobei f und g di↵erenzierbar sind.



Gegeben:
f : D ! R stetig di↵erenzierbar (D ✓ Rn)
~g : E ! D stetig di↵erenzierbar (E ✓ Rm)

Betrachte die Funktion F : E ! R gegeben durch F (t) = f (~g(~t))

Satz
Unter den obingen Voraussetzungen is F stetig di↵erenzierbar und es gilt

@F

@tj
(~t0) =

nX

i=1

@f

@xi
(~g(~t0))

@gi
@tj

(~t0)



Beispiel: Polarkoordinaten

f (x , y) mit x = r cos' und y = r sin' ! F (r ,�) = f (r cos', r sin')



Erinnerung (Taylorformel)

Gegeben: 2-mal di↵erenzierbare Funktion f : D ! R mit D ✓ R, dann ist

f (x + h) = f (x) + h f 0(x) +
1

2
h2 f 00(x) + ✏(x),

wobei

lim
h!0

✏(x)

h2
= 0



Wenn die partiellen Ableitungen von f di↵erenzierbar sind, dann definieren wir die zweiten
partiellen Ableitungen durch

fxi ,xj =
@2f

@xj@xi
:=

@

@xj

@f

@xi



Beispiel 1

f (x , y) = x2exy



Beispiel 2

f (x , y) =

(
xy x2�y2

x2+y2 , (x , y) 6= (0, 0)

0, (x , y) = (0, 0)

fx(x , y) =

(
y
⇣
x2�y2

x2+y2 +
4x2y2

(x2+y2)2

⌘
, (x , y) 6= (0, 0)

0, (x , y) = (0, 0)

fy (x , y) =

(
x
⇣
x2�y2

x2+y2 � 4x2y2

(x2+y2)2

⌘
, (x , y) 6= (0, 0)

0, (x , y) = (0, 0)



Beispiel 2

f (x , y) =

(
xy x2�y2

x2+y2 , (x , y) 6= (0, 0)

0, (x , y) = (0, 0)

fx(x , y) =

(
y
⇣
x2�y2

x2+y2 +
4x2y2

(x2+y2)2

⌘
, (x , y) 6= (0, 0)

0, (x , y) = (0, 0)

fy (x , y) =

(
x
⇣
x2�y2

x2+y2 � 4x2y2

(x2+y2)2

⌘
, (x , y) 6= (0, 0)

0, (x , y) = (0, 0)



Satz (Satz von Schwarz)

Sind die partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung von f auf D stetig, dann gilt für
1  i , j  n

@

@xj

✓
@f

@xi

◆
=

@

@xi

✓
@f

@xj

◆



Gegeben:
f : D ! R zweimal stetig di↵erenzierbar mit D ✓ Rn

~x innerer Punkt von D mit Ur (~x) ✓ D
~h mit k~hk < r

Betrachte:
g : [�1, 1] ! R definiert durch g(t) = f (~x + t · ~h)

Taylorformel in einer Variable:

g(1) = g(0) + g 0(0) + 1
2g

00(0) + ✏(1) bzw

g(1) = g(0) + g 0(0) + 1
2g

00(✓) für geeignetes ✓ 2 [0, 1]



g(t) = f (~x + t · ~h),
g(1) = g(0) + g 0(0) + 1

2g
00(✓)

g 0(t) =

nX

i=1

fxi (~x+t·~h)·hi =
D
~h,rf (~x + t · ~h)

E

g 00(t) =
nX

j=1

nX

i=1

fxi xj (~x+t·~h)·hihj =
D
~h,Hf (~x + t · ~h)~h

E

Hf =

0

BBB@

fx1x1 fx1x2 · · · fx1xn
fx2x1 fx2x2 · · · fx1xn
...

...
. . .

...
fxnx1 fxnx2 · · · fxnxn

1

CCCA



g(t) = f (~x + t · ~h),
g(1) = g(0) + g 0(0) + 1

2g
00(✓)

g 0(t) =
nX

i=1

fxi (~x+t·~h)·hi

=
D
~h,rf (~x + t · ~h)

E

g 00(t) =
nX

j=1

nX

i=1

fxi xj (~x+t·~h)·hihj =
D
~h,Hf (~x + t · ~h)~h

E

Hf =

0

BBB@

fx1x1 fx1x2 · · · fx1xn
fx2x1 fx2x2 · · · fx1xn
...

...
. . .

...
fxnx1 fxnx2 · · · fxnxn

1

CCCA



g(t) = f (~x + t · ~h),
g(1) = g(0) + g 0(0) + 1

2g
00(✓)

g 0(t) =
nX

i=1

fxi (~x+t·~h)·hi =
D
~h,rf (~x + t · ~h)

E

g 00(t) =

nX

j=1

nX

i=1

fxi xj (~x+t·~h)·hihj =
D
~h,Hf (~x + t · ~h)~h

E

Hf =

0

BBB@

fx1x1 fx1x2 · · · fx1xn
fx2x1 fx2x2 · · · fx1xn
...

...
. . .

...
fxnx1 fxnx2 · · · fxnxn

1

CCCA



g(t) = f (~x + t · ~h),
g(1) = g(0) + g 0(0) + 1

2g
00(✓)

g 0(t) =
nX

i=1

fxi (~x+t·~h)·hi =
D
~h,rf (~x + t · ~h)

E

g 00(t) =
nX

j=1

nX

i=1

fxi xj (~x+t·~h)·hihj

=
D
~h,Hf (~x + t · ~h)~h

E

Hf =

0

BBB@

fx1x1 fx1x2 · · · fx1xn
fx2x1 fx2x2 · · · fx1xn
...

...
. . .

...
fxnx1 fxnx2 · · · fxnxn

1

CCCA



g(t) = f (~x + t · ~h),
g(1) = g(0) + g 0(0) + 1

2g
00(✓)

g 0(t) =
nX

i=1

fxi (~x+t·~h)·hi =
D
~h,rf (~x + t · ~h)

E

g 00(t) =
nX

j=1

nX

i=1

fxi xj (~x+t·~h)·hihj =
D
~h,Hf (~x + t · ~h)~h

E

Hf =

0

BBB@

fx1x1 fx1x2 · · · fx1xn
fx2x1 fx2x2 · · · fx1xn
...

...
. . .

...
fxnx1 fxnx2 · · · fxnxn

1

CCCA



Satz

Sei f : D ! R zweimal stetig di↵erenzierbar, ~x ein innerer Punkt von D mit Ur (~x) ✓ D. Dann
gilt für k~hk < r :

f (~x + ~h) = f (x) +
D
~h,rf (~x)

E
+

1

2

D
~h,Hf (~x + ✓ · ~h)~h

E
wobei 0  ✓  1

= f (x) +
D
~h,rf (~x)

E
+

1

2

D
~h,Hf (~x)~h

E
+ ✏2(~h) wobei lim

~h!~0

✏2(~h)

k~hk
= 0

Spezialfall f = f (x , y):

f (x + h, y + k) = f (x , y)

+ h fx(x , y) + k fy (x , y)

+
1

2
h2 fxx(x , y) + hk fxy (x , y) +

1

2
k2fyy (x , y)

+ ✏2(h, k)



Beispiel 1

Taylorentwicklung von f (~x) = sin k~xk2 im Punkt ~0



Beispiel 2

Taylorentwicklung von f (x , y) = ex+y + sin(xy) im Punkt (0, 0)


