Erinnerung (Kettenregel)
Gegeben:

f: D — R differenzierbar mit D C R und
g: E — D differenzierbar mit E C R

Dann ist die Funktion F gegeben durch F(x) = f(g(x)) differenzierbar und

F'(x0) = f'(g(x0)) - &'(x0)




Gegeben:

f: D — R stetig differenzierbar (D C R")
X: | — D stetig differenzierbar (/ C R Intervall)
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Betrachte die Funktion h: | — R gegeben durch h(t) = f(x(t)) ¥
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Gegeben:
f: D — R stetig differenzierbar (D
X: | — D stetig differenzierbar (I C

CR")
R Intervall)

Betrachte die Funktion h: | — R gegeben durch h(t) = f(x(t))

Satz
s
4 f(x(e) - <vf(;(t)),;(t)>

of :
= 5 (x(B) -5a(e) +

(2)) - %a(t)




Beispiel 1

f(x1,x2) = x% + 2x3, Kurve x(t) = (cos t,sin t)
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Beispiel 2: Produktregel

F(t) = f(t)-g(t), wobei f und g differenzierbar sind.
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Gegeben:
f: D — R stetig differenzierbar (D C R")
g: E — D stetig differenzierbar (E C R™)

Betrachte die Funktion F: E — R gegeben durch F(t) = f(g(t))

Satz
Unter den obingen Voraussetzungen is F stetig differenzierbar und es gilt
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Beispiel: Polarkoordinaten

k(v ¢) r(ry) _
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Erinnerung (Taylorformel)
Gegeben: 2-mal differenzierbare Funktion f: D — R mit D C R, dann ist

Fx+ ) = Fx) + () + B2 £ (x) 4 (k).
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Wenn die partiellen Ableitungen von f differenzierbar sind, dann definieren wir die zweiten
partiellen Ableitungen durch
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Beispiel 1
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Beispiel 2

F(x,y) = {;yw
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Beispiel 2

f(x,y) = nyilyia (x,y) # (0,0)
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Satz (Satz von Schwarz)

Sind die partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung von f auf D stetig, dann gilt fiir
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Gegeben:

f: D — R zweimal stetig differenzierbar mit D C R”
X innerer Punkt von D mit U,(x) C D

h mit ||A|| < r

Betrachte: B
g: [-1,1] — R definiert durch g(t) = f(X+t - h)

Taylorformel in einer Variable:
g(1) = g(0) + g'(0) + 38" (0) + €(1) bzw
g(1) = g(0) + g'(0) + 15" (0) fiir geeignetes 0 € [0, 1]
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Satz
Sei f: D — R zweimal stetig differenzierbar, X ein innerer Punkt von D mit U,(X) C D. Dann
gilt fiir ||h|| < r:

F(7+ B) = FR) + (R VAR)) + % (B Hi(Z+ 0 - R)R) wobei 0 <0< 1
= fR)+ <H’Vf()?) + . <H, Hf(z)ﬁ> + ex(h) wobei lim 62(h) —
° AT

Spezialfall f = f(x,y):

f(x+hy+k)="f(x,y)
+hE(x.y) + kfy(x.y)
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Beispiel 1

Taylorentwicklung von f(x) = sin [|X]|? im Punkt 0
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Beispiel 2

)
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Taylorentwicklung von f(x,y) = ™Y +sin(xy) im Punkt (0, 0) /( 0, 0) =

f"w): ¢><+)'+\/-C“ xy /x(",“) = |
%y(y/7)=6><+y+ k. €Oy xy //(0’0) = |
- + 0) =
/’”‘{Y//)'C%ywhﬂl(—s(m xy) %”(0’) /
/‘//(V/V):cy+y~ X sia xy %M(0,0):/

%yy (X/7) =/),x(¥/)/): €X+7+Co3 Xy"X}:__(,',\)() /K}’(ﬂ/p)’z

Pt > Lfee) w2 (3 2y 2o ) welon



