


Gegeben: Gesucht:
f'egDe CenR” R a mit f(3) = maxzep f(X) bzw.
:DCR"— b mit f(b) = mingcp f(X)

Spezialfall: f: [s, t] — R differenzierbar

Zwei Moglichkeiten:
@ Extremum in a € (s, t) = f'(a) = 0 oder

@ Extremum in s oder t




D C R" heiBt kompakt, wenn D beschrankt und abgeschlossen ist.
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D C R" heiBt kompakt, wenn D beschrankt und abgeschlossen ist.

Satz
Sei D C R" kompakt und f: D — R stetig, dann gibt es Punkte & und b in D sodass

f(a) = max f(X) und f(b) = min f(X)




Beispiel

fx,y) =z +y*—y. D={(x,y) | Ix| <1}

e (0,y) =&

79w

L ¢<©/y) =0

-t




Beispiel

f(X,y)Z 1_1X2 +y3_yv D:{(Xay) | |X| <1}




Gegeben: f: D CR" - R

4 € D heiBt relatives bzw. lokales Maximum von f, wenn es r € R gibt, so dass

£(3) = f(X
(a) L (X)

b € D heiBt relatives bzw. lokales Minimum von f, wenn es r € R gibt, so dass

f(b)= min _f(x)

—,

x€DNU,(b)



Satz

Ist f: D CR" — R im inneren von D partiell differenzierbar, und ist 3 ein innerer Punkt in
dem f ein relatives Extremum hat, dann gilt

Vf(3d) =0

Ein Punkt a'in dem V£(3) = 0 gilt heiBt stationdrer Punkt von f.



Beispiel

f(x,y) = x> = 3xy?

op )= (30 077)
v/(w) =0 - (})(3)



Beispiel

f(x,y) = x3 — 3xy?




Gegeben: Gesucht:
f:DCR" R a mit (@) = maxgep f(X) bzw.
D kompakt b mit f(b) = mingep f(X)



Gesucht:

Gegeben:
f:DCR" R a mit (@) = maxgep f(X) bzw.
D kompakt b mit f(b) = mingep f(X)

moglicher Losungsweg

© Bestimme Kandidaten im Inneren:
Lése V£ (X) = 0 und priife, welche Lésungen im Inneren von D liegen

@ Bestimme Kandidaten am Rand:
stark abhangig von D bzw. dem Rand von D

© Vergleiche Funktionswerte aller gefundenen Kandidaten



Beispiel
f(x,y) =xy*(x +y —2) auf D ={(x,y) | x>0,y > 0,x +y <2}

/x(“/y)=y1(k*\/—2)+ )<7'Z: \/Z(fo}/~2) LE

/Y(k,)«)tlx)/(k+/-2_)+x(/2>X/(ZY+3)~§) \ 2
O’/<*/)’) B 5) Znwy =l = y:,,‘_
Z )r+5/:[/ *T 2

%[)(//20%@ LU (X/}/>Q2D ~) max
%(%,/):_é— =~ m.,



Beispiel

=(x®—x)(y?=3y+2 auf D={(x,y) | 0<x<1,0<y <2}

- (@ x-1) ¢ /*5/"Z)> - 2/\
v ) =
/ < “x) (2y-3) 0 [l 0 S////)

L Z)(—’:O =) )(=‘, N ti |

2 x)_ [z
27"3:0 'a)\/‘:‘—i‘ (7)‘ <}z)

vyz~37+z-_~0 =) ‘/=[ /(«/—:l)

2
Y‘)(:p =) X = 0 x = [






Analyse stationarer Punkte

Gegeben:
f: D CR" — R zweimal stetig differenzierbar
g stationarer Punkt im inneren von D

Y
Taylorformel: \
F(X) = £(3) + <H, He (V) H>
mit v zwischen & und X / -
50 foc olle T4 = Lolebe wie
vn &

<J %“'-’"" maa. E <0 = L?LL k- X



Definition
Eine symmetrische (n x n)-Matrix A heilt

@ positiv definit, wenn <l7, A/-;> > 0 fiir alle h € R" mit h £ 0.
© negativ definit, wenn <E, Aﬁ> < 0 fiir alle h € R" mit h == 0.

© indefinit, wenn es h und k in R" gibt, sodass <E,Aﬁ> > 0 und <E,AE> <0




Satz

Sei f: D CR" — R zweimal stetig differenzierbar und & ein stationarer Punkt von f im
Inneren von D.

© st H¢(3) positiv definit, dann liegt in 3 ein relatives Minimum vom f vor.
@ st H¢(3) negativ definit, dann liegt in 3 ein relatives Maximum vom f vor.
© Ist H¢(8) indefinit, dann liegt in & ein Sattelpunkt vom f vor.




Beispiel

£() = sin |1

%h(;)‘*ZX: - CM,/)‘?”-Z V/-»O =) H?ﬁf—)_)
o (2) - 2n; (i) Gt 217
/):" k,)' (?) = O
Fox (3) =2 cos IRA"+ 25 25; - (<< Nk;“)
(ORI (@))’: Z L 00 - 90
foo H/(EE’) = <‘Zl (R BB

= 2%t



Beispiel

f(x,y) =x*—y?

gos 2

/7217
AN
=t
foyefye =0

V/[k,y):o D X0 y= 0

H, (2) = (ﬁ i)



Satz

Sei A eine symmetrische (n x n)-Matrix und die Untermatrix A enthalte die Elemente der
ersten k Zeilen und Spalten von A.

© Ist det Ay > 0 fiir alle k, dann ist A positiv definit
Q IstdetA; <0, detAr, >0, det A3 < 0, det Ay > 0,..., dann ist A negativ definit
© Ist det A # 0 und gilt keine der ersten beiden Aussagen, dann ist A indefinit

- — — ~ -



Beispiel
f(x,y,2) = 2x* +2y? + 2> + 2xy — 2yz — 2y
%*(":711) = L{x * Zy
£r 0= 6y e s 2y 0
%i (s(lyla) = 22-2 7

] )
S S



Beispiel

f(x,y) =xy3(x+y—2) 70, x L”é‘;"é? oler
/k*yL(ZK-L/«l) \7/:5) X“‘D, v =L U\{L/V‘
/\/zk/(2x+3\/“4) >(='LL/‘/=’

L o+t g4
H%(kly): < Z)’ y( / )

y(%w?}w%) 2x (x¥sy - 2)

RQHLJL>0/ 2> 0 = PGJ'M\

A - L""L’) aCNL,1>0/a<0 <) ti,c,/
& c - ZLCO = l/ullz/\,ml



Beispiel
f(x,y) = xy*(x +y —2)
4 _ L o . Z
H (0/1 = 8 sc-b . < [{ <0 ) m,ﬂ%ww
/ ) <11 0> ) S;Mo@/-w»ﬂl (0 )

H('(le)t(—&;) o_c—Ll‘-!Z>0’a,=2>D :3-{0-_!_0’1%_
‘ D Lofuly Min. w(4))

,LJ« h/_a(XIO):0

_;’/) /(kl 0) = )
<></0> Y AP %ww x< 0 amdiol +

M %vwk D¢ x ¢l

SO[—A,EWAL /,‘V., y;O/ ¥z L



