
Extremwerte



Gegeben:
f : D ✓ Rn ! R

Gesucht:
~a mit f (~a) = max~x2D f (~x) bzw.
~b mit f (~b) = min~x2D f (~x)

Spezialfall: f : [s, t] ! R di↵erenzierbar

Zwei Möglichkeiten:

Extremum in a 2 (s, t) ) f
0(a) = 0 oder

Extremum in s oder t I
'



D ✓ R
n heißt kompakt, wenn D beschränkt und abgeschlossen ist.

Satz

Sei D ✓ Rn
kompakt und f : D ! R stetig, dann gibt es Punkte ~a und ~b in D sodass

f (~a) = max
~x2D

f (~x) und f (~b) = min
~x2D

f (~x)
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D ✓ R
n heißt kompakt, wenn D beschränkt und abgeschlossen ist.

Satz

Sei D ✓ Rn
kompakt und f : D ! R stetig, dann gibt es Punkte ~a und ~b in D sodass

f (~a) = max
~x2D

f (~x) und f (~b) = min
~x2D

f (~x)



Beispiel

f (x , y) = 1
1�x2 + y

3 � y , D = {(x , y) | |x | < 1}
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Beispiel

f (x , y) = 1
1�x2 + y

3 � y , D = {(x , y) | |x | < 1}

rift



Gegeben: f : D ✓ Rn ! R

~a 2 D heißt relatives bzw. lokales Maximum von f , wenn es r 2 R gibt, so dass

f (~a) = max
x2D\Ur (~a)

f (~x)

~b 2 D heißt relatives bzw. lokales Minimum von f , wenn es r 2 R gibt, so dass

f (~b) = min
x2D\Ur (~b)

f (~x)



Satz
Ist f : D ✓ Rn ! R im inneren von D partiell di↵erenzierbar, und ist ~a ein innerer Punkt in

dem f ein relatives Extremum hat, dann gilt

rf (~a) = ~0

Ein Punkt ~a in dem rf (~a) = 0 gilt heißt stationärer Punkt von f .



Beispiel

f (x , y) = x
3 � 3xy2

oflx.it =L ' )
v-flx.it ⇒ =



Beispiel

f (x , y) = x
3 � 3xy2
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Gegeben:
f : D ✓ Rn ! R
D kompakt

Gesucht:
~a mit f (~a) = max~x2D f (~x) bzw.
~b mit f (~b) = min~x2D f (~x)

möglicher Lösungsweg

1 Bestimme Kandidaten im Inneren:
Löse rf (~x) = ~0 und prüfe, welche Lösungen im Inneren von D liegen

2 Bestimme Kandidaten am Rand:
stark abhängig von D bzw. dem Rand von D

3 Vergleiche Funktionswerte aller gefundenen Kandidaten



Gegeben:
f : D ✓ Rn ! R
D kompakt

Gesucht:
~a mit f (~a) = max~x2D f (~x) bzw.
~b mit f (~b) = min~x2D f (~x)

möglicher Lösungsweg

1 Bestimme Kandidaten im Inneren:
Löse rf (~x) = ~0 und prüfe, welche Lösungen im Inneren von D liegen

2 Bestimme Kandidaten am Rand:
stark abhängig von D bzw. dem Rand von D

3 Vergleiche Funktionswerte aller gefundenen Kandidaten



Beispiel

f (x , y) = xy
2(x + y � 2) auf D = {(x , y) | x � 0, y � 0, x + y  2}

fxlx.A-ilx.ir - 2) + xp '=y' thirty - 2)

fylx,M=2xy( xty - 2) +
xp '=×y( 2×+3, - G)

V-flx.pl = 0 2×+1=2 y=I

2×+4=4
⇒

x - I

flx.yln-Ofiir.lk/xry)e2D → max

III. 1) = - I → min



Beispiel

f (x , y) = (x2 � x)(y2 � 3y + 2) auf D = {(x , y) | 0  x  1, 0  y  2}

other. " I :B
µ

•
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• y
'
- 3 y + 2 = 0 ⇒ y = I

,
4 = 2)

×
'
- × = 0 ⇒ X = 0

,

× = I



flx ,

01=24 ' - x ) xe [ 0,13

f
'

IX. 01=4×-2 :O ⇒ + =L
,
e
-
- O ft ) ,

fl :) = - I → min

ft = To → max



Analyse stationärer Punkte

Gegeben:
f : D ✓ Rn ! R zweimal stetig di↵erenzierbar
~a stationärer Punkt im inneren von D

Taylorformel:

f (~x) = f (~a) +
D
~h,Hf (~v)~h

E

mit ~v zwischen ~a und ~x

I - I

/ I

> O

'

finally I * 8 ⇒ toholes min
i n it

< 0 finally I * 8 ⇒ Lakhs mrx



Definition

Eine symmetrische (n ⇥ n)-Matrix A heißt

1 positiv definit, wenn

D
~h,A~h

E
> 0 für alle ~h 2 Rn

mit ~h 6= ~0.

2 negativ definit, wenn

D
~h,A~h

E
< 0 für alle ~h 2 Rn

mit ~h 6= ~0.

3 indefinit, wenn es ~h und ~k in Rn
gibt, sodass

D
~h,A~h

E
> 0 und

D
~k ,A~k

E
< 0



Satz
Sei f : D ✓ Rn ! R zweimal stetig di↵erenzierbar und ~a ein stationärer Punkt von f im

Inneren von D.

1 Ist Hf (~a) positiv definit, dann liegt in ~a ein relatives Minimum vom f vor.

2 Ist Hf (~a) negativ definit, dann liegt in ~a ein relatives Maximum vom f vor.

3 Ist Hf (~a) indefinit, dann liegt in ~a ein Sattelpunkt vom f vor.



Beispiel

f (~x) = sin k~xk2

fxi (E) = 2x : .
cos HE'll ' of - 0 ⇒ of =P

fxiy.li/=2xi.f2xj).fsinll I'll ' )
fxixj (8) a 0

fxixi (F) =L cos It Ill
'
+ 2 x. . Lxi . C- sin 11 till

' )

fxiti ( ⇒ =L #fool = ( ! f) vi. Hair" "
= 2.11 I'll

'
> 0



Beispiel

f (x , y) = x
2 � y

2

fx =L ×

pflx.pl :O ⇒ x=o
, y

-
- O

fyi - Ly

fx×= 2

f =
- i HF1H = (I %)

ftp.fyx-0 ( ① ,
Hello ) ) 7 0

( 191 , It
,
I ;) , so

⇒ indefinite



Satz

Sei A eine symmetrische (n ⇥ n)-Matrix und die Untermatrix Ak enthalte die Elemente der

ersten k Zeilen und Spalten von A.

1 Ist detAk > 0 für alle k , dann ist A positiv definit

2 Ist detA1 < 0, detA2 > 0, detA3 < 0, detA4 > 0,. . . , dann ist A negativ definit

3 Ist detA 6= 0 und gilt keine der ersten beiden Aussagen, dann ist A indefinit

it



Beispiel

f (x , y , z) = 2x2 + 2y2 + z
2 + 2xy � 2yz � 2y

fx It , i ,Z ) = 4 × +2 ,
= 0 + = - I

felt ,y , t ) = 9 y + 2×-2 z
- L = 0 =) y = 2

Yfz ( + it , t ) = 22 - 2 y = 0 2=2

del A
,

= 4 20

Hfl x. i. e) = ( % { %) delta . 12 so

deft
,

= ahhh
32 - 8-16=8 7 0



Beispiel

f (x , y) = xy
2(x + y � 2) 1=0

, xbehitnj other

fx -

y
' I Zxxy - 2) if =p + = 0

, 1=2 other

fyn.tt/2x+3y- 9) + = I
, y= I

%↳*l:::⇒::
a c- b

' > 0
,
as 0 ⇒ pies . ohf .

A :( To be ) ac - b
'

→ 0
,
eco ⇒ neg - def .

&c - L
'
co ⇒ indefinite .



Beispiel

f (x , y) = xy
2(x + y � 2)

Hp 10,21 = ⑨ f) ae - b
'

=
- 16 a 0 ⇒ indefinite

⇒ sathlpnnhl in 144

Hgl I , 1) = If ¥ ) ac - b ' = 2 so
,
a =L , 0 ⇒ poos . df .

⇒ Lakhs Min
.
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,
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let Hf It , 01=0
flx , 01=0

4,0) : min . fin xao~mli.si
.

" % ⑥

Max fin 0C x c 2

So thewww.hlfinx =
0
,
+ =L


