Integration von Funktionen in mehreren Variablen




Erinnerung

Integration in einer Variablen:
Flache unter dem Funktionsgraphen als Grenzwert von Ober- und Untersummen
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Erinnerung

Integration in einer Variablen:
Flache unter dem Funktionsgraphen als Grenzwert von Ober- und Untersummen

Intuition fiir 2 Variable: Volumen unter dem Funktionsgraphen einer Funktion f(x, y)
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Definition
Ein n-dimensionales Parallelepiped ist eine Menge der Form

Q = [a1, 1] X [a2, bo] X - -+ X [an, by]
={X=(x1,...,xn) €R" | aj < x; < b; fiir alle i}

Der Inhalt eines Parallelepipeds ist

Inh Q = (b1 — 31)([)2 — 32) ce (bn - a,,)

h‘={ h=2 hrg
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Wie in einer Variable: 6[ Q= R

@ betrachte Zerlegung Z von @ in kleinere Parallelepipede Qy, die nur Seitenflachen

gemeinsam haben
@ Definiere @
my = inf{f(X)| X € Qx} und My =sup{f(X)|Xe€ Qx}

@ definiere die Unter- und Obersummen durch

u(z, kalnth und O(Z,f) Z/\/lklnth

k=1 k=1



Definition
Eine beschrankte Funktion f heilSt integrierbar auf @, wenn

supU(Z,f) =inf O(Z,f)
Z V4
wobei Supremum und Infimum iiber alle Zerlegungen genommen werden.

Der gemeinsame Wert von Supremum und Infimum heiBt Integral, wir schreiben dafiir

by by
/ f(xX)dxX oder / / f(x1,...,xn)dxp...dx
Q a an




Satz A

Ist f stetig auf Q, so kann man das Integral durch n sukzessive Integrationen nach den
Variablen xi, ... x, berechnen:

/Qf()?)d;:/: </: (/ab f(xl,...,x,,)dx,,> ...dx2> dxy

Es kann auch in einer beliebigen anderen Reihenfolge integriert werden.

Bemerkung:
somit lassen sich Eigenschaften von Integralen in einer Variablen verallgemeinern, zum Beispiel

Joc f(X)dx =c- [, f(X)dX,
fo(x) g(x) dx—fQ dX—I—ng



2-dimensionaler Fall:
Q=1Jab] x[c,d], f: Q >R

Betrachte die Funktionen

d b
F(X):/ f(x,y)dy und G(y):/a f(x,y)dx

Wenn f auf Q stetig ist, dann ist F stetig auf [a, b] und G stetig auf [c, d] und es gilt

| enden - [ o= [



Beispiel
f(x,y) = x+xy?—yauf Q= [1, 1]2 =[-1,1] x [-1,1]
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Beispiel
f(x,y) = 1+(X+y)2 auf @ =1[0,1]*> - Lo x Lo,1]
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14 (x4 )" Lo~ i x
1y

- jTllT, L

04y v+l

= D,Lc‘[‘o_h U )y - D_,,-C']l-g,,\ (/4/) - a_l/‘c‘lL‘Lh Yy
! | (

D:r/(k,y) 4,(;:/7)7 J‘ GCy) 61/)/ = \J\Arc'l[&h (}'1/) Jt/ - j\ m-c'L"”"— b4
-, 0 0
-

!
(j a,rav[ﬂ_n J 0'{//



\SUL_F(, 1['-._‘/%"

J?’.iwcfgh/ﬂt-y=/_arolkhy-—\ryll1/ /
b= 2ydy

<y aveteny =4[+ 4
-A\/,Arc/‘ﬂ-r\}—-—lz Lh-}-.:_

/ “"’E'l'ﬂh)/ ~ Lo Vyt e +C

[
(kg 07

|

36 4, (o ety Lo )

=/ a,vc/—w\z ‘%"‘ (,m—/——;i



Beispiel

Fliche des Einheitskreises {(x,y) | x> + y? < 1}
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Sei D C R" beschrankt, Q Parallelepiped mit D C @, f: D — R beschrankt.

Die charakteristische Funktion oder Indikatorfunktion von D ist

1, XxeD
1p(x) =<’
p(X) {0’ ¢ D &
D heiBt messbar, wenn 1p auf @ integrierbar ist. Der Inhalt von D ist dann

InhD:/ 1p(%) d%
Q

f heiBt integrierbar auf D, wenn f - 1p integrierbar auf @ ist. Wie definieren

/D F(X) d = /Q F(X) - 1p(x) d%



Definition
Eine Nullmenge ist eine beschrinkte Menge A C R" mit Inh A = 0.
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Definition
Eine Nullmenge ist eine beschrinkte Menge A C R" mit Inh A = 0.
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Definition
Eine Nullmenge ist eine beschrinkte Menge A C R" mit Inh A = 0.

Satz
Sei f: [a, b] eine stetige Funktion, dann ist der Graph von f

{(x,y) [ x €a b,y = f(x)}

eine Nullmenge in R?




Definition
Eine Nullmenge ist eine beschrinkte Menge A C R" mit Inh A = 0. J

Satz
Sei f: [a1, b1] X - -+ X [ap, by eine stetige Funktion, dann ist der Graph von f

{1, %25« - s Xny Xn+1) | (X1, -+, xn) € [a1, b1] X -+ X [@p, bn], Xnr1 = F(x1, ..., xn) }

eine Nullmenge in R"+1

Bemerkung
Satz A gilt sinngemaB auch, wenn die Menge aller Unstetigkeitsstellen eine Nullmenge ist.



Beispiel
Bestimme das Volumen des Kérpers {(x,y,z) | x,y > 0,x> 4+ y?2 <1,0< z < xy}
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Beispiel: Flache unter Funktionsgraphen

g: [a,b] = [0, d] stetig, D = {(x,y) | x € [a,b],0 <y < g(x)}.
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