Beispiel
Bestimme das Volumen des Kérpers {(x,y,z) | x,y > 0,x> 4+ y?2 <1,0< z < xy}
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Gegeben
stetige Funktionen y;: [a, b] — R und y»: [a, b] — R mit y1(x) < ya(x) fiir alle x € [a, b]
D1 ={(x,y) eR?[a<x < b,y(x) <y < ya(x)}

f: D; — R stetig




Gegeben
stetige Funktionen y;: [a, b] — R und y»: [a, b] — R mit y1(x) < ya(x) fiir alle x € [a, b]
D1 ={(x,y) eR?[a<x < b,y(x) <y < ya(x)}

f: D; — R stetig

b y2(x)
// f(x,y)dxdy:/ / f(x,y)dy | dx
Dy a y1(x)



Gegeben
stetige Funktionen x1: [¢,d] — R und x2: [¢,d] — R mit x1(y) < x2(y) fiir alle x € [c, d]
Dy ={(x,y) eR?*|c <y < d.x(y) < x < x(y)}

f: Dy — R stetig




Gegeben
stetige Funktionen x1: [¢,d] — R und x2: [¢,d] — R mit x1(y) < x2(y) fiir alle x € [c, d]
Dy ={(x,y) eR?*|c <y < d.x(y) < x < x(y)}

f: Dy — R stetig

d x2(y)
// f(x,y)dxdy:/ / f(x,y)dx | dy
D c x(y)



Beachte:

@ erst innere, dann duBere Integration
@ eine Variable liber die nicht integriert wird, wird als Konstante angesehen

@ Vorgangsweise funktioniert fiir Integrationsbereiche der Form D; oder D, wie zuvor
beschrieben

falls D nicht diese Form hat, muss man es in Teilbereiche zerlegen, die diese Form haben
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Beispiel: Kreisflache

D={(xy) | xX*+y*<a} flx,y)=1
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Beispiel

D={(xy)|0<y <4y <x<2y},
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Beispiel

Bestimme die beschrinkte Fliche, die von den Graphen der Funktionen f(x) = x? und
g(x) = x eingeschlossen wird.
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Beispiel

Bestimme die Flache des Bereiches
D={(xy,2)|Ix| <2, y| <2, x*+y* > 1}




Gegeben
D C R3, stetige Funktion f: D — R

Annahme

D= {(vavz) ‘ a<x< bvyl(X) <y SYZ(X)’ZI(va) <z< 22(Xay)}

mit stetigen Funktionen yi, y», z1, 2

Dann gilt:

b [ rya(x) [ pz&)
/// f(x,y,z)dxdydz:/ / / f(x,y,z)dz | dy | dx
D a \/nk) \Jalxy)



Wie in 2 Variablen:

@ erst innere, dann duBere Integration
@ eine Variable liber die nicht integriert wird, wird als Konstante angesehen

@ Vorgangsweise funktioniert fiir Integrationsbereiche D wie zuvor beschrieben
(bzw mit vertauschter Reihenfolge der Variablen)

falls D nicht diese Form hat, muss man es in Teilbereiche zerlegen, die diese Form haben



Sei D C R3 ein Korper mit Massedichte p: D — R

M = /// p(x,y,z)d(x,y, z) Masse von D
D
i [ etz dixy.2)
= — X V4
Xs M DXP xX,y,Z 'Y
Vs = % /// yo(x,y,z)d(x,y,z) Koordinaten des Schwerpunktes
D

zs = Al/,///D zp(x,y,z)d(x,y,2)



Beispiel

Schwerpunkt einer Pyramide, begrenzt durch die Koordinatenebenen und die Ebene

X + 2y + 3z = 6 mit Massedichte p =1 z
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Erinnerung (Substitution)
f stetig differenzierbar, g stetig, dann gilt

[ et #'w) du = 6(7(w)

wobei G die Stammfunktion von g ist.

Insbesondere:

f(b) b
Aﬂanw=Lgmwwuww




Koordinatentransformation

Gegeben D C R" beschrankt und messbar, f: D — R stetig

Gesucht [, f(X) dx

Koordinatentransformation:

x1(u1, ..., up)
X = %(i) = : E={deR"|x(d) € D}
Xn(U1y ..., Up) G ;'(D)
Voraussetzungen

o x(u) ist stetig differenzierbar auf E

e x: E — D ist bijektiv 3e Ox Y x

) detJ;(lj)#O TT.‘ du, - ).U'
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Substitutionsregel

Unter den Annahmen auf der letzten Folie gilt




Beispiel: Ellipse

Te s r‘\m\,.,’r,,\ x = a. r-Ccosy¢ , y L - Sllnr
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Polarkoordinaten in der Ebene:
x(r,p) =rcosp,  y(r,@)=rsing

(r>00<¢p<2m)
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Polarkoordinaten in der Ebene:

: 8(X,y)‘
x(r,¢) = rcos g, y(r,) = rsiny, =r
) ) ko
(r>00<¢p<2m)
Kugelkoordinaten im Raum:
0
X = rcospsinf, y = rsinpsinf, X = rcosf, ’m =r?sind

(r>0,0<p<2r,0<60<m)



Beispiel

Schwerpunkt der von der Kardioide r() = 1 + cos¢ (in Polarkoordinaten) eingeschlossenen
Flache bei konstanter Massendichte p =1
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Beispiel

Schwerpunkt des Kérpers im oberen Halbraum, der vom Zylinder x> + y? = a2, und den
Ebenen z = 0 und z = x beschrankt wird (bei konstanter Massendichte p = 1).
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Beispiel
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Tragheitsmoment einer Kugel

T:= fffK(Xz + y?)p(x,y, z) dx dy dz
K={(x,y,2) | x*+y*+22<R?}, p=1
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Tragheitsmoment einer Kugel

Ty = [[[(x* 4+ 2%)p(x, y, z) dx dy dz

K={(x,y,2) | x*+y*+ 22 <R?}, p=1
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