
Sei ~x : [a, b] ! Rd eine stückweise glatte Kurve mit Graph

C = {~x(t) | t 2 [a, b]}

Parametrisiere C nach der Bogenlänge:

s(t) =

Z t

a
k~̇x(t)k dt

Notation

Schreibe t(s) für die Umkehrfunktion [0, L] ! [a, b] (wobei L = s(b) die Länge der Kurve ist)

Schreibe ~x(s) für ~x(t(s))



Gegeben
f : D ✓ Rd ! R stetig,
Kurve ~x : [a, b] ! Rd mit Graph C

Definiere das Kurvenintegral

Z

C
f ds :=

Z b

a
f (~x(t))k~̇x(t)k dt

=

Z L

0
f (~x(s)) ds

Wenn die Kurve geschlossen ist (also ~x(a) = ~x(b)), schreiben wir

I

C
f ds



Beispiel

f (x , y) =
p
x2 + y2

~x(t) =

✓
et cos t
et sin t

◆
, 0  t  2⇡



Gegeben
~F : D ✓ Rd ! Rd stetig,
Kurve ~x : [a, b] ! Rd mit Graph C

Definiere das Kurvenintegral

Z

C

~F ds :=

Z b

a

D
~F (~x(t)), ~̇x(t)

E
dt

Wenn die Kurve geschlossen ist, schreiben wir wieder
I

C

~F ds



Bemerkungen

Physikalische Interpretation: Arbeit entlang des Weges C im Kraftfeld ~F

Verschiedene Parametrisierungen der selben Kurve ergeben den selben Wert für das
Kurvenintegral

Verschiedene Wege mit gleichen Endpunkten ergeben im allgemeinen unterschiedliche
Werte

Ausnahme: ~F ist ein Potentialfeld, d.h. ~F = rf für eine di↵erenzierbare Funktion f ,
dann gilt Z

C
rf ds = f (~x(b))� f (~x(a))



Bemerkungen

Physikalische Interpretation: Arbeit entlang des Weges C im Kraftfeld ~F

Verschiedene Parametrisierungen der selben Kurve ergeben den selben Wert für das
Kurvenintegral

Verschiedene Wege mit gleichen Endpunkten ergeben im allgemeinen unterschiedliche
Werte

Ausnahme: ~F ist ein Potentialfeld, d.h. ~F = rf für eine di↵erenzierbare Funktion f ,
dann gilt Z

C
rf ds = f (~x(b))� f (~x(a))



Beispiel

~F (x , y) =

✓
�y
x

◆
, ~x(t) =

✓
et cos t
et sin t

◆
, 0  t  2⇡



Annahmen für den Rest dieser Vorlesung:

B ✓ R2 ist ein beschränktes (einfach zusammenhängendes) Gebiet

Der Rand @B =: C ist eine stückweise glatte Kurve,

C ist parametrisiert durch die Bogenlänge als

✓
x(s)
y(s)

◆
,

Durchlaufrichtung gegen den Uhrzeigersinn

~n(s) :=

✓
ẏ(s)

�ẋ(s)

◆
ist der normierte, nach außen gerichtete Normalvektor auf C in

✓
x(s)
y(s)

◆



Satz (Gauss’scher Satz in der Ebene)

Sei ~F : D ! R2 ein di↵erenzierbares Vektorfeld mit B [ C ✓ D, dann gilt
ZZ

B
div ~F dx dy =

I

C

D
~F , ~n

E
ds



Beispiel

~F (x , y) =

✓
2xy

x2 + y2

◆
, B = {(x , y) | x2 + y2  r2, y � 0}





Ersetze im Satz von Gauss ~F durch ~F? =

✓
f2
�f1

◆

mit der Definition rot ~F := div ~F? erhalten wir:

Satz (Satz von Stokes in der Ebene = Integralsatz von Green-Riemann)
ZZ

B
rot ~F dx dy =

I

C

~F ds



mit ~F = f grad g :

Satz (Green’sche Formeln)

ZZ

B
(f�g + hrf ,rgi) =

I

C
f
@g

@~n
ds 1. Green’sche Formel

ZZ

B
(f�g � g�f ) =

I

C

✓
f
@g

@~n
� g

@g

@~n

◆
ds 2. Green’sche Formel



Beispiel

f (x , y) = x2y2, g(x , y) = x3 � y3, B = {(x , y) | x2 + y2  r2, y � 0}




