


Beispiel: Pendelbewegung
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Beispiel: radioaktiver Zerfall
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Eine gewdhnliche Differentialgleichung (kurz: DGL) n-ter Ordnung ist eine Gleichung der Form

F(X>y)y/7.y//)"'7.y(n)) :Oa

wobei
@ x eine Variable
@ y = y(x) eine (unbekannte) Funktion, und
o yv'.y"....,y(" die Ableitungen von y sind.



Bemerkungen
Oft schreibt man auch t fiir die Variable, x(t) fiir die Funktion und x(t), %(t),... fiir die

Ableitungen, andere Bezeichnungen sind je nach Anwendung ebenfalls iiblich.

hangt y von mehreren Variablen X ab und treten in einer Gleichung X, y und partielle
Ableitungen von y auf, so spricht man von einer partiellen Differentialgleichung



Eine explizite Differentialgleichung ist eine Differentialgleichung der Form

Yy = fx,y, 5., yY)

Die Form F(x,y,y,y",...,y(M) =0 wird auch als implizite Differentialgleichung bezeichnet
v,y

Eine lineare Differentialgleichung ist eine Differentialgleichung der Form
Y () + 201y V() + -+ an(x)y/ (x) + ao(x)y(x) = f(x)

@ homogen, falls f(x) =0
@ inhomogen, falls f(x) Z0

@ mit konstanten Koeffizienten, falls alle a; konstant sind
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ludes vall
Definition 7
Eine n mal stetig differenzierbare Funktion y: I — R heiBt Losung oder Integral einer
Differentialgleichung, falls x, y, y’, ... y(" die Differentialgleichung auf ganz / erfiillen.

Eine Differentialgleichung integrieren heiBt alle Losungen zu bestimmen.

@ spezielle oder partikuldre Losung: Losung ohne freie Parameter
@ allgemeine Ldsung: Schar von Ldsungen mit n freien Parametern
Lnte Orbrwgy = LH+VWLMAML

o vollstandige Losung: allgemeine Losung, die alle speziellen L3sungen abdeckt

@ singuldre Losung: spezielle Losung, die keiner Lésungsschar angehort
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Beispiel:Pendelgleichung
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Beispiel: Radioaktiver Zerfall
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Definition
Ein Anfangswertproblem (kurz: AWP) n-ter Ordnung besteht aus einer Differentialgleichung
y(n) - f(X7y7.y/7"'7.y(n_l))

und Anfangsbedingungen

y(0) =y, Y(0)=y1, -, y" V(x0) =y




Gegeben: Differentialgleichung der Form y' = f(x, y)

Losungen sind Kurven, deren Anstieg in (x,y) genau f(x, y) ist.

@ (x,y,y’) heiBt Linienelement
o die Gesamtheit aller Linienelemente heiBt Richtungsfeld

e Feldlinien sind Kurven, deren Steigung in (x, y) genau y’ ist




Eulersche Polygonzugmethode

%
Gegeben: Anfangswertproblem y’' = f(x,y), y(x0) = v x"K - 9
o L }(j
Waihle Schrittweite Ax und berechne
x1 = xo + Ax xp = x1 + Ax x3 = xo + Ax

yvi=yo+Ax-f(x0,%0) ya=y1+0Ax-f(x1,01) y3=y2+ Ax-f(x2,y2)

Man erhilt einen Polygonzug, der fiir Ax — 0 gegen eine Losung des AWP konvergiert
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Beispiel

y' =y, y(0) = 1, Schrittweite Ax = 0.1

Schrittweite ‘ Niherung fiir y(1) ‘ Fehler

1/10 2.5937 0.1245
1/100 2.7048 0.0135
1/1000 2.7169 0.0014

1/10000 2.7181 0.0001



Bestimmung der Orthogonaltrajektorien einer Kurvenschar:

Gegeben Kurvenschar ¢(x,y,C) =0 Coe




Bestimmung der Orthogonaltrajektorien einer Kurvenschar:

Gegeben Kurvenschar ¢(x,y,C) =0

Differentiation von ¢ nach x liefert ¢x(x,y, C) + ¢y(x,y,C) -y =0
Elimination von C fiihrt zu einer DGL F(x,y,y’) =0

Orthogonaltrajektorien erfiillen die Differentialgleichung F(x,y, —%) =0



Beispiel
Orthogonaltrajektorien der Kreisschar x* + y% — C* =0
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Beispiel: Dipol

Gleich groBe elektrische Ladungen in (—1,0) und (1,0)
Feldlinien des elektrostatischen Feldes sind Kreise x? + (y — C)2 =1 + C?
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