Definition
Ein Anfangswertproblem (kurz: AWP) n-ter Ordnung besteht aus einer Differentialgleichung
y(n) - f(X7y7.y/7"'7.y(n_l))

und Anfangsbedingungen

y(0) =y, Y(0)=y1, -, y" V(x0) =y
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@ Lokales Existenzproblem
Hat das AWP in einer Umgebung des Anfangspunktes eine Losung?

@ Globales Existenzproblem
Existiert eine Losung auf einem vorgegebenen Intervall?

o Eindeutigkeitsproblem
Gibt es mehrere verschiedene Lésungen durch den Anfangspunkt?



Satz (Existenzsatz von Peano)

Sei U C R? eine offene Menge, (xo,y0) € U und f: U — R stetig.

Dann existiert mindestens eine Losung des Anfangswertproblems

y =f(x,y), y(x0)=yyo




Beispiel
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Gegeben: D C R? offen, f: D - R

o f erfiillt auf D beziiglich y eine globale Lipschitzbedingung, wenn es L > 0 gibt, sodass

[F( 1) = F(xye) < L-ys — yo

fur alle (x,y1), (x,y2) € D. L heiBt Lipschitzkonstante. 5

‘yl 71.

o f erfiillt auf D beziiglich y eine lokale Lipschitzbedingung, wenn es zu jedem Punkt
(x0, ¥0) € D eine Umgebung U und eine Zahl L > 0 gibt, sodass

[F(y1) = Fy) S L-lys — yo

fur alle (x, y1), (x,y2) € U.




Beispiel
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Beispiel
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Erinnerung (Mittelwertsatz)

Falls f stetig nach y differenzierbar ist, dann gibt es ein 1 € (y1, y2), sodass

[F(x: 1) = F(x2)| = [f,(0)] - |ya — el

5 Lipsokit, YA
Satz

e Falls f, auf D beschrankt ist, so erfiillt f auf D beziiglich y eine globale
Lipschitzbedingung.

@ Ist f stetig partiell nach y differenzierbar, so erfiillt f auf D beziiglich y eine lokale
Lipschitzbedingung.




Satz (Eindeutigkeitssatz)
Angenommen:
o f erfiillt auf D beziiglich y eine globale Lipschitzbedingung (on , 7,,) e )
@ yi(x) und yo(x) sind Lésungen des AWP y' = f(x,y), y(x0) = »o
@ [ ist ein Intervall, das xg enthalt
o (x,y1(x)) € D fiir alle x € /
o (x,y(x)) € D fiir alle x € /

Dann ist y1(x) = y»(x) auf ganz /.




Satz (Existenz- und Eindeutigkeitssatz)
f sei auf D stetig und erfiille auf D beziiglich y eine lokale Lipschitzbedingung.

Dann gibt es zu jedem (xp, yo) € D eine eindeutige Lésungskurve fiir das AWP

y' =1f(x,y),y(x) = yo,

die sich beidseitig bis zum Rand von D erstreckt
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Anmerkungen
@ der Rand von D kann auch “im Unendlichen” liegen

@ globale Lipschitzbedingung in einem Streifen {(x, y) | a < x < b} garantiert globale
Existenz von Lésungen auf diesem Streifen Z
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Y =y*y(0)=y>0
l
aQ@/. (,s/, S T

J = '—/\0 %MWZ%‘;‘;V )(<;l;
P ‘

{\—/u'y

AW P awf Recddeck T @



Losungsmethoden fiir Differentialgleichungen 1. Ordnung




Trennung der Variablen ‘

Gegeben: DGL der Form y' = f(x) - g(y)

Losung durch Integration:




Beispiel
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Beispiel
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Substitution der abhangigen Variablen‘

Substitution z(x) = f(x, y(x)) fiihrt auf eine Differentialgleichung mit trennbaren Variablen

Bemerkungen
Geeignete Substitution ist nicht immer leicht zu finden

Fiir manche Typen von Differentialgleichungen gibt es Standardsubstitutionen



Beispiel
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Beispiel
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Homogene Differentialgleichung ‘

Gegeben: DGL der Form y' = f (i)

Losung durch Substitution:
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