Trennung der Variablen ‘

Gegeben: DGL der Form y' = f(x) - g(y)

Losung durch Integration:




Substitution der abhangigen Variablen‘

Substitution z(x) = f(x, y(x)) fiihrt auf eine Differentialgleichung mit trennbaren Variablen

Bemerkungen
Geeignete Substitution ist nicht immer leicht zu finden

Fiir manche Typen von Differentialgleichungen gibt es Standardsubstitutionen



Homogene Differentialgleichung ‘

Gegeben: DGL der Form y' = f (i)

Losung durch Substitution:
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Jacobi-Differentialgleichung ‘

. ’ ax+by+c
Gegeben: DGL der Form y' = f (ax+6y+v)

Losung durch Substitution (2 Falle):

1. Fall:
det<; g):o — Aax + by) = plax + By)

Es liegt eine DGL der Form y’ = g(ax + by + &) vor. Substitution: z = ax + by + €



Jacobi-Differentialgleichung ‘

. ’ ax+by+c
Gegeben: DGL der Form y' = f (ax+6y+v)

Losung durch Substitution (2 Falle):

2. Fall:

a b ax+ by = —c . . . N
det (a 5) #0 — ax + By = — hat eine eindeutige Lésung (xo, yo)

Substitution: X = x — xp, ¥ = y — yp fiihrt auf eine Differentialgleichung
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Lineare Differentialgleichung 1. Ordnung‘

Gegeben: DGL der Form y’ = a;(x)y + ao(x) ap, a1 stetig auf Intervall /

Losung
1. Schritt: Lésung der homogenen Gleichung y’' = a;(x)y

Yhom = € - €A mit A(x) = /al(x) dx

2. Schritt: Lésen der inhomogenen Gleichung



Satz
Die allgemeine und vollstindige Lésung der inhomogenen linearen Differentialgleichung ist

Y = Yhom + Ysp,

wobei
Yhom die allgemeine Lésung der homogenen DGL y’ = a;(x)y und
Ysp €ine spezielle Lésung der inhomogenen Gleichung ist.




Auffinden einer speziellen Losung: Variation der Konstanten

Allgemeine Losung der homogenen Gleichung: y =c - e

A(x)

Ersetze ¢ durch eine Funktion C(x) und setze in die DGL ein.
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Auffinden einer speziellen Losung: Variation der Konstanten

Allgemeine Lésung der homogenen Gleichung: y = ¢ - eA(¥)

Ersetze ¢ durch eine Funktion C(x) und setze in die DGL ein.

Clx) = / a0(x)eAM) dy



Satz
Sind ap(x), a1(x) stetig auf / und xo € I, dann ist die Lésung des Anfangswertproblems
y'=a(x)y+a(x),  y(x)=y
gegeben durch
Yep = yo - €00 4 A0 / ao(§)e @) de,
X0

wobei

A = [ ar(6) de

0
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Beispiel

Serienschaltung von Induktivitdt L und Widerstand R,
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Bernoullische Differentialgleichung ‘

Gegeben: DGL der Form y’ = a(x) - y + b(x) - y*

Losung durch Substitution:

Man erhilt eine lineare DGL fiir z:

Z=(1-a)a(x) - z+ (1 - a)b(x)



Beispiel
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Riccatische Differentialgleichung ‘

Gegeben: DGL der Form y’ = a(x) - y + b(x) - y? + ¢(x)

mit einer bekannten speziellen Losung y; (x)

Losung durch Substitution:

y=z+y, y =724y
=2+ a(x)y1 + b(x)yf + ¢(x)

Man erhilt eine Bernoulli-DGL fiir z:

/

7' = (a(x) 4 2by1(x)) - z + b(x) - 2°



Beispiel
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Exakte Differentialgleichung ‘

eine DGL der Form
A(x,y) + B(x,y)y' =0

heiBt exakt, falls es eine stetig differenzierbare Funktion F mit F, = A und F, = B gibt
Hinreichende Bedingung: A, = By
Losung einer exakten DGL ist F(x,y) = C

Losungsweg
Fixy) = [ Ay d+ )

Bestimme 1(y) aus der Gleichung



Beispiel
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Integrierender Faktor‘

Gegeben DGL der Form A(x,y) + B(x,y)y’ =0

Eine im Definitionsbereich nirgends verschwindende Funktion heiBt integrierender Faktor der
DGL, falls

p(x,y) - A(x,y) + u(x,y) - B(x,y)y' =0
exakt ist.
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Integrierender Faktor‘

Gegeben DGL der Form A(x,y) + B(x,y)y’ =0

Eine im Definitionsbereich nirgends verschwindende Funktion heiBt integrierender Faktor der
DGL, falls
pu(x,y) - Alx,y) + ulx,y) - Blx,y)y' =0

exakt ist.

Finden von integrierenden Faktoren

A —B A, — B
% hangt nur von x ab — u(x) = exp (/ Ty 7X dx>

A, — By A B,
yT hangt nur von y ab — u(y) = exp (/ Ay + Bx dy>



Beispiel
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Zwei integrierende Faktoren p(x,y) und v(x,y) heiBen wesentlich verschieden, wenn es keine
Konstante ¢ mit u(x,y) = c-v(x,y) gibt.

Satz

Sind p(x,y) und v(x, y) zwei wesentlich verschiedene integrierende Faktoren der DGL
A(x,y) + B(x,y)y’ =0, dann ist

wxy) _
v(x,y)
die allgemeine Losung der DGL.
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y+2xy =0 A/:{ / B.= 1
ﬁ_L-_Bf): = -~ ..L Mml nwr Von X "6_

B 2 7/
Ay -be 0 O B L

A 7

L wmu_lacz r/m\su(\k’/lw [wl- Pk Lo
v e 4 = aﬁ%w Lsf‘ y.o1x - C



