Lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung
Y +ap 1y 4 tary +agy = b

ag, a1, - --,an—1, b stetige Funktionen auf einem Intervall /

Kurzschreibweise L[y| = b(x)

L ist der Operator, der jeder n-mal stetig differenzierbaren Funktion y die neue Funktion
YDt an 1y o ary + a0y

zuordnet.



Satz
Fiir jedes xg € I und Startwerte wy, wo, ..., w,_1 € R hat das AWP

L[y] = bv y(XO) = W, yI(XO) =Wwi,..., y(n_l)(xa) = Wph-1

eine eindeutige Losung auf dem gesamten Definitionsintervall /.




Satz

Die allgemeine und vollstindige Lésung der inhomogenen linearen Differentialgleichung ist

Y = Yhom + Ysp>

wobei

Yhom die allgemeine Losung der homogenen DGL L[y] = 0 und
Ysp eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung ist.

Losen des AWPs
@ 1. Schritt: 16se homogene Gleichung
@ 2. Schritt: finde eine Lsung der inhomogenen Gleichung

@ 3. Schritt: bestimme Konstanten durch Einsetzen der Anfangswerte



1. Schritt: Losen der homogenen Gleichung

Beobachtung

Linearkombinationen von Lésungen der homogenen Gleichung sind ebenfalls Lésungen der
homogenen Gleichung
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1. Schritt: Losen der homogenen Gleichung

Beobachtung
Linearkombinationen von Lésungen der homogenen Gleichung sind ebenfalls Lésungen der
homogenen Gleichung

Die Lésungsmenge
ker[L] :={y: | — R | L[y] = 0 auf ganz /}

ist ein Vektorraum der Dimension n.

Definition

Linear unabhangige Losungen yi,y2, ..., yn von L[y] = 0 heiBen Fundamentalsystem.

Jede Ldsung der homogenen DGL hat die eindeutige Form

y:C1y1+C2y2+"'+Cnyn mitC17...7Cn€R



Satz

Die Losungen yi, ..., vy, sind genau dann ein Fundamentalsystem, wenn die

y1(x) vo(x) - ya(x)

W) e | 1) yzgx) AP

Y R N n1)®

fir ein (< alle) x € /

W(x) heiBt Wronski-Determinante.




Beispiel
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2. Schritt: Spezielle Losung der inhomogenen Gleichung

Methoden

@ Ansatzmethode:
stark abhangig von der Form von b(x)

@ Reduktion der Ordnung:
Substitution fiihrt auf DGL niedrigerer Ordnung

@ Variation der Konstanten:
n Konstanten — zusitzliche Bedingungen kdnnen die Losung vereinfachen



3. Schritt: Einsetzen der Anfangswerte

Allgemeine Losung ist
y=yp+ CGyi+ Qya+--+ Cuyn

yod=we oy e €y (a)e Gy (x) e m 2 Gy (5,) = v

/ (kd)=w| )/‘ < ys'r(xg)-r CI /”()\a) + _ _ 1‘~Cl,, }Ihl(\(o): W



3. Schritt: Einsetzen der Anfangswerte

Allgemeine Losung ist
y=yp+ CGyi+ Qya+--+ Cuyn

n-maliges differenzieren und Einsetzen der Anfangswerte liefert

yop(x0) +  Gyilx) + - 4+ Gyelx) = wo
Yep(x0)  +  Gyilx) + 0+ Gyplxo) = wm
W) + " V) + -+ Gt 0) = was

Wegen W(xp) # 0 hat dieses lineare Gleichungssystem eine eindeutige Lésung Gy, ...



Beispiel
y/// . y/ —_ 662X,

)/h'k‘—_ C TCL C,x‘f' C}E.

, Ly
&VV‘&L\‘A\'/SF“C
7'el e e e -, e
)’Il=lleLKﬁClcx~Cg(’z’
AB:\"fC)fC'L-ng: I
A N
Ll + Cy *Cy =0

+ C -rCle,K*'Cl&

Lo‘iuy J/ AWP

/=ch+[,~lek‘a_x



Lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
y "t an 1y o ay oy = b

ap, a1, . - ., an—1 Konstanten,
b stetige Funktion auf Intervall | (haufig | = R)



1. Schritt: Losen der homogenen Gleichung

Ansatz:
“probiere” y = e
k-te Ableitung ist y(k) = \kerx

AX
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1. Schritt: Losen der homogenen Gleichung

Ansatz:
“probiere” y = e
k-te Ableitung ist y(k) = \kerx

AX

Somit gilt:

Lly] = e™ (A" + ap_1 A"+ -+ A + o)

P(A) = A" 4 a2, 1A\""1 4 .- 4 a1\ + ag heiBt charakteristisches Polynom
e P(A\) =0 = e’ eine Lésung der homogenen DGL
o verschiedene Nullstellen \q,...,\, = linear unabhingige Losungen eM*, ... M

o falls r = n = Fundamentalsystem



Beispiel
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Beispiel
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Fiir z € C bezeichnet u(Z) die Vielfachheit der Nullstelle z des charakteristischen Polynoms P

P

0 <+ (?) 7 0
(z ist keine Nullstelle)

_ /

1 e P(z)=0,P'(z) #0

(einfache Nullstelle)
w(z) =

5 e P(z)=0,P'(z) =0,P"(z) #0
(doppelte Nullstelle)

p o P@=0P@E)=0.., PU1(z) =0,PW(z) #0
(k-fache Nullstelle)



Erinnerung

A1, ..., Ar alle reellen Nullstellen von P())

kw»J' u/«'uw'L L"up&uz 2.4[&
71,21,...,2s,Zs alle komplexen Nullstellen von P(X)
(wenn z eine komplexe Nullstelle ist, dann auch z;"und die Vielfachheiten stimmen iiberein)

Dann ist

w(z1)

PO = (= 2P (A= A (= 2 - 2)) ™ (- 2 - 2))

und
(A1) + 4 () +20(z) + -+ 2p(z) = n



Beispiel: mehrfache Nullstelle
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Satz

@ A\ eine reelle Nullstelle des charakteristischen Polynoms mit Vielfachheit u, dann sind
e, xe™, xPeM, ..., xtTleM

linear unabhangige Lésungen von L[y] =0

@ z,Z konjugiert komplexe Nullstellen mit Vielfachheit i, z = o+ i3, dann sind
e cos(fx), xe™cos(fx),..., xH1e™ cos(fx)
e sin(Bx), xe®sin(Bx),..., x" e sin(Bx)

linear unabhéngige Lésungen von L[y] =0

@ Die Gesamtheit all dieser Losungen bildet ein Fundamentalsystem




Beispiel

y(5) _ 4y(4) + 7y/// _ 6y// + 2y/ =0
PON = M o 20 ¢ 22
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N2 ;o (1N =2
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