Lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung
Y +ap 1y 4 tary +agy = b

ag, a1, - --,an—1, b stetige Funktionen auf einem Intervall /

Kurzschreibweise L[y| = b(x)

L ist der Operator, der jeder n-mal stetig differenzierbaren Funktion y die neue Funktion
YDt an 1y o ary + a0y

zuordnet.



Satz

Die allgemeine und vollstindige Lésung der inhomogenen linearen Differentialgleichung ist

Y = Yhom + Ysp>

wobei

Yhom die allgemeine Losung der homogenen DGL L[y] = 0 und
Ysp eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung ist.

Losen des AWPs
@ 1. Schritt: 16se homogene Gleichung
@ 2. Schritt: finde eine Lsung der inhomogenen Gleichung

@ 3. Schritt: bestimme Konstanten durch Einsetzen der Anfangswerte



Lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
y "t an 1y o ay oy = b

ap, a1, . - ., an—1 Konstanten,
b stetige Funktion auf Intervall | (haufig | = R)
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1. Schritt: Lésen der homogenen Gleichung

Satz

@ ) eine reelle Nullstelle des charakteristischen Polynoms mit Vielfachheit p, dann sind
e, xe™, xPeM, ..., xtTleM

linear unabhéngige Lésungen von L[y] =0

@ z,Z konjugiert komplexe Nullstellen mit Vielfachheit u, z = a4 i3, dann sind

e cos(fBx), xe“*cos(Bx),..., xM e cos(fx)
e sin(Bx), xe®*sin(fx),..., x*Le™sin(Bx)
linear unabhéngige Lésungen von L[y] =0 Boasis  dos

L;Auh— S F swvewan

@ Die Gesamtheit all dieser Losungen bildet ein Fundamentalsystem




2. Schritt: Spezielle Losung der inhomogenen Gleichung

Methoden

@ Ansatzmethode: 9 /v:/v (/L‘b\ ) DGL»\ w'}“

stark abhangig von der Form von b(x) I o o den k}_%
N -

@ Reduktion der Ordnung: ‘ D GL

Substitution fiihrt auf DGL niedrigerer Ordnung\> o Giw o
T, Ov
@ Variation der Konstanten: /(7 ?B

n Konstanten — zusitzliche Bedingungen kdnnen die Losung vereinfachen



Spezielle Lésung durch Ansatz ( lﬂﬂh"bwl. kv%. ,/)

Satz

Ist pu die Vielfachheit von A als Nullstelle des charakteristischen Polynoms und g(x) ein
Polynom, dann gilt
L [x”q(x)eAX} = p(x)e™

e

fiir ein Polynom vom Grad deg p = degq.




Gegeben
L[y] = b(x) lineare DGL mit konstanten Koeffizienten,

b(x) = p(x)e™ fiir ein Polynom p

—_—

Ansatz fiir spezielle Losung

Yop = x”q(x)e)‘x

@ g(x) ist ein Polynom mit unbekannten Koeffizienten mit deg p = deggq

@ 1 ist die Vielfachheit von A als Nullstelle des charakteristischen Polynoms

Einsetzen in DGL und Koeffizientenvergleich liefert ein lineares Gleichungssystem fiir die
unbekannten Koeffizienten

Bemerkung: falls i+ > 0, so spricht man von duBerer Resonanz
/m > inww-ou Rulvh,hva



Beispiel
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Beispiel
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Gegeben

L[y] = b(x) lineare DGL mit konstanten Koeffizienten,
b(x) = (pl(x) cos(5x) + p2(x) sin(ﬂx)) e®* fiir Polynome p1, p»
Ansatz fiir spezielle Losung

ysp = x" <q1 (x) cos(x) + ga(x) sin(ﬁx)) e

® qi1, g2 sind Polynome vom Grad max(deg p1,deg p2) mit unbekannten Koeffizienten

o 1 ist die Vielfachheit von o + i3 als Nullstelle des charakteristischen Polynoms

Einsetzen in DGL und Koeffizientenvergleich liefert ein lineares Gleichungssystem fiir die
unbekannten Koeffizienten

Vorsicht: immer Cosinus und Sinus verwenden, auch wenn b(x) nur eines der beiden enthilt



Beispiel

y" 4+ 4y = sin2x -
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Beispiel
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Gegeben
Lly] = b1(x) + ba(x) + - - - + bm(x) lineare DGL mit konstanten Koeffizienten,

bi,...,bm haben eine der beiden zuvor behandelten Formen

Ansatz fiir spezielle Losung

Ysp = Yspl T Ysp2 &+ + Yspm

® ysp i ist der Ansatz fiir die spezielle Losung der Gleichung L[y] = bi(x)

Einsetzen in DGL und Koeffizientenvergleich liefert ein lineares Gleichungssystem fiir die
unbekannten Koeffizienten



Beispiel
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2. Schritt: Spezielle Losung der inhomogenen Gleichung

Methoden

@ Ansatzmethode:
stark abhangig von der Form von b(x)

@ Reduktion der Ordnung:
Substitution fiihrt auf DGL niedrigerer Ordnung

@ Variation der Konstanten:
n Konstanten — zusitzliche Bedingungen kdnnen die Losung vereinfachen



Reduktion der Ordnung

Gegeben

lineare DGL 2. Ordnung y” + a1(x)y’ + ao(x)y = b(x)

spezielle Losung y; # 0 der homogenen DGL bekannt

Substitution: y(x) = y1(x)u(x)
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Reduktion der Ordnung

Gegeben
lineare DGL 2. Ordnung y” + a1(x)y’ + ao(x)y = b(x)

spezielle Losung y; # 0 der homogenen DGL bekannt

Substitution: y(x) = y1(x)u(x)

Lineare DGL 1. Ordnung fiir v’



Beispiel
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Variation der Konstanten

Gegeben
lineare DGL 2. Ordnung y” + a1(x)y’ + ao(x)y = b(x)

allgemeine Losung yhom = Ciyi(x) + Coya(x) der homogenen DGL

Ansatz fiir spezielle Losung:

Yoo = GL(X)y1(x) + Co(x)y2(x),  mit Gi(x)y1(x) + Co(x)y2(x) = 0
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Variation der Konstanten

Gegeben
lineare DGL 2. Ordnung y” + a1(x)y’ + ao(x)y = b(x)

allgemeine Losung yhom = Ciyi(x) + Coya(x) der homogenen DGL

Ansatz fiir spezielle Losung:
Yoo = GLx)y1(x) + C(x)y2(x),  mit Ci(x)ya(x) + C3(x)y2(x)

Gleichungssystem fiir C;, Cj:
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