Systeme von Differentialgleichungen 1. Ordnung




Ein (explizites) System von Differentialgleichungen 1. Ordnung hat die Form

vi = A0y, Y2, 0 ¥n)
Yo = h(X,y1,¥2, .1 ¥n)

.yr/1 = fn(X7y17y2) s 7.yn)

wobei
@ x eine Variable
® yi,¥2,...,¥n (unbekannte) Funktionen, und

e fi,f,...,F Funktionen mit gemeinsamen Definitionsbereich D C R™! sind

Ein Anfangswertproblem besteht aus einem System von DGLn und Anfangswerten
, W1, W, ... eD
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Vektorschreibweise

G f(x,¥)
.y = : s F(X,y) = .
Yn fn(X7)7)

7 oo unbedmnde Flt R> R
Wir schreiben Systeme von DGLn als

und AWPe als
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y: | — R" heiBt Losung eines Systems von DGLn y’ = F(x, y), falls

e (x,y(x)) € D firalle x € |

e y(x) erfiillt die DGL fiir alle x € /
Falls auBerdem y(xp) = w, so nennen wir y Losung des entsprechenden AWPs
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Bemerkung
Es ist auch iiblich

o t fiir die unabhingige Variable,
@ X fiir die abhangige Variable und

o X fiir die Ableitung zu schreiben

Interpretation: X ist zeitabhangiger Ortsvektor, X ist Geschwindigkeitsvektor, . ..



Gegeben: D C R offen, F: D — R” /u}m wa | bev cil ) L¢LWL ’

e F(x,y) erfiillt beziiglich y eine globale Lipschitzbedingung, wenn es L > 0 gibt, sodafs
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fur alle (x, 1), (x,y2) € D. L heiBt Lipschitzkonstante. 7

o
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e F(x,y) erfiillt beziiglich ¥ eine lokale Lipschitzbedingung, wenn es zu jedem Punkt
(x0,¥0) € D eine Umgebung U und eine Zahl L > 0 gibt, sodass

IF(x, ) = Fix, )l < L-[lya = yal|

fur alle (x, Y1), (x,y2) € U.



Satz

o Falls alle partiellen Ableitungen von F auf D beschrankt sind, so erfiillt F auf D beziiglich
y eine globale Lipschitzbedingung.

o Ist Fstetig partiell differenzierbar, so erfiillt F auf D beziiglich y eine lokale
Lipschitzbedingung.




Satz (Existenz- und Eindeutigkeitssatz)
F(x,y) sei auf D stetig und erfiille beziiglich y eine lokale Lipschitzbedingung.

Dann gibt es zu jedem (xp, w) € D eine eindeutige Losungskurve fiir das AWP
)7/:,:()“)7)) y(XO):VVa

die sich beidseitig bis zum Rand von D erstreckt

D (,;3 uyz wa\m~
) - lczhk;dlz\_ Mn*w{/"" "V‘;Dﬂ'L

[ - Fren pskod M/ .



Anmerkungen
@ der Rand von D kann auch “im Unendlichen” liegen

@ globale Lipschitzbedingung in einem “Streifen” {(x,y) | a < x < b,y € R"} garantiert
globale Existenz von Ldsungen auf diesem Streifen
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Bemerkung
Differentialgleichungen n-ter Ordnung lassen sich in Systeme 1. Ordnung iiberfiihren.

Gegeben
explizite DGL n-ter Ordnung

v = flxy sy, y)
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Bemerkung
Differentialgleichungen n-ter Ordnung lassen sich in Systeme 1. Ordnung iiberfiihren.

Gegeben
explizite DGL n-ter Ordnung

Y = f(x, ¥,y YY)

Aquivalentes System 1. Ordnung:

y2

y3

)7’:F(X,)7) mit  F(X,y1,¥2,...,¥Yn) = :
Yn

£ Y1, Y255 Yn)



Beispiel
y/// — (X2 + (y/)2 _ (y//)z)exy

Y. = L



Ein lineares System von DGLn 1. Ordnung hat die Form

mit Fx, 7’)
311(X) alg(X) al,,(x) bl(X)
A(X) _ azlz(X) QQQE(X) .. azn:(x) ’ [;(X) _ szX)
ani(x) am(x) -+ apn(x) bn(x)

mit stetigen Funktionen a;; und b;

Das System heiBt homogen, falls B(X) =0, und inhomogen andernfalls.



Satz

Die allgemeine und vollstindige Lésung des linearen Systems y’ = A(x)y + b(x) ist
}7 = Yhom + ysp:
wobei

Yhom die allgemeine Lésung des homogenen Systems y’ = A(x)y und

Yep €ine spezielle Losung des inhomogenen Systems ist.




Beobachtung
Linearkombinationen von Losungen des homogenen Systems sind ebenfalls Losungen des
homogenen Systems

Die Lésungsmenge
{y: 1 - R"|y = A(x)y auf ganz I}

ist ein Vektorraum der Dimension n.

Definition

Linear unabhingige Lésungen y1, g1 17l von 3 = A(x)y heiBen Fundamentalsystem.

Jede Losung der homogenen DGL hat die eindeutige Form

y=CyW+ G+ 4+ mitG,....CeR
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Die Fundamentalmatrix eines Systems y!1!, y21 . 17 von Lésungen ist 7 7t
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Y(x) = (y[ll(x) ) y[n](x)) _ [ vz )
y(x) YA, - ya(x)

Satz

Die Lésungen y1t, y21 . 71"l sind genau dann ein Fundamentalsystem, wenn
W(x) :=det Y(x) #0
fir ein (<= alle) x €/

W(x) heiBt Wronski-Determinante.




Beispiel

Homogenes System: X = < 0 1> X
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Auffinden einer speziellen Lésung: Variation der Konstanten

Allgemeine Lésung des homogenen Systems:

—

Vhom = Ciyl + Gyl + ..+ M = Y(x)- C

Ersetze C durch eine Funktion C(x) und setze in die DGL ein
' - _ 3 = Cw]) -
FAT b 7 G607 c(} v, COIFTT 2 Yy

}‘/”‘: CI' . t-) (7 '3 C v, CL ‘(}:Q'))'{- o
SO Tl V). clx)
R

Yy . C(x) +MWW0 N E)




Auffinden einer speziellen Lésung: Variation der Konstanten

Allgemeine Lésung des homogenen Systems:

Yhom = G + G -+ Gyl = Y(x)- C
Ersetze C durch eine Funktion C?(x) und setze in die DGL ein, wir erhalten

C'(x) = Y(x)"*- b(x)

Finde C durch komponentenweises Integrieren von C’.
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