Ein lineares System von DGLn 1. Ordnung hat die Form

mt 311(X) alg(X) al,,(x)
Ax) = a”;(x) a”fx) =0 =
ani(x) am(x) -+ apn(x)

mit stetigen Funktionen a;; und b;

Das System heiBt homogen, falls B(X) =0, und inhomogen andernfalls.



Satz

Die allgemeine und vollstindige Lésung des linearen Systems y’ = A(x)y + b(x) ist
}7 = Yhom + ysp:
wobei

Yhom die allgemeine Lésung des homogenen Systems y’ = A(x)y und

y;p eine spezielle Losung des inhomogenen Systems ist.




Lineares System mit konstanten Koeffizienten

Yy = Ay + b(x)

A € R™" ist eine (konstante) Matrix,

b: | — R" ist eine stetige Funktion



Lésen des homogenen Systems y' = Ay

Ansatz:
“probiere” y = eV fiir einen konstanten Vektor v € R” mit vV # 0
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Lésen des homogenen Systems y' = Ay

Ansatz:
“probiere” y = eV fiir einen konstanten Vektor v € R” mit vV # 0

Einsetzen liefert

y = eV ist Lésung genau dann, wenn

@ ) ist ein Eigenwert von A

e V ist Eigenvektor zum Eigenwert A



Wiederholung: Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition
o ) heiBt Eigenwert von A € R"™ " wenn es ¥ # 0 gibt, sodass AV = AV

@ so ein V heiBt Eigenvektor zum Eigenwert A

Eigenwerte sind (komplexe) Nullstellen des charakteristischen Polynoms
an—A  an - A
a1 ax—A - ap
P(\) = det(A — Al) = det ,

danl an2 ce+ dpp — A



Wiederholung: Eigenwerte und Eigenvektoren

algebraische Vielfachheit p(A): Vielfachheit von A als Nullstelle von P(\)

geometrische Vielfachheit v(\): Anzahl linear unabhangiger Eigenvektoren (in C")
Es gilt: u(A\) > v(X) > 0 oder pu(A) =v(A) =0

Seien A1,..., A, alle Nullstellen (reell oder komplex) von P(\) Dann ist

P(A) = (A — A )P () — A )H)

und
p(A1) + -+ p(Ar) =n
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Von komplexen zu reellen Lésungen

Beobachtungen
@ Ldsungen zu einem komplexen Eigenwert A = o + i8 sind komplexwertig

e Falls y(x) eine Lésung zum Eigenwert X ist, dann ist y(x) eine Losung zum Eigenwert X
_— —

e Falls y(x) eine (komplexe) Losung ist, dann sind Re y(x) und Im y(x) reelle Lésungen.

Ubergang von komplexem zu reellem Fundamentalsystem
Ersetze die linear unabhangigen (komplexen) Lésungen

Yx)  und o y(x)

durch die linear unabhéngigen (reellen) Losungen

Re y(x) = Re y(x

~—

und Im y(x) = —Im y(x)
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Sei A ein (reeller oder komplexer) Eigenwert, wir schreiben = p(\) und v = v(\)

Ziel: 11 linear unabhingige Lésungen y1 21 Il zum Eigenwert A

linear unabhangige Eigenvektoren
78 v R

liefern linear unabhingige Losungen

e)\x \7[1]’ e)\x ‘7[2]’ o e)\x \7[1/]

o falls u = v: Ziel erreicht

o falls u > v: weitere Losungen der Form

V= eV + xe™ i + - -+ xKe v,
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Fall =2, v =1
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Fall =2, v=1

Erste Losung: yltl = eM 1]

Ansatz fiir 2. Lésung: y12 = xeM vl eyl

Einsetzen liefert
(A= ANt = il

Bemerkung
Man kann zeigen:

o dieses Gleichungssystem hat eine Lésung v # 0

o die resultierende Lésung y1? des DGL-Systems ist von y!! linear unabhingig
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