Erinnerung: Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

Gegeben: y/ = Ay

Losung: Fundamentalsystem setzt sich zusammen aus
e Fiir EW A mit lin. unabh. EV vl ... vl

g = Ml O] = A (V)]
e Fiir EW A mit (A) =1 und p(A) > 2
gl — Mpltl 2 = ( A2 1l 1)
-1
- [0 O (10 B | BRSPSl c)
’ (p—1)! ’

wobei v EV und (A — X)WV = U1 fiir j > 2.

<l
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Gegeben: y' = Ay + b(x)

Allgemeine Lésung ¥ = yin + ysp mit
@ y,, allg. Lésung des homogenen Systems
® Yip eine Lésung des inhomogenen Systems

Wie findet man yi,?



P1(x)
Gegeben: y' = Ay + ™ :
Pn(x)
Q1(x)
Ansatz: yi, = e :
Q@n(x)

e Q; Polynome vom Grad max{deg(P1),...,deg(P,)} + p(N)
o In DGL einsetzen —  Koeff' von Q;

@ b(x) Summe mehrerer Ausdriicke ~—  summiere Ansitze



Ansitze getrennt nach \'s I

Gegeben: y' = ((2) g) y+ (Xg,(), —  w(1)=0, pu2)=1

e

- B)e*
@ Ansatz y,, = _:_

o Aufteilen E(x) = e (’8) 4 e2x <(1))

o Ax + B Ex+F
o Ansitze yil = e* (Cx + D)' 7 =t (Gx + H)




Gegeben: y' = Ay + b(x)

o Fundamentalsystem y1!, ... 1" des homogenen Systems
e Matrix Y(x) = (yI1,...,yl"
o Lése C'(x) = Y(x) 1h(x) (integrieren)
@ Spezielle Lésung
Vop(x) = Y (x)C(x).



Beispiel 1

(1 2\, s 4x+9 1
Gegeben: y <4 3 y+e Cdx— 9 +e Ax 42

1. Schritt: Lésung des homogenen Systems
1-—X 2
4 3—)

(2 2|0 1 1]0 (1
oEVzu)\l.(4 40>—>(0 0 > = Vv —(_1
(-4 2|0 -2 110 2] (1
oEVzu/\2.< )—)(0 00) = v _(2

4 =210

" (1 1
° Vi =ce ™ <_1) + cpe>* <2>
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‘_/\2—4)\—5, EW )X =-1, A\ =5

o



Beispiel 1

(1 2\ . s [ 4x+0 (1
Gegebe"'y_(4 3) YT\ ax—2) "¢ lucio

2. Schritt: Spezieller Ansatz fiir e>* <_‘Z(X+_92> — uB)=1

o 1] 5% Ax2 + Bx+ C
o =\ D@+ Ex+ F
@ Linke Seite:

1] 1 5Ax2 +5Bx +5C 2Ax + B
Vo = & + e
P 5Dx? + 5Ex + 5F 2Dx + E

_ 5x 5Ax2 + (2A+5B)x + (B +5C)
- 5Dx2 + (2D + 5E)x + (E + 5F)
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Beispiel 1

(1 2\ . s 4x+9 1
Gegeben: y —<4 3>y+e Cax—o) T 4 o
@ Rechte Seite:
(1 2\ 5 [AX®+Bx+C 5¢ [ 4x+9
RHS = (4 3>e (DX2+EX+F)+6 —4x -2
_ oo (12 Ax? + Bx+ C L X+
N 4 3)\Dx>+Ex+F —4x —2
_ o (A+2D)x?> + (B +2E +4)x + (C +2F +9)
- (4A+3D)x% + (4B +3E — 4)x + (4C + 3F —2)
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Beispiel 1

@ Gleichsetzen

LHS — o5% 5Ax? + (2A+5B)x + (B +5C)
B 5Dx? + (2D + 5E)x + (E + 5F)

! sx [ (A+2D)x*> + (B +2E +4)x+ (C +2F +9)
(4A +3D)x% + (4B + 3E — 4)x + (4C + 3F — 2)
e Koeffizientenvergleich
2A=D D =2A
A+2B=E+2 D+E=2B-2
B4+4C=2F+9 E+2F=4C-2
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Beispiel 1

2A=D D =2A
A+2B=E+2 D+ E=2B-2
B+4C=2F+9 E+2F=4C-2

Zweite Zeile: E4+2=A+2B und E+2=2B—-D =2B —2A
Also A=-2A — A=0 — D=0

Einsetzen in zweite Zeile: 2B = E + 2

Dritte Zeile: 4C —2F = —-B+9 und 4C —-2F=E+2=2B
Also -B+9=2B — B=3 = E=4

Einsetzen in dritte Zeile: 4C —2F =6

allg. Lés. C=t, F=2t—-3 = Cc=1F=-1
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(1 2\ L s 4x+0 1
Gegeben: y _(4 3>y—i—e Cax— D +e 4x + 2

3x+1
1] _ _5x
.y;[P]_e (4x—1)



(1 2\ e[ 4x+09 1
Gegeben: y _(4 3)y+e Cax— 9 + e Ax 42

3. Schritt: Spezieller Ansatz fiir e* (

2 _ o (Ax + B)

1
4x—|—2) — m1)=0

® Y =€ \extD
@ Linke Seite:

2l g (AxtB e A\ _ Ax 4+ (A+ B)
G Cx+D c) = ° \cx+(c+D)



1
4

Gegeben: y' = (

@ Rechte Seite:

RHS

- (33 (E10) e (o)
(33 (E00) (o))
_ X( (A+2C)x+(B+2D+1) )

(4A+3C+4)x+ (4B+3D +2)

|
o



o Gleichsetzen

LHS — & (Ax+ (A+ B))

Cx+(C+D)

(A+2C)x+(B+2D+1) )

! X
—RHS=e ((4A+3C+4)x+(4B+3D+2)

o Koeffizientenvergleich
A=A+2C C=4A+3C+4

A+B=B+2D+1 C+D=4B+3D+2
e C=0A=-1,D=-1,B=0



(1 2\ L s 4x+9 1
Gegeben: y —(4 3)y%—e Cdx 9 + e Ax + 2

o e ()

o 7 =5+ + 7

_ 1 1 3x+1 —X

_ X 5x 5x X

= cie (_1> + e <2> +e <4x N 1> + e (_1>
_ 1 x+14+ o X

— X 5x _aX

= ae (-1) te <4x 14 2c2) e (1)



o (1 2\ e (1
Gegeben.y—(43y+x 5 ) x>0

1. Schritt: Losung des homogenen Systems

@ Vi, =ce * 1 +ce5x1

2. Schritt: Variation der Konstanten

e X bx

o Y(x)= (_e_x zee5x) —  det(Y(x)) = 3%
o=k ()T -0
* €= (1)

X|= O



5x
Gegeben: y' = (i §>7+e7 (;) x>0

X

® Yop = (_ee_—x 2e::’<> (In?x)> = In(x)e” (;)

® YV =Vh+Vop

L e () )
_ e (_11) + (In(x) + c2)e™ @



Gegeben: y' = (_11 §> y+ (sin(;)Q—Sig(CXgS(X))

1. Schritt: Lésung des homogenen Systems

‘1_A 2 ‘=A2—4)\+5, EW AN =240, Ao=2—1
oEVzu)\l:( 1 1

-1 3-2A
0) _, (-1 1=i|o
0 0 0 |0
1

@ EVzu Ay = \i: 72 = gl = (11’_1)

-1-i 2




Beispiel 3

Gegeben: y' = <_11 §> y+ <sin(;)2—5ig(CXO)S(X)>

Fund’system y[ I _ o(2+i)x (1 I ’> : )7}[12] _ (2= (1 -li- I)

@ Reelles Fund'system Re(y; [l]) (sm(xc)o—:()i()ﬁ()())y
I (y}[lll) _ o2x <sin(xs)in—(;)os(x)>
e (a+ bi)(c+ di) = ac — bd + (ad + bc)i

Re((a + bi)el@HB8x) = gox (a cos(fx) — bsin(ﬁx))

Im((a + bi)el@+Bx) = g% <a sin(Bx) + bcos(,Bx))
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Beispiel 3

Gessar 7= () )7+ (s 50)

2. Schritt: Ansatz fiir spezielle Lésung

Version A:

@ cos(x) = %(eix +e ™), sin(x) = —=(eX — e X)

. . (1] , 2]
@ Umschreiben b(x) = e <'D%1] (X)> Leix ('D%Z](X)>
Py (x) Py (x)

@ Ansitze fiir 5[1],ETZ] — Y
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Gegeben: y' = (_11 §> y+ (sin(;)2—5ir?l>(:0)5(x)>

2. Schritt: Ansatz fiir spezielle Lésung

Version B:
_ _ [Asin(x) + Bcos(x)
® Ansatz yg, = (C sin(x) + D cos(x)
@ Linke Seite:

s (o Tee)



Gegeben: y' = (_11 §> y+ (sin(;)Q—Si;(;)S(X))

@ Rechte Seite:
B 1 2\ [Asin(x) + Bcos(x) —2sin(x)
RHS = (—1 3) (C sin(x) + Dcos(x)) + (sin(x) - 3cos(x))
B ( (A+2C — 2)sin(x) + (B + 2D) cos(x) )
- \(-A+3C+1)sin(x)+ (=B + 3D — 3) cos(x)



@ Gleichsetzen

- (~Ee et

L RHS — ( (A—|—2C—2?sin(x)+(B—|—2D)cos(x) )
(=A+3C+1)sin(x) + (=B + 3D — 3) cos(x)

o Koeffizientenvergleich

—-B=A+2C-2 A=B+2D

-D=-A+3C+1 C=-B+3D-3
@ Losung: A=2,B=0,C=0, D=1



V= e <Sin(Xco—Si_(§;5(X)> e ( " _(X) (X)) < I:((XX))>






Gesucht: Funktion y(x) mit

F(x,y,y'.y",...)=0

Gesucht: Funktion u(X) mit

L, Ou Ou d%u &%u
F(X,—,—,..., , ,... ] =0
Ox1’ Oxo 0x10x1° 0x10x2

(endlich viele Terme)




Lineare partielle Differentialgleichungen

@ Lineare partielle DGL:
ou 0%u 0%u
b byp——— +--- = f(X
30U+3161+3282+ by e Ty T (x)
o Koeff" ag, a1, a2,...,b1,1,b12,... diirfen von X abhédngen
e homogen: f(X)=0
@ inhomogen:  f(X) #0
@ Ordnung:  hdchste vorkommende Ableitung
0*u
B — Ord 4
z Ox10x30x3 - randng
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Lineare partielle Differentialgleichungen

Gegeben: Lineare part. DGL 2. Ordnung, zweidimensional

a(x, y)usx + 2b(x, y)uxy, + c(x, y)uyy
+ p(x,y)ux +q(x, y)uy + s(x,y)u = f(x,y)
Diskriminante d(x,y) = b?> — ac
DGL hyperbolisch in (xp,y0) <= d(x0,%) >0
DGL parabolisch in (xg,y0) <= d(x0,y0) =0
DGL elliptisch in (x0,y0) <= d(x0,%) <0
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1-dim.

1-dim.

2-dim.

2-dim.

2-dim.
3-dim.

Wellengl.:  ug(x, t) = (X, t)

(uberall hyperbolisch)
Wiarmeleitungsgl.:  uz(x, t) = c® (X, t)

(tiberall parabolisch)
Potentialgl.:  ux(x,y) + uyy(x,y) =0

(tiberall elliptisch)

Poissongl.:  uw(x,y) + uyy(x,y) = f(x,y)
Wellengl.:  ug(x,y,t) = cz(uxx(x,y, t) + uyy(x,y, t))
Potentialgl.:  uw(x,y,2) + uyy(x,y,2) + uzz(x,y,2) =0
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