


Erinnerung: Lineare partielle Differentialgleichungen

Gegeben: Lineare part. DGL 2. Ordnung, zweidimensional

a(x, y)usx + 2b(x, y)uxy, + c(x, y)uyy
+ p(x,y)ux +q(x, y)uy + s(x,y)u = f(x,y)
Diskriminante d(x,y) = b?> — ac
DGL hyperbolisch in (xp,y0) <= d(x0,y) >0
DGL parabolisch in (xg,y0) <= d(x0,y0) =0
DGL elliptisch in (x0,y0) <= d(x0,%) <0
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1-dim.

1-dim.

2-dim.

2-dim.

2-dim.
3-dim.

Wellengl.:  ug(x, t) = (X, t)

(uberall hyperbolisch)
Wiarmeleitungsgl.:  uz(x, t) = c?uu(x, t)

(tiberall parabolisch)
Potentialgl.:  ux(x,y) + uyy(x,y) =0

(tiberall elliptisch)

Poissongl.:  uw(x,y) + uyy(x,y) = f(x,y)
Wellengl.:  ug(x,y, t) = cz(uxx(x,y, t) + uyy(x,y, t))
Potentialgl.:  uw(x,y,2) + uyy(x,y,2) + uzz(x,y,2) =0



Part. DGL haben i.A. sehr viele verschiedene Losungen! '

Gegeben:  uu(x,y) + uyy(x,y) =0
Losungen:

o u(x,y)=ax+by+c
u(x,y) = x* = y?
u(x,y) = x°y — xy*
u(x,y) =sin(x)e™
u(x,y) = In(x* + y?)



Losbarkeit partieller Differentialgleichungen

Eindeutige Ldsbarkeit meist durch

@ Randbedingungen:
Funktion u auf B C R" definiert, Bedingungen an v auf 0B

e Anfangsbedingungen:
Variablen t, x, y, ..., Bedingungen an u fir t =0

In diesem Kurs keine allgemeine Theorie der Losbarkeit.
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Gegeben:
@ Lineare partielle homogene DGL
o Losungen ulll ... ul¥
@ Konstanten cy, ..., Ck

Dann auch ciul™ + -+ 4 ceulkl Lasung




Separationsmethode

Produktansatz u(x,y) = F(x) - G(y)
@ Driicke part. Abl. in F, G aus
@ Trenne nach F und G

e Funktioniert gut, wenn DGL homogen & ohne gemischte Abl.

Beispiel: ux(x,y) = uy(x,y)

F/ G/
o u=F(x)G(y) = ux=FG, u=FG = F=C
F/ G/ F/ G/
® —- nurvon x abh., Y nurvony — F=c konstant
! /
° F? = % =k € R Separationskonstante

o Losung F(x) = cie®, G(y) = ce¥
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Die eindimensionale Wellengleichung

Ut (X, t) = Cu(x, t), xe[0,L], t>0

Schwingung eingespannter Saite, Lange L

Konstante ¢ > 0 aus Materialeigenschaften

Randbedingung u(0,t) = u(L,t) =0 Vt>0

Anfangsauslenkung f(x), -geschwindigkeit g(x)

Anfangsbedingungen u(x,0) = f(x) und u¢(x,0) = g(x) Vx € [0, L]
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Die eindimensionale Wellengleichung

u(x, t) = C2UXX(X, t),
u(0,t) = u(L,t) =0,

Produktansatz u(x,t) =

FG" = 2F'G  —
F" — kF =0,
G"—c2kG =0

P. Spriissel

F(0) =

xelo,l], t>0

u(x,0) = f(x), ug(x,0) = g(x)
F(x)G(t) = ux=FG" up=F"G
C%G :Ff: keR  (fir F(x), G(t) #0)
F(L)=0
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F" — kF =0, RB: F(0) = F(L) =0
o Fall k> 0: F(x) = AeVk* + BeVkx =8 A=B=0
o Fall k=0: F(x) = Ax+ B 28 A=B=0
e Fall k < 0: F(x) = Acos(+/|k|x) 4+ Bsin(~y/]k|x)
FOSO a—0 "U5° Bain(/fk]L) =0
e Fundamentallésungen Fp(x) = sin (nTﬂ- x> (k= —%)



@ Fh(x)=sin (nTw x) (k= —%Qﬁ)
2
¢'-k6=0 — 6"+ () 6=0
.. cnm . (cnm
e Allg. Lésung Gu(t) = by, cos (T t) + b}, sin ( T t)
o Eigenwerte A\, = chw

Eigenfunktionen u,(x, t) = (b,, cos(Ant) + b, 5in()\,,t)) sin (% x)

Anfangsbedingungen?



Die eindimensionale Wellengleichung

): xel0,L], t>0
u(0,t) =u(L,t) =0, u(x,0)="7(x), ur(x,0) = g(x)

@ Losung: u(x,t) = Z (b,, cos(Apt) + by sin()\,,t)) sin (1" x)
n=1
(falls glm. konvergent)

= i by sin <AC x) < f(x)

® uy(x,0) = ZAbsm(x) ég(x) %:LZT
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Die

eindimensionale Wellengleichung

f*, g*: 2L-period. ungerade Fortsetzungen von f, g
Fourierreihen f*(x) = u(x,0), g*(x) = us(x,0) mit

2 L
b, = L/o f(x)sin (n% x) dx,

. 2 L . [/nm
bn = Cniﬂ‘ o g(X) Sin (T X) dx
00 An
u(x, t) = (b,, cos(Ant) + by, sin()\,,t)) sin <c x)

n=

1
Glm. konv., (z.B.) falls f, g stetig diff'bar
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Alternative Darstellung:

x+ct
u(x,t) = %(f*(x +ct) 4+ (x — ct)) + % /X_Ct g*(s)ds
= @(x+ct) +(x — ct)
mit geeignetem ¢, 1
P(x) P(x —2¢)
p(x +9c) ¥(x)




Varianten
o Inhomogene DGL: uy — ¢y = o(x, t)
¢(x, t) von aulen wirkende Kraft
@ Inhomogene RB: u(0,t) = r(t), u(L,t)=s(t)



Die zweidimensionale Wellengleichung

utt(X).y7 t) = CZ(UXX(X).y7 t) + Uyy(Xa% t)>7 (X>}/) € B - R2a t Z 0

@ Schwingung eingespannter Membran auf B
e Randbedingung u(x,y,t) =0 V(x,y)€ 0B, t>0
e Anfangsbedingungen u(x,y,0) = f(x,y) und u:(x,y,0) = g(x,y)

Lésung in 2 Schritten:
@ Separieren von Ort und Zeit

@ Separation der Ortskoordinaten
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Die zweidimensionale Wellengleichung

Utt:C2(Uxx+Uyy)a (Xa)/) €B, t>0
u(x,y,t) =0auf 9B, u(x,y,0)=f(x,y), u:(x,y,0)=g(x,y)

1. Schritt: Separieren von Ort und Zeit

e Produktansatz u(x,y,t) = F(x,y)G(t)

® uy =FG", uw=F«G, u,=F,G

° FG" = *(Fu+ Fy)G = Cgé _ P : v 2y
Fox + Fyy +12F =0, Flog =0
G"+c%”G=0
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Die zweidimensionale Wellengleichung

Fo+ Fyy +1°F =0,  Flopg=0
2. Schritt: Separation der Ortskoordinaten

@ Koordinaten passend zu B

Beispiel 1: B = [0, a] x [0, b]
e Produktansatz F(x,y) = P(x)Q(y)

OPIIQ+PQ//+V2PQ:0 S FI;”—_Q”—Vz—kER
o P —kP=0, P(0)=P(a)=0
o Q"+ (k+1*)Q=0 Q0)=Q(b)=0

o Analog zu 1-dim: k= — (@)2 k4 1% = (%)2

L
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Die zweidimensionale Wellengleichung

Ute = (o + Uyy), (x,y)eB, t>0
u(x,y,t) =0auf 9B, u(x,y,0)="f(x,y), u(x,y,0)=g(x,y)

Beispiel 1: B = [0, a] x [0, b]

@ Losungen ahnlich zu 1-dim. Fall

_ m2  n?
e Eigenwerte \p, , = ¢ 2t (m,n € N)

e Eigenfunktionen

Umnp = (bmv,, cos(Am,nt) + b p sin()\mmt)) sin (? x) sin <nT:r y)
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Die zweidimensionale Wellengleichung

Ure = (o + Uyy), (x,y)eB, t>0
u(x,y,t) =0auf 9B, u(x,y,0)=f(x,y), u(x,y,0)=g(x,y)

Beispiel 1: B = [0, a] x [0, b]

o Fourierkoeff.

bm.n = % /Ob /Oa f(x,y)sin (? x) sin (,%T y) dxdy,

by n = ab;,m /Ob /Oa g(x,y)sin (% x) sin (n%r y) dxdy

e Allg. Lésung u(x,y,t) = Z Z Um,n(X, Y, t)

m=1 n=1
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Fo+ Fyy +1PF =0,  Flgg =0
Beispiel 2: B = {(x,y) | x* + y?> < R?}
e Polarkoordinaten F(r, ) = F(rcos(i), rsin(y))

. 1. 1
° Fxx"‘Fy :Frr+7Fr+ﬁFLpr
e DGL 1 )

Frot —Frt 5Fop+v2F =0, F(Rg)=0



Die zweidimensionale Wellengleichung

Beispiel 2: B = {(x,y) | x? + y?> < R?}

N 1~ 1 .~ - -
Frt —Fr + ﬁFeryzF: 0, F(R,p)=0

Produktansatz F(r,p) = P(r)Q(y)

° 0 ey o rp o rvi=-n <0

o PP+ rP' +(r’v*—n*)P=0, P(R)=0

e Q"+n’Q=0

@ Vorsicht bei r = 0 (mdgl. Singularitat der Polarkoord.)!
o DGL fiir P schwieriger.
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Spezialfall: u(r, t) (rotationssymm.)
1
utt:C2 <urr+7ur>, rE[O,R], tZO
u(R,t) =0, u(r,0) =f(r),  ur,0)=g(r)

@ Fiir n € Ny: Besselfunktion erster Art

[ee]
(_1)an+2k
Jn(x) =
() ; 242k kl(k + n)!

@ Nullstellen 0 < a1 < ap < -+- von Jg



Die zweidimensionale Wellengleichung

Spezialfall: u(r, t) (rotationssymm.)

{CaD
Ugr = C U + —Ur ),
r
u(R,t) =0, u(r,0) = f(r),

rel0,R], t>0

ur(r,0) = g(r)

@ Besselkoeff.

R an
am = Rz(Jliam)V/o rf(r)Jo (? r) dr,

R a
b, = cRam(le(am))z/o rg(r)Jo <? r) dr

@ Allg. Ldsung: Fourier-Bessel-Reihe
o
u(r,t) = mE:l (am cos (ca?m t) + by sin (C%" t)) Jo (? r)
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