Erinnerung: Separationsmethode

Produktansatz u(x,y) = F(x) - G(y)
@ Driicke part. Abl. in F, G aus
@ Trenne nach F und G

@ Funktioniert gut, wenn DGL homogen & ohne gemischte Abl.
Beispiel:
e Eindimensionale Wellengleichung

o Zweidimensionale Wellengleichung
(insb. Spezialfall rotationssymmetrisch)
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ur(x, t) = Cuw(x, t), xe[0,L], t>0
RB: u(0,t) = u(L,t) =0, AB: u(x,0) = f(x)

@ Stab der Lange L
e t = 0: Temperaturverteilung f(x) # 0

@ Enden auf Temperatur 0 gehalten



Die eindimensionale Warmeleitungsgleichung

ue(x, t) = Cuw(x, t), xel0,L], t>0
RB: u(0,t) = u(L,t) =0, AB: u(x,0) = f(x) #0

e Produktansatz u(x, t) = F(x)G(t)
!

/ !/
o FG'=C’F'¢ = F?:CS—G:kGR
e k>0 KB F=o 22 Widerspruch
e k=—-p?><0
o F/+p*F=0, F(0)=F(L)=0
e G'+c?p’G =0
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Die eindimensionale Warmeleitungsgleichung

ur(x, t) = czuxx(x, t), xe[0,L], t>0
RB: u(0,t) = u(L,t) =0, AB: u(x,0) =f(x) #0

F"+p’F=0, F(0)=F(L)=0
nm

Analog zu Wellengl.: p= T

Fundamentalldsungen F,(x) = sin (”TWX>
GI + C2p2G =0
Gn(t) = bpe Mt mit Eigenwert A\, = CnTﬂ-

Eigenfunktionen u, = bne*)‘%tsin (%x)
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Die eindimensionale Warmeleitungsgleichung

ue(x, t) = Cuw(x, t), xelo,L], t>0
RB: u(0,t) = u(L,t) =0, AB: u(x,0) = f(x) #0
> 2 nm
o Allgemeine Losung: u = Z bne Mt sin (TX)
n=1
: 2 [t nm .
o Koeffizienten b, = L/ f(x)sin (TX> dx  (Fourier)
0
e Verhalten fir t — oco:  u(x, t) LU
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Die eindimensionale Warmeleitungsgleichung

Variante:
ue(x, t) = Cu(x, t), xe[0,L], t>0
RB: u,(0,t) = ux(L, t) =0, AB: u(x,0) = f(x) #0

@ Interpretation: Enden des Stabs isoliert
o F/+p*F=0, F(0)=F(L)=0
o G'+c?p’G =0
@ Fn(x) = cos (n—ZTx) n>0
° Gy(t) = ape Mt mit \, = CHTW n>1
o Go(t) = 12
2
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Die eindimensionale Warmeleitungsgleichung

Variante:
ue(x, t) = i (x, t), xe0,L], t>0
RB: uy(0,t) = ux(L,t) =0, AB: u(x,0) = f(x) #0

. . nm
o Allgemeine Losung: u = fao + Zan A cos( 1 x)

L
o Koeffizienten a, = / f(x) cos (—x) dx
L Jo

m 1 1t
e Verhalten fir t — oco:  u(x, t) glm ag = L/ f(x) dx
0
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Typische Randbedingungen:
@ Dirichlet-Problem

4+ +22=0, KXeBCR"

“|aB:f

@ Neumann-Problem 8—{ =g

F):
e Gemischt:  Dirichlet-Bed. auf S C 9B, Neumann-Bed. auf 9B\ S
@ Hier: Dirichlet



Dirichlet-Probleme in der Ebene

U + uy, =0 fiir (x,y) € B, “’832f7 B c R?
Beispiel 1: B =0, a] x [0,b], u(Eckpunkte) =0,
U(X,O) = fS(X)' U(X7 b) = fN(X)' U(an) = fW(y)' u(a,y) = fO(y)

e Betrachte fy, fw, fs, fo separat (andere durch 0 ersetzt)
@ Losungen up, uw, Us, Uo

@ U= uy+ uw + us + up Lésung vom Ausgangsproblem
e Hier: fyy,fs,fo =0
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Dirichlet-Probleme in der Ebene

U + uy, =0 fiir (x,y) € B, “’882f7 B c R?
Beispiel 1: B =[0,a] x [0,b], u(x,b)=f(x), u(x,y)|,5 =0 sonst

F// G//

e Produktansatz u(x,y) = F(x)G(y) = ¢ - — k2
o F"+k*F=0, F(0)=F(a)=0

. (T -
@ Ldsungen Fp(x) = sin < p x) mit k =

2
° G- (”?”) G=0 G(0)=0, G(b)F(x)=f(x)
o Losung Gu(y) = Ases” + Bpe 57 (90 A, =—B,
., /nm
= Gup(y) = 2A,sinh <?y)
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Dirichlet-Probleme in der Ebene

uXX—i—uyyzo fur (x,y) € B, =f, B c R?

U‘E)B

Beispiel 1: =[0,a] x [0,b], u(x,b)=f(x), u(x,y)‘aB = 0 sonst

° Zc,,smh ( sin (n;x>
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Dirichlet-Probleme in der Ebene

U + Uy, =0 fiir (x,y) € B, u‘aB:f, B c R?
Beispiel 2: B = {(x,y) € R? | x2 + y2 < R?}, u(R, ) = f(y)

—
\.‘ﬂ
©

~
Il

o

e Polarkoordinaten u.(r, ) + %ur(r, ®) + r%uw
RB: u(R, ) = f(y), f 2m-periodisch
Produktansatz u(r,p) = F(r)G(y)
rPF"+rF' + kF =0, keR

G" — kG =0, G 2m-periodisch

Losung durch komplexe Analysis
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Dirichlet-Probleme in der Ebene

Ugx + Uy, =0 fiir (x,y) € B,

Beispiel 2: B = {(x,y) € R? | x? + y? < R?},

e Losung: u(r,p) =

1 2 RZ - r2
2 /0 R? — 2Rr cos(p — «) + r?

B c R?
©) = f(p)
f(a)da

o Fourier: u(r,¢) = lao + Z (a,, cos(ny) + by sm(nm) <’;>n

o Koeff. a,=

P. Spriissel

2

) cos(na) dev,

1 27
/ f(a)sin(na) da
™ Jo
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Dirichlet-Probleme im Raum

Ugx + Uyy + Uz, =0 fiir (x,y,z) € B, f, BCR3

Ul yg =
Beispiel 1: B = {(x,y,2) € R | x> +y* < R?}, u(R,p,2) = f(p,2)
1 1

o Zylinderkoordinaten —  wu, + ;u, + 72“%0 4+ u, =0

e RB: u(R,¢,z) = f(p,z), f 2m-periodisch in ¢

e 1. Produktansatz u(r,¢,z) = A(r,»)B(z)

o rPA, + 1A + Ay + KrPA=0

o B"—k®’B=0

e 2. Produktansatz A(r,¢) = G(r)H(y)
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Dirichlet-Probleme im Raum

Ugx + Uyy + Uz, =0 fiir (x,y,z) € B, u‘aB:f, BCR3

Beispiel 1: B = {(x,y,z) € R3 | x>+ y2 < R?}, u(R,p,z)=f(p,2)
o r’G" +rG' + (k*r* —n*>)G =0 (siehe 2-dim Wellengl.)
o H'+ n*H =0, H 2n-periodisch
@ Losung: Fourier-Bessel-Reihe  (siehe 2-dim Wellengl.)
@ Summe von Eigenfunktionen

Jn(kr) (akm sin(nmp) + by p cos(mrcp)) (ck,,,ekz + dkme_kz)

Koeffizienten aus RB
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Dirichlet-Probleme im Raum

Ug + Uy + Uz, =0 fiir (x,y,2) € B, u‘aB:f, BcR3

Beispiel 2: B = {(x,y,z) € R® | x2 + y? + 22 < R?},
Spezialfall u(r,0), u(R,0) = f(0)

1 0
—_— 2 JRS—
Umformen — 6r(r uy) + 5in(0) 00

(sin(@)ug) =0
RB: u(R,0) = f(0)

Produktansatz u(r,0) = G(r)H(0)

r’G" 4+2rG' — n(n+1)G =0

(sin(0)H')' + n(n+ 1)sin(f)H =0
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Dirichlet-Probleme im Raum

Ugx + Uyy + Uz, =0 fiir (x,y,z) € B, u‘aB:f, BCR3

Beispiel 2: B = {(x,y,z) € R® | x® + y? + 22 < R?},
Spezialfall u(r, 6), (R 0) = f(0)

e Losung: u(r,0) ZA r" Pn(cos(0))

E
_ 11k (2n — 2k)! n—2k
@ Legendre-Polynome P, = kZO( 1) (7= K)i(n— 2k)!k!2kX
: 2 1 /7
o Koeffizienten A, = ,27,;: / f(0)Pn(cos(6))sin(0) d
0

P. Spriissel Mathematik B 23. Juni 2020 17 / 19






Aufbau Priifung (ohne Gewahr)

@ 4 Rechenbeispiele (ca. 30 Punkte gesamt)
m 1-dim Integral
m Funktion in mehreren Variablen
m Mehrfachintegral
m Gewdhnliche Differentialgleichung
(Punkteverteilung variabel)
@ 1 Theoriebeispiel (ca. 10 Punkte)

m Definitionen
m Zusammenhidnge
m Ansatze

Morgige Vorlesung =  Beispielpriifung |
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