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Kapitel F: Integration I

Grundlegende Integrale:

1 . 1
. / 1.2 dx = arctan(z) + C1;  oder wahlweise / 1522 dx = — arccot(x) + Cy
. / 1 _ Jartanh(z) + C fiir |z| <1,
1—22"  )arcoth(z)+ C fiir |z| > 1.
° / 1 dx = arsinh(z) + C
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o | ———dx =arcsin(z) + C; oder wahlweise / dxr = — arccos(zx) + C
| = (@) +Ch N (=) +C
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e | ———dx = arcosh(z) + C
[ (@)
Rationale Funktionen:
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Integrale rationaler Funktionen in Sinus und Cosinus:
x
e Standardsubstitution u = tan (5) <=« =2arctan(u)

2u 1—u? 2

14 u?’ 0s(2) 14 u?’ :c 14 u2 Y

e Dann ist  sin(x)

Kapitel F: Integration II

Integralsitze in der Ebene:
e (Gegeben: Geschlossene Kurve C', die Gebiet B berandet. Auf B U C differenzierbares Vektorfeld F. Parame-

trisierung C' = <x(s)> durch Bogenlénge, Normalvektor 7i(s) = (—%2))

y(s)
/ /B div(F) dady = 740 (F,i1) ds

e Satz von Gaufl:
// rot(F) dady :f Fds
B c

e Greensche Formeln: f, g auf B U C zweimal differenzierbar. Dann:

e Satz von Stokes:

//B (ng + (Vf, Vg}) drdy = fcfggi ds (1. Greensche Formel)
// (ng — gAf) dxdy = f <fgg, — g?é) ds (2. Greensche Formel)
B c

wobei Af = foo + fyy und Ag = guw + gyy-



Kapitel I: Differentialgleichungen

1
DGL der Form y' = f (m) Substitution z(z) = y(z) — DGLZ =~ (f(z) — z)
Y T x
DGL der Form ¢’ = ay(x)y + ao(x):  Spezielle Losung ygp, = e / (( )) dz mit A(z) = [ai(z
e

Bernoullische DGL y' = a(x)y + b(x)y® mit « # 0, 1:
Substitution z = y!=® —  DGL 2’ = (1 — a)a(z)z + (1 — a)b(x)

Riccatische DGL 3’ = a(2)y + b(z)y? + c(x):

Ubliche Ansiitze fiir spezielle Losung: Ysp = az?, Ysp = ae’®, Ysp = 2P + ana’.

Substitution v =y —ys, —  Bernoullische DGL v = (a(x) + 2b(£)ysp(x)>v + b(x)v?

Exakte DGL A(z,y) + B(z,y)y’ = 0 mit A, = B,:  Allgemeine Losung F(z,y) = ¢ € R mit
. d

Fle) = [AGa)dsto)  wobel 1 ( [Awaas) +90) = By
d

oder  Flog) = [Blepdy+v@) wobei oo ([ Blawdy) + /@) = A

Integrierender Faktor bei DGL A(z,y) + B(z,y)y’ = 0 mit A, # B,:  p(x,y) mit pA + pBy' = 0 exakt

A, — Bg; Ay — Bw
— Falls UT nur von x abhéingig: u(x) = exp (/ yT daz)

A, — Bz Ba: - A
— Falls yT nur von y abhéngig:  u(y) = exp (/ Ty dy)

Lineare DGL mit konstanten Koeffizienten 3™ + a,_1y™ Y + ... + agy = b(z):

Ansétze fiir spezielle Losung:

’ Typ b(x) ‘ Typ Ansatz ysp () ‘ A ‘
P(z) Q(z) - x+™ 0
e P(@) Q@) ™ o
Py (x)sin(Bz) + Pa(z) cos(Sx) (Ql(m) sin(fz) + Q2(x) cos(ﬁx)) AN G
er (a sin(fx) + bcos(ﬁx)) 2@ (esin(Bz) + d cos(Bz)) - 2H) o+ Bi

Hierbei bezeichnet p(A) die Vielfachheit von A als Nullstelle des charakteristischen Polynoms der zugehoérigen
homogenen DGL. Die Grade der unbekannten Polynome im Ansatz werden ebenso grofi gew#hlt wie der grofite
Grad in den entsprechenden Polynomen in b(x).

Variation der Konstanten bei DGL y” + a1 (2)y +ao(x)y = b(z):  Spez. Losung ysp, = C1(x)y1 + Ca(x)y2
Coa b(x)ya () _ [ =)y (=) :
mit C7 = — dx und Cs = dx, wobei y1, y2 Fundamentalsystem der homogenen DGL
W (z) W (z)
yi(z)  ya(x)

und W) =100y o)

Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten ' = Ay + g(x) Ansatz fiir spezielle Losung ist
Q1(x) Py(x)
Gop(2) = : ) falls b(z) = e :

Dabei sind @1, ..., Q, unbekannte Polynome vom Grad max{deg(P;),...,deg(P,)} + pu())



