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Aufgabe 1. Beweise durch vollstindige Induktion die folgende Identitét:

n

Y Bk-2) = n@n—1)

2
k=1

Zusatzaufgabe. Finde die Folge <@) in der On-line Encyclopedia of Integer
neN

Sequences[] und erkldre den Zusammenhang mit den folgenden Diagrammen:

Welche Zahlen erhélt man, wenn man fiir n negative Werte einsetzt?

Aufgabe 2. Zeige durch vollstindige Induktion: Fiir jedes n € N ist die Zahl
102n—1 +34n—2
durch 19 teilbar.

Aufgabe 3. Der Divisionssatz besagt, dass es fiir jedes Zahlenpaar m € N und n € N
eindeutig bestimmte Zahlen ¢ € Ny und r € {0,1,...,m — 1} gibt, sodass n = gm +r.
Verfasse einen Algorithmus mit Input (m,n) und Output (q,r), der lediglich die fol-
genden Operationen/Abfragen verwendet:
e Addition (+)
e Subtraktion (—)
e Abfrage, ob eine Gleichung oder Ungleichung erfiillt ist (=, <, <).

Fiithre den Algorithmus an der Tafel mit dem Input m = 22 und n = 153 durch.

Aufgabe 4. Bestimme alle Zahlen m,n € N, fiir die gilt

(a) ggT(m,n) =7 und kgV(m,n) = 2730.

(b) ggT(m,n) =1 und kgV(m,n) = 36.

Hinweis: Die Identitdat ggT(m,n) - kgV(m,n) = m - n darf verwendet werden.
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Aufgabe 5. Finde mithilfe des euklidischen Algorithmus fiir die folgenden Zahlenpaa-
re (m,n) den grofiten gemeinsamen Teiler d und Zahlen a und b, sodafl am + bn = d.

(a) (231,142) (b) (228,141)
(c) (89,55) (d) (2023,314)

Aufgabe 6. Sei F), die Folge der Fibonacci-Zahlen, gegeben durch die Rekursion
Fob=F =1 Foipn=F,+F,1

Zeige, daBl geT(F,, F,,+1) = 1 fiir jedes n (Induktion).

Aufgabe 7. Zeige, dal 2" — 1 keine Primzahl ist, wenn n keine Primzahl ist.

Aufgabe 8. Zeige: Wenn k£ > 6 und sowohl £ — 1 als auch k£ + 1 Primzahlen sind, dann
ist k£ durch 6 teilbar.

Aufgabe 9. Finde (mit dem Computetﬂ) die kleinste Zahl n € N, fiir die n? + n + 41
keine Primzahl ist.

2Der entsprechende Code /die Vorgangsweise ist zu prisentieren!
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Untersuche in den folgenden Aufgaben, welche der angegebenen Relationen die Eigen-
schaften Reflexivitdt, Symmetrie, Antisymmetrie, Transitivitdt, Aquivalenzrelation
oder Halbordnungsrelation erfiillen und bestimme ggf. die Aquivalenzklassen.

Aufgabe 10.

(a) X = N Relation mRn <= 2|m-n

(b) X =Z,zRy <= x-y>0.

(c) X eine beliebige Menge, Relation zRy <= = # v.

Aufgabe 11. X = {a,b,c,d}, R entsprechend der folgenden Tabelle:

‘ a b ¢ d
a| X
b|x X x X
c| X X X
d X

Aufgabe 12. Sei X = {1,2,3,4,5,6}. Bilde die kleinste Aqqivalenzrelation auf A, die
die Elemente (1,3), (6,3) und (4,5) enthélt. Bestimme die Aquivalenzklassen und ein
Repréasentantensystem.

Aufgabe 13. Sei X eine Menge und R eine Relation auf X. Die inverse Relation R™! ist
definiert durch
rR'y <= yRu.
Die Verkniipfung zweier Relationen S = Ry - Ry ist definiert durch
xSy <= dz:xRiz N zRyy
Sei X eine Menge von Personen und R die Relation
xRy <<=z ist ein Kind von y

Welche Relationen stellen die Verkniipfungen R- R, R™!'- Rund R- R~! dar?

Aufgabe 14. Zeige die Elferprobe: Eine Zahl n € 7Z ist genau dann durch 11 teilbar,
wenn die alternierende Quersumme durch 11 teilbar ist, d.h., mit der Ziffernentwicklung

n= ZailOi

ist n durch 11 teilbar genau dann, wenn

Zai(—l)i

durch 11 teilbar ist.
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Aufgabe 15. Es gibt zwei Standards der Internationalen Standardbuchnummer.
(1) Die alte ISBN-10 hat 10 Ziffern, x;xexs - - - 19, mit xq,x9,...,29 € {0,1,...,9}
und z19 € {0,1,...,9}U{X}, wobei das Symbol X fiir den Wert 10 steht und die
letzte Ziffer x1y eine Priifziffer ist, sodafl

r1+2x9 +3x3+ -+ 929 + 102190 =0 mod 11

(2) Die neue ISBN-13 hat 13 Ziffern, z;29253-24 - - - 213, wobei z; € {0,1,...,9} und der
Prifix 212923 entweder 978 oder 979 ist und die letzte Ziffer z13 eine Priifziffer ist,
sodaf3

21+ 32 +23+324+ 211 + 3212+ 213 =0 mod 10.
(a) Berechne die Priifziffern der folgenden unvollsténdigen ISBN
310403060
978-0-676-97800
(b) Erkldre, warum auch die Regel
102y + 929 + 8x3+ - -+ 2209+ 210 =0 mod 11

fiir die Uberpriifung einer ISBN-10 verwendet werden kann.

(c) Begriinde, dafl die Priifziffer einer ISBN-10 nach einem Eingabefehler (d.h., eine Ziffer
falsch oder 2 benachbarte Ziffern vertauscht) nicht mehr korrekt ist.

(d) Gilt das auch fir ISBN-13?

Aufgabe 16. Berechne, wenn moglich, [13]y,}, [15]5;! und [16]y,".
Aufgabe 17. Fiir welche n € Nist 43 =1 mod n?

Aufgabe 18. Bestimme alle Losungen = € Z der Gleichungen

(a) 152 =10 mod 25

(b) 152 =9 mod 25

Aufgabe 19. Bestimme alle Losungen (z,y) € Z? des linearen Gleichungssystems
dr +2y =5 mod m

¥ =7 b =11

3r+5y =5 mod m fitr (a) m () m

Aufgabe 20. Bestimme alle Losungen der diophantischen Gleichung

63r — 12y =15
Aufgabe 21. Lise das Kongruenzgleichungssystem
r=1 mod?5)
r=2 mod?7
r=3 mod 8
Aufgabe 22. Lose, wenn moglich, die folgenden Kongruenzgleichungssysteme
r=2 mod 3 r=2 modbH
(a) *=3 mod9 () *=3 mod9

=1 mod 10 z =2 mod 10
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Aufgabe 23. Bestimme, wenn moglich, alle Losungen der folgenden Kongruenzglei-
chungssysteme.

r=1 mod®6 r=1 mod®6
r=5 mod 14 r=9 mod 14
(a) x =13 mod 15 (0) xr =13 mod 15
r=33 mod 35 r =33 mod 35
Aufgabe 24. Berechne 23! mod 3465.

Hinweis:
(1) 3465 in Primfaktoren p¥ zerlegen.
(2) 231 mod p¥ fiir alle Primfaktoren berechnen.
(3) Die Losung mit dem chinesischen Restsatz ermitteln.

Aufgabe 25. Welche der folgenden Strukturen (X, o) bilden Halbgruppen, Monoide,
Gruppen? In welchen gilt das Kommutativgesetz? Bestimme ggf. das neutrale Element,
die invertierbaren Elemente und die jeweiligen Inversen.

a. (Q,0) mit zoy =2+ 2y b. (N,0) mit z oy = max(z, y).

c. (N,o) mit x oy = min(x,y). d. (Np,0) mit xoy = |z —y|.

e. (R\{-1},o)mitzoy=a+y+zy. f X beliebig, zoy=uz.
g. Sei U eine Menge, und X = {A : A C U} die Potenzmenge ausgestattet mit der

Verkniipfung
AoB=ANB

h. X wie vorher mit der Verkniipfung
AoB=AAB:=(A\B)U(B\ A)
Aufgabe 26. Erginze die folgende Verkniipfungstabelle so, dafl die Gruppenaxiome
erfiillt sind. Welches ist das neutrale Element? Ist die Gruppe abelsch?
ola b ¢ d
d a b
d c

a b d
d

Es kann die Tatsache verwendet werden, dafl genau eine Losung existiert.

Aufgabe 27. Wir betrachten das Quadrat ABC'D und seine Symmetrien. Wir bezeichnen
mit a und b die Transformationen

S

f=p)

IS

a:A—= B b:A— B D C
B— A B—C b
C— D D L

— Cw— A g
Dw—C D— A AR

(a) Zeige, daBB boa = a o b3.

(b) Stelle alle Transformationen des Quadrats in der Form a™ o " dar.
(c) Erstelle die Verkniipfungstabelle.
d)

(

Bestimme die Linksnebenklassen der Untergruppe {e, a}.
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Aufgabe 28. Berechne ¢(2023) und ¢(10125000).
Aufgabe 29. Ermittle ohne Taschenrechner Zahlen a, b, ¢, sodafl
=a mo ) =b mo ) =¢ mo )
(254)20%3 d77 (25" =b mod 77 142087 d 60

Hinweis: Sollte der Satz von Euler-Fermat nicht direkt anwendbar sein, den chinesischen
Restsatz wie in Aufgabe [24] anwenden!

Aufgabe 30. (a) Berechne die Eulersche Funktion ¢(m) fiir die Zahl m = 6885.

(b) Zeige, dal a?®Y+! £ ¢ mod 81 genau dann gilt, wenn ggT(a,81) € {3,9,27}.

(c) Zeige, daBl a?®)+1 £ ¢ mod 6885 genau dann gilt, wenn ggT(a,81) € {3,9,27}.
Hinweis: Chinesischer Restsatz!

(d) Uberpriife diese Tatsachen am Computer fiir a € {1,2,...,6885}.

Aufgabe 31 (Asmuth-Bloom-Verfahren). Der chinesische Restsatz kann verwendet wer-
den, um ein Geheimnis auf n Personen so aufzuteilen, dal mindestens k Personen nétig
sind, um es zu 16sen. Hier ist n = 3 und k£ = 2.

e Wihle positive teilerfremde Zahlen mqy < mq < mo < ms, sodal moms < mims.

e Das Geheimnis ist eine Zahl 0 < r < my. Wahle eine zufillige natiirliche Zahl ¢,

sodass a = r + tmg < myma.

e Berechne ¢; = a mod m; fiir i = 1,2, 3.

e Die Zahl my ist offentlich bekannt, das Geheimnis wird wie folgt aufgeteilt: Alice

erhalt (¢, my), Bob erhilt (cy, ms) und Charlie erhélt (c3,mg).

e Um die geheime Zahl r wiederherzustellen, miissen mindestens zwei, zum Beispiel

Alice und Bob, gemeinsam das Gleichungssystem
r=c; modmy

. l6sen und kénnen dann » = x mod mg berechnen.

T =cy mod my

(a) Begriinde, warum am Ende x = r mod my ist. Worauf ist dabei zu achten?

(b) Seien konkret my = 5, m; = 7, mg = 9, m3 = 11. Angenommen, Alice erhélt das
Paar (0,7) und Bob erhilt das Paar (6,9). Wie lautet das Geheimnis 7 Kann ¢
rekonstruiert werden? Welches Paar (c3, m3) hat Charlie erhalten?

(c) Angenommen, Charlie erhélt das Paar (8,11) und die Information, dafl 0 < ¢ <5 ist
(er kennt m; und my nicht). Welche moglichen Werte hat 77

Aufgabe 32. (a) Beschreibe und berechne einen Diffie-Hellman-Schliisselaustausch mit
den Parametern p =31, g=7,a =13, b= 11.
(b) Zu einem Diffie-Hellman-Schliisselaustausch seien folgende Daten bekannt:
g=28 p =29
m = 10 n =16

Bestimme die geheimen Parameter a, b und den Schliissel r!



Diskrete Mathematik ICE SS2023 02.05.2023 Ubungsblatt Ne0Q7

Aufgabe 33. Erstelle ein Schema des Diffie-Hellman-Merkle-Schliisselaustauschs fiir drei
Teilnehmer, sodaf§ am Ende alle drei Teilnehmer den gleichen Schliissel haben. Wie kann
man die ausgetauschten Botschaften so biindeln, dafl moglichst wenige Kontakte getétigt
werden miissen?

Fithre den Austausch anhand des Beispiels p = 41, g = 11, a = 11, b = 12, ¢ = 13
durch (Computer erlaubt).

Aufgabe 34. Gegeben sei m = 1363.
(a) Welche der folgenden Zahlen sind als 6ffentliche RSA-Schliissel geeignet (Begriindung!)?

r=21 r=23 r =25

Berechne die zugehorigen inversen Schliissel.
(b) Wihle einen geeigneten Schliissel und verschliissle die Botschaft

“FAKENEWS”

mit der Konvention aus der Vorlesung (Bsp (11.8); ohne Stérzeichen).
(c) Die folgende Nachricht wurde mit dem Schliissel » = 17, m = 1363 verschliisselt.

579, 304, 816]

Finde den inversen Schliissel s und entschliissle die Botschaft.
Hinweis: Fiir die Zwischenrechnungen ist ein Computer erlaubt.

Aufgabe 35. Die Ver- und Entschliisselungen beim RSA-Verfahren koénnen effizienter
gestaltet werden, wenn man die Potenzfunktionen e,,(x,k) = 2* mod m zunichst die
Funktionen e,(z, k) = ¥ mod p und e,(z, k) = z¥ mod ¢ berechnet und dann das Er-
gebnis mit Hilfe des chinesischen Restsatzes ermittelt. Verwende dieses Prinzip, um die
folgende Aufgabe ohne elektronische Hilfsmittel zu losen:

Fir den RSA-Algorithmus wurde der 6ffentliche Schliissel m = 119 und r» = 13 be-
kanntgegeben.

(a) Verschliissle die Nachricht (14,42).
(b) Berechne den Geheimschliissel s und entschliissle die Botschaft.
(c) Berechne eine digitale Signatur fiir die Nachricht (33, 5).

Aufgabe 36. Begriinde, warum im RSA-Verfahren anstelle von ¢(m) = (p — 1)(¢ — 1)
auch die Zahl A(m) = kgV(p — 1,q — 1) verwendet werden kann.
Hinweis: Chinesischer Restsatz!

Aufgabe 37. Das folgende Beispiel illustriert, dal die Wahl kleiner Schliissel die Sicher-
heit des RSA-Verfahrens verringert.

Tom schickt die gleiche Botschaft an seine Freunde Basti, Siggi und Wolfi, die ihm
vorher die o6ffentlichen Schliissel (m; = 1003, = 3), (mgy = 1081,ry = 3) und (m3 =
1189, 73 = 3) bekanntgegeben haben. Die drei verschliisselten Botschaften sind jeweils
y1 = (38,163,327), yo = (426,955,989) und y3 = (891,728, 144). Entschliissle die Bot-
schaft, ohne die Primfaktorzerlegung der Schliissel m; durchzufiihren (Computer oder
Taschenrechner fiir Zwischenrechnungen ist zugelassen).

Aufgabe 38. Uberpriife anhand von Wahrheitstafeln, ob die folgenden Aussageformen
dquivalent sind:

(a) (A—» B) - Cund A - (B— C)
(b) (A — B)— (BvVC)und (A— B)VC.
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Aufgabe 39.

(a) Formalisiere folgende Aussagen mittels Aussagenlogik.
e Von A, B und C gilt genau eines.
e Von A, B und C gelten genau zwei.
e Von A, B und C gilt mindestens eines.

(b) Bestimme jeweils die n-KNF und die n-DNF.

Aufgabe 40. Bestimme die n-KNF und die n-DNF der Formel (AV B) — C

Aufgabe 41. Der Speiseplan einer Mensa folgt folgenden Regeln:

(i) Wenn es keine Mehlspeise gibt, dann muf} es eine Suppe geben.
(ii) Wenn es Suppe und Mehlspeise gibt, dann gibt es keinen Salat.
(iii) Wenn es Salat gibt oder keine Mehlspeise dabei ist, darf es keine Suppe geben.

Stelle die Bedingungen als logische Aussageformen Py, P, P3 dar und bestimme eine
moglichst einfache Formel, die zu P, A P, A P3 dquivalent ist.

Aufgabe 42. Graf Orlofsky wurde letzten Donnerstag zwischen 11:00 und 13:00 aus
dem Fenster seiner Jacht ins Meer gestiirzt und ist ertrunken. Der Koch ist um 12:00
vom Vordeck ins Innere der Jacht gekommen und hat nichts bemerkt. Um am Koch
vorbeizukommen, mufl der Mérder entweder am Vormittag mit einem Schliissel iiber den
Steg und durch die Eingangstiir in die Jacht gekommen sein oder am Nachmittag aus
einem Boot direkt durchs Fenster eingestiegen sein. Inspektor Kottan vermutet einen der
drei Erben Alois, Bob oder Clemens als Morder. Alois hat als einziger einen Schliissel,
kann aber wegen seines Gipsfufles nicht durchs Fenster gestiegen sein. Alois und Bob
haben beide ein Alibi fiir den Vormittag, aber keines nach 12 und Clemens hat kein Alibi
fiir die Zeit vor 12, wohl aber am Nachmittag. Wer von den dreien kommt als Moérder in
Frage?

Hinweis: Prizise Aussagen formulieren (wie S: “M hat einen Schliissel”, F: “M kann
durchs Fenster steigen”, etc.), zu einer logischen Formel verkniipfen und nacheinander die
Hypothesen iiberpriifen, dafl A, B, oder C' der Morder ist.

Aufgabe 43. Orpheus steht in der Unterwelt vor drei Tiiren, von denen genau eine in
die Freiheit fiihrt.

e Auf der linken Tiir steht: hier geht es hinaus.
e Auf der mittleren Tiir steht: rechts geht es nicht hinaus.
e Auf der rechten Tiir steht: hier geht es nicht hinaus.

Mindestens eine Aufschrift ist wahr und mindestens eine Aufschrift ist falsch. Wo geht es
hinaus?

Aufgabe 44. Beweise mit den Regeln des logischen Schlieﬁensﬂ den Modus Tollens
(P = @) A=Q) = ~P.

Aufgabe 45. Zeige durch logisches Schlielen, dass die folgenden drei Formeln dquivalent
sind:
A— (B—C) B— (A—C) (ANB) = C

3siche https://www.math.tugraz.at/idm-1v/dmi/2023/Uebungsblaetter/logikregeln.pdf


https://www.math.tugraz.at/idm-lv/dmi/2023/Uebungsblaetter/logikregeln.pdf
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Aufgabe 46. Bestimme die Menge der Folgerungen, die aus der Prémissenmenge
P:<— A— (B—C)
Py:<— AV ((BAC)V (=BA-C))
P;.<— B—-C

hergeleitet werden konnen.

Aufgabe 47. Entscheide mittels Resolutionskalkiil/DPLL, ob die folgenden Aussagefor-
men erfiillbar sind und bestimme alle giiltigen Belegungen.

(a) (CV-D)N(AV B)AN(=BV-C)AN(mAV B)A(—-BVCV D)

(b) (C = (AVB)AN(CVD)AN(A— D)N(B— A)A(=BV D)

Aufgabe 48. Zeige mithilfe des DPLL-Algorithmus, dafl die Ecken eines Fiinfecks nicht

mit zwei Farben gefdrbt werden konnen, sodafl benachbarte Ecken jeweils verschiedene
Farben bekommen.

Aufgabe 49.
(a) Auf einem 3 x 3-Raster sind Lampen angebracht und sollen so geschaltet werden, dafl
je nach Zeile oder Spalte die angezeigte Anzahl von Lampen brennt.

717072

71701
717171
1 2 1

Formuliere diese Bedingungen in KNF mit logischen Variablen A4; ;, 7,5 = 1,2, 3.
(b) Finde mittels Resolution/DPLL alle giiltigen Belegungen, fiir die die Lampe im mitt-
leren Feld brennt, d.h., 5(Ag) = 1.

Aufgabe 50. Driicke die folgenden Aussagen iiber natiirliche Zahlen in Prédikatenlogik
mit folgender Signatur aus (Grundmenge X = N):

Konstante: 1

Funktionssymbole: +, —, -

Relationssymbole: =

(a) a teilt b.

(b) p ist eine Primzahl.

(¢c) a ist kongruent zu b mod n
(d) kgV(a,b) = ab.

Aufgabe 51. Bestimme die freien und gebundenen Variablen der Formel
(V2(Q(z) AVzP(z,y))) V ByP(z,y))

Aufgabe 52. Bringe folgende Formel auf Pranex-Normalform:
Va((Yy3zR(x,y, z)) A IzVy—R(z,y, 2))

Aufgabe 53. Welche der folgenden Schliisse sind korrekt?

(a) VedyR(z,y) = JzR(z,x)

(b) yVaR(x,y) = FzR(z, )

(c) (VazIyVz(R(x,y) A R(y, z) — R(x,z2))) AVadyR(x,y) = VaVyR(z,y)
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Aufgabe 54. Wieviele Fahnen mit drei Streifen kann man mit den Farben rot, griin,
weif3, schwarz und blau bilden, sodafl benachbarte Streifen verschiedene Farben haben?
(d.h. rot-weiss-rot ist erlaubt, aber nicht rot-rot-weiss).

(a) Wenn oben und unten unterscheidbar ist? (d.h., RWG ist verschieden von GWR).

(b) Wenn oben und unten nicht unterscheidbar ist? (d.h., RWG und GWR ist die gleiche
Fahne).

(c) Wieviele Fahnen mit & Streifen aus n Farben kann man jeweils bilden?

Aufgabe 55. Wieviele ganzzahlige Losungen hat die Gleichung
Ty +To+ -+ Tp="n

unter der Voraussetzung

(a) z; > 0 fiir alle j;

(b) z; > 0 fiir alle j.

Wie héingen die Losungen zusammen?

Aufgabe 56. Bestimme die Anzahl der ganzzahligen Losungen der Gleichung
£L'1+£C2+ZC3+£C4+ZC5: 19

unter den Bedingungen

(a) =; >0 fiir i = 1,2,3,4,5;

(b) x; >0 firi=1,2,3,4 und x5 > 5;

(¢) z; >0furi=1,2,3,0< x4 <4und 0 < z5 < 4.

Aufgabe 57. Wieviele Losungen (xy, T, ..., T2,) € {+1, —1}*" hat die Gleichung

Ty +To+ -+ 29, =07

Aufgabe 58. Zeige mit kombinatorischen Argumenten, daf3
n\ (n—k n k+j n\[n-—7j
(k)( j ):<k+j>( k >2(3)< k )
Aufgabe 59.

(a) Wieviele 5-stellige Telephonnummern enthalten mindestens eine Ziffer, die mehrmals
vorkommt?
(b) Wieviele 5-stellige Telephonnummern enthalten genau eine Ziffer, die mehrmals vor-
kommt?
Unterscheide jeweils die Félle, ob die Nummern mit 0 beginnen diirfen oder nicht.

Aufgabe 60.

(a) Auf wieviele Arten kann man die Buchstaben des Wortes MISSISSIPPI zu einem
Anagramm anordnen?

(b) Auf wieviele Arten kann man die Buchstaben des Wortes MISSISSIPPI so anordnen,
daBl weder alle I's, S noch P’s jeweils hintereinander stehen?

Aufgabe 61. Wieviele Zahlen aus {1,2,...,1500} sind durch 2, 3 oder 5 teilbar?
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Aufgabe 62. Seien A4, B,C C X endliche Mengen und bezeichne B = X \ B. Leite die
Formel

|AUBUC| =|A|+|BNC|+|BNC|+|BNC|-|[AnBNC|-|AnBNC|-|[AnBNC
her.

Aufgabe 63. Gegeben sei die Zahlenfolge a,, = n-2" + 3". Finde geschlossene Ausdriicke
fiir die erzeugenden Potenzreihen

(@) Fla)=) au" (1) Bla)=)

Letztere bezeichnet man als exponentielle erzeugende Potenzreihe.

Aufgabe 64. Bestimme mittels erzeugender Funktionen die Anzahl der Auswahlmoglich-
keiten von 7 Kugeln aus einer Urne mit 6 weiflen, 6 roten und 6 schwarzen Kugeln, wobei
nur eine gerade Zahl weifler, eine ungerade Zahl schwarzer, und eine durch 3 teilbare Zahl
roter Kugeln entnommen werden darf.

Hinweis: Die Reihenfolge der Kugeln soll keine Rolle spielen.

Aufgabe 65. Zeige mit Hilfe der Binomialreihe (C.2.6), dass fiir n € N die Reihenent-

wicklung
1 O~ (n+k-1\ ,
(1_@”—2;( n—1 )

gilt.

Aufgabe 66. Auf wieviele Arten kann man 25 Cent mit 7 Miinzen bezahlen?
Hinweis: Beispiel (C.2.23) mit der Bewertung @ — k..

Aufgabe 67. Berechne fiir alle n

n
Sy = E k2.
k=1

d d 1
Idm xdwl—x

(2) verwende Bemerkung (C.2.24) um die erzeugende Funktion ) | s,,2™ zu bestimmen.
(3) Verwende Aufgabe [65, um eine Formel fiir deren Koeffizienten herzuleiten.

Hinweis:
(1) Betrachte

Aufgabe 68. Berechne Formeln fiir die Koeffizienten a,, und b,, der Potenzreihen

—1322+zx+2 —8x2+14x -7
k k

E = b E b =

(a) kzoakx 623 +a22—4x+1 (b) prd KL 43 —8x2+5x—1

Hinweis zu (b): Skriptum C.2.15.

Aufgabe 69. Lose die Rekursionsgleichungen
(a) Upio — Qpi1 — 3ap, =2", n>0 ag =1 a; =2
(b) Upio — 20p41 —8ap, = (n+1)2", n>0 ap =1 a; =1
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Aufgabe 70. Zwei Graphen G; und G5 heiflen isomorph, wenn es eine bijektive Abbildung
f : V(Gy) — V(Gs) zwischen beiden Knotenmengen gibt, sodass [z,y] € E(G)) <=
[f(z), f(y)] € E(Gs). Isomorphe Graphen werden iiblicherweise identifiziert. Die folgenden
Bilder zeigen sechs Graphen, von denen jeweils zwei zueinander isomorph sind. Finde die
drei isomorphen Paare und begriinde jeweils, warum Graphen aus verschiedenen Paaren
nicht isomorph sind.

Aufgabe 71. Bestimme alle nicht-isomorphen Graphen mit n = 2, 3, oder 4 Knoten
(nicht-zusammenhéngende Graphen miteingeschlossen).

Aufgabe 72.
(a) Zeige, dass in einem ungerichteten Graphen G die Relation

xRy <= 4 Weg von x nach y

eine Aquivalenzrelation ist.

(b) Welche Relation erhélt man, wenn man “Weg” durch “Pfad” ersetzt?

(c) Weise nach, dass die entsprechende Aussage fiir gerichtete Wege in gerichteten Gra-
phen falsch ist. Welche Eigenschaften einer Aquivalenzrelation sind nicht erfiillt?

Aufgabe 73. Sei G = (V, E) ein Graph. Der Abstand d(z,y) zwischen zwei Knoten « und
y ist die Lange des kiirzesten Weges von x nach y. Der Durchmesser von G ist definiert
als

diam(G) = max d(x,y).

z,yeV

fiir alle x € V.
,x) fur alle x,y € V.
x,z)+d(z,y) fir alle z,y,z € V.
lle z € V gibt es ein y € V sodass d(z,y) > % diam(G).

- -



Aufgabe 74. Die Gradfolge eines Graphen ist die Folge der Grade der einzelnen Knoten
in absteigender Ordnung.

(a) Bestimme alle moglichen Gradfolgen eines Graphen mit vier Knoten (nicht-zusam-
menhéngende Graphen miteingeschlossen).
(b) Ist es moglich, Graphen (ohne Schleifen und Mehrfachkanten) mit den folgenden Grad-
folgen zu konstruieren?
() (33.33) (i) (4.3.2,1)
(i) (3,3,3,2,1) (iv) (1,1,1,1,1)
(c¢) Finde zwei zueinander nicht isomorphe Graphen mit der Gradfolge (3,3, 3, 3,2, 2).

(d) Zeige, dafl die Gradfolge eines Graphen nicht aus lauter verschiedenen Zahlen bestehen
kann, d.h., in jedem Graphen haben mindestens zwei Knoten den gleichen Grad.

Aufgabe 75. Gegeben sei der Graph G = (V| E) mit Knotenmenge V' = {1,2,3,4,5,6}
und Kanten
E = {[1’ 2]7 [174]7 [27 3]’ [27 4]7 [27 5]7 [3a 4]7 [37 5]7 [3a 6]a [47 5]7 [57 6]}

(a) Bestimme die Adjazenzmatrix und die Anzahl der Wege der Lénge 6 von Knoten 2
nach Knoten 5.
(b*) Berechne eine Formel fir die Anzahl der Wege von Knoten 2 nach Knoten 5.

Hinweis: Die Hilfe des Computers ist erlaubt.
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Aufgabe 76. Gegeben sei der Graph

Finde, wenn moglich, einen Eulerschen Kreis bzw. Weg mithilfe des Algorithmus von
Fleury.

Aufgabe 77. Sei G ein ungerichteter Graph mit Kanten ey, es, ..., e,,. Der Kantengraph
L(G) ist der folgendermaflen definierte ungerichtete Graph:

Die Knoten von L(G) sind ey, ey, ..., €.
[v;,v;] ist eine Kante von L(G) genau dann, wenn e; und e; einen gemeinsamen
Knoten in G haben.

) Zeichne die Kantengraphen von Ks, Ky, K3, K3 und Cg:

D@<%@

K23

(b) Ein Eulerscher Graph ist ein Graph, der einen Eulerschen Kreis besitzt. Zeige, dass
der Kantengraph eines Eulerschen Graphen wieder Eulerscher Graph ist.
Gilt auch die Umkehrung?

Aufgabe 78. Zeichne alle nicht isomorphen Baume mit
(a) 6 Knoten (b) 7 Knoten
Aufgabe 79. Zeichne den Baum mit Knoten V' = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} und Kanten
B = {[1,5],[1,8], [1,9, [2,3], [2.7], 2, 8], [4,7], [6, 8},
und ermittle seinen Priifer-Codd’] Rekonstruiere den Baum anschlieBend aus dem erhal-

tenen Priifer-Code.

fehlt noch im Skriptum, siche Vorlesung am 15.6. oder Wikipedia https://en.wikipedia.org/
wiki/Pruefer_sequence


https://en.wikipedia.org/wiki/Pruefer_sequence
https://en.wikipedia.org/wiki/Pruefer_sequence

Aufgabe 80. Bestimme einen
(a) BFS-Spannbaum (b) DFS-Spannbaum

ausgehend vom Knoten Nr. 1 des Graphen

NB: Die einzelnen Schritte und den Stand der Knotenliste ausfiihrlich dokumentieren!

Aufgabe 81. Bestimme alle Spannbdume des Graphen

Aufgabe 82. Bestimme mit dem Algorithmus von Kruskal alle minimalen Spannbédume
des folgenden gewichteten Graphen:

2
4 3
1 2
L
4
0]
b} 1 3
4 2

Aufgabe 83. Sei GG der bipartite Graph mit den Seiten A = {aj,as,...,a5} und B =
{b1,bs,...,bs}, sowie der Kantenmenge

E = {[ah bQ]v [ah b4]’ [an b2]7 [aQ’ b4]7 [a?n b3]v [a’37 b4]’ [a?n b5]7
[a47 bl]v [a47 bQ]ﬂ [CL47 b3]7 [a47 b4]7 [a47 b5]7 [a57 62]7 [CL5, b4]}

Erweitere das Matching M = {[as, b), [as, bs], [a4, b4]} durch einen augmentierenden Pfad

P (unter Verwendung von BFS, jeweils Knoten mit kleinstem Index wihlen). Ist das
erhaltene Matching M’ = MAFE(P) ein maximales Matching in G?
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Aufgabe 84. Auf Z sei die Relation
mRn <= m und n enthalten die gleichen Primteiler

gegeben. Stelle fest (mit ausfiihrlicher Begriindung), ob die Eigenschaften

Reflexivitét
Symmetrie
Antisymmetrie
Transitivitat

erfiillt sind und ob es sich um eine Aquivalenzrelation oder Ordnungsrelation handelt.
Aufgabe 85. Lose das Kongruenzgleichungssystem

x=7 mod9

r=10 mod 11

r=11 mod 16

mithilfe des chinesischen Restsatzes — unter Verwendung des euklidischen Algorithmus
und NICHT durch erraten.
Zusatzfrage: Welches ist die kleinste positive Losung?
Aufgabe 86. Bestimme die multiplikative Inverse von 5 modulo 144, d.h.
[5]_1 in Z144.
Wieviele Zahlen k € {1,2,...,143} besitzen eine multiplikative Inverse modulo 1447
Aufgabe 87. Gegeben sei die Zahl m = 65. Welche der folgenden Werte fiir r sind als

Verschliisselungsschliissel zuldssig (Begriindung!)?
Finde (fiir die zuléssigen r) den jeweiligen inversen Schliissel s.

(a) r=3

(b) r=25

(c) r=29

Aufgabe 88. Bestimme n-KNF und n-DNF der logischen Aussageform

C — (AV B)
Aufgabe 89. Zeige mit den Regeln des logischen Schliefens (Skriptum (D.5.7); ohne
Verwendung von Wahrheitstafeln) die logische Aquivalenz der Aussageformen
P:«— (AANB)— (CVD) Q<= B—(A— (CVD))
Aufgabe 90. Bestimme einen geschlossenen Ausdruck fiir die erzeugende Potenzreihe
A(z) der Folge a,, gegeben durch die Rekursionsgleichung
Ay — Q1 —3ap—2+ (n+1)3"=0 n>2

mit den Anfangswerten ap = 1 und a; = 1. (Partialbruchzerlegung und Reihenentwicklung
ist nicht erforderlich).

Aufgabe 91. Gegeben sei der (ungerichtete) Graph G mit Knoten V(G) = {1,2,3,4}
und Kanten {[1, 2], [1, 3], [1, 4], [2, 3], [3,4]}. Bestimme die Adjazenzmatrix und die Anzahl
der Wege der Lange 8 vom Knoten 1 zum Knoten 2.



