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5. Übungsblatt (22.4.2021)

Beispiel 5.1. Sei X = {1,2,3,4,5,6}. Finden Sie die kleinste Menge R ⊆ X × X, die die
Elemente (1,4), (6,4) und (3,5) enthält und eine Äquivalenzrelation ist. Bestimmen Sie
anschließend die Äquivalenzklassen und ein Repräsentantensystem.

Beispiel 5.2. Zu einer Menge X bezeichnen wir mitA(X) die Menge aller Äquivalenzrelationen
auf X. Auf A(X) definieren wir die Relation

R1 ≤ R2 ∶⇐⇒ R1 ⊆ R2

(wobei wir R1,R2 als Teilmengen von X ×X auffassen).

(a) Zeigen Sie, dass ≤ eine Ordnungsrelation auf A(X) ist.

(b) Für x ∈X und R1,R2 betrachten wir die Äquivalenzklassen

C1(x) ∶= {y ∈X ∣ xR1y} und C2(x) ∶= {y ∈X ∣ xR2y}

und die Prädikate

P (x)∶ C1(x) ⊆ C2(x),

Q(x)∶ C1(x) ⊊ C2(x).

Formulieren Sie mit Hilfe dieser Prädikate sowie mit Quantoren und Junktoren aussagen-
logische Formeln (also Formeln wie ∀x ∈X ∶Q(x) oder (∃x ∈X ∶P (x))∧(∀y ∈X ∶ ¬Q(y))),
die äquivalent zu den folgenden Aussagen sind.

(i) R1 ≤ R2;

(ii) (R1 ≤ R2) ∧ (R1 /= R2);

(iii) R1 /≤ R2.

Beispiel 5.3. Zeigen Sie, dass

xRy ∶⇐⇒ x − y ∈ Z

eine Äquivalenzrelation auf R ist und bestimmen Sie die Äquivalenzklassen und ein Re-
präsentantensystem.

Beispiel 5.4. Zeigen Sie, dass die Teilbarkeitsrelation

mRn ∶⇐⇒ m ∣ n

eine Ordnungsrelation auf N ist, die außerdem die Bedingung

(kRm ∧ kRn) Ô⇒ kR(m + n)

erfüllt.
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