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Aufgabe 1. (a) Schreibe das gesamte griechische Alphabet eigenhéndig (in GroB- und
Kleinschreibung).

(b) Benenne die folgenden Symbole und finde jeweils alle, die nicht dem griechischen
Alphabet entstammen.

afymEn(Oyxwdedhnhdorbppevvtdbdov

ABTAVMYNOIAYXTH+XIMTAR=ZEHKQW

Aufgabe 2. Die sieben Samurai sind zusammen 332 Jahre alt. Zeige, dafl drei von ihnen
so gewahlt werden konnen, dafl sie zusammen mindestens 142 Jahre alt sind.

Aufgabe 3. Ist es moglich, die Ziffern 1-9 nacheinander so anzuordnen, dass zwischen 1
und 2, 2 und 4, 4 und 5, 5 und 7, sowie 7 und 8 jeweils eine ungerade Anzahl von Ziffern
steht?

Aufgabe 4. Wir betrachten folgende Bedingungen:

(1) Es stehen fiinf Hauser in einer Reihe nebeneinander (von links nach rechts). Jedes
Haus hat eine andere Farbe.

(2) In jedem Haus wohnt eine Person einer anderen Nationalitét.

(3) Jede Person bevorzugt ein bestimmtes Getrank, spielt ein bestimmtes Musikin-
strument und halt ein bestimmtes Haustier.

(4) Alle fiinf Getrénke, Musikinstrumente und Haustiere sind verschieden.

und die folgenden Angaben:

1) Der Violinist wohnt neben dem, der eine Katze halt.

) Der Déne lebt im roten Haus.

) Der Brite trinkt gerne Tee.

) Das griine Haus steht direkt links vom weiflen Haus.

) Der Norweger wohnt im ersten Haus.

) Im gelben Haus steht ein Klavier.

) Der Deutsche spielt Trompete.

) Der Bewohner des mittleren Hauses trinkt gerne Milch.
) Der Violinist hat einen Nachbarn, der gerne Bier trinkt.
) Der Gitarrist hélt eine Vogel.

) Der Schwede hélt einen Hund.

) Der Norweger wohnt neben dem blauen Haus.

) Der Flotenspieler trinkt gerne Wasser.

) Der Mann mit dem Pferd wohnt neben dem, der Klavier spielt.
(15) Der Besitzer des griinen Hauses trinkt gerne Kaffee.

Frage: Wem gehort der Fisch?
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Aufgabe 5. Konstruiere Wahrheitstafeln fiir die folgenden Formeln:

(a) ((AAB)A (=B VC))
(b) (A« (B+ ()

Aufgabe 6. Zeige anhand von Wahrheitstafeln die Aquivalenz
(AVB) - C< (A= C)N(B—C)

Aufgabe 7. Inspektor Kottan hat drei Tatverdachtige: Schrammel, Schremser und Pilch.
Folgende Zusammenhange sind bekannt:

(a) Ist Schrammel unschuldig, dann ist Pilch Mittéter.
(b) Wenn Schrammel oder Schremser zu den Tétern gehoren, dann ist Pilch unschuldig.
(c) Wenn Pilch oder Schrammel unschuldig sein, dann ist Schremser ein Mittéater.

Formalisiere den Sachverhalt und 16se den Fall!

Aufgabe 8. Auf einem entfernten Planeten sagen Mathematiker immer die Wahrheit
und Physiker immer die Unwahrheit. Untersuche die folgenden Situationen und stelle
fest, welche Konstellationen moglich sind:

(a) A sagt: “B ist ein Mathematiker.”

B sagt: “A ist kein Mathematiker.”
(b) A sagt: “B ist ein Mathematiker.”

B sagt: “A ist ein Physiker.”

Aufgabe 9. Bestimme alle paarweise nicht-dquivalenten Aussageformen, die aus den
Variablen A und B sowie dem Junktor — (Implikation) aufgebaut werden konnen.

Aufgabe 10. Formalisiere folgende Aussagen mittels Aussagenlogik.

e Von A, B und C gilt genau eines.
e Von A, B und C' gelten genau zwei.
e Von A, B und C' gilt mindestens eines.

Aufgabe 11. (a) Lies den Monolog des Mephistopheles (Verse 1908-1941 aus Goethes
Faust I).
(b) Formalisiere die Verse 1928-1933 und bringe sie auf méoglichst kompakte Form. Letz-
tere lauten:
Der Philosoph, der tritt herein
Und beweist Euch, es miifit so sein:
Das Erst war so, das Zweite so,
Und drum das Dritt’ und Vierte so;
Und wenn das Erst’ und Zweit’ nicht war,
Das Dritt’ und Viert’ war nimmermehr.
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Aufgabe 12. Zeige mit den Regeln des logischen Schliefens! die Allgemeingiiltigkeit des
Ausdrucks
(A= B)AN(B—-C)— (A—C)
Aufgabe 13. (a) Zeige anhand eines Beispiel, daf§ die Aussagen
(Vae€e A: P(a)) — Q und Vae A: (P(a) = Q)

im Allgemeinen nicht dquivalent sind.
(b) Finde Préadikate P(x) und Q(z) iiber z € R, sodafl die Aussage

Ve eR: (P(x) — Q(z))
falsch ist und die Aussage
(VxeR: P(x)) —» (Vz € R: Q(x))
wahr ist.

Aufgabe 14. Zeige, dafl folgende Aussagen dquivalent sind:

(a) ACB
(b) AUB=B
(c) ANB=A
(d) A\B=10

Aufgabe 15. Zeige (anhand von Venndiagrammen und durch formale Logik):
(a) AA(BAC) = (AAB)AC
(b) AN(BAC)=(ANB)A(ANC)

"https://www.math.tugraz.at/idm-1v/dmnawi/2019/Uebungsblaetter/logikregeln.pdf
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Aufgabe 16. Untersuche, ob die folgenden Relationen R C X x X reflexiv, symme-
trisch, transitiv, antlsymmetrlsch konnex oder asymmetrisch sind. Welche Relationen
sind Aqulvalenz- welche Ordnungsrelationen? Bestimme ggf. die Aquivalenzklassen und
ein Reprasentantensystem.

(i) X =N, Relation: mRn <= 2|(m - n).

(i) X =R? Relation: (z1,x2) R(y1,y2) <= 72 < 4.

(iii) X = ]R2 Relation: (x1, 22)R(y1,y2) <= 1 < 1 A xg < 1.

(iv) A eine Menge X =P(A)\ {0}, Relation: 2Ry <= z Ny # 0.

(v) X beliebig, Relation: zRy <= x # y.

Aufgabe 17. Vervollstandige den Beweis von Satz 2.12 aus der Vorlesung: Sei X eine
Menge und Z C P(X) eine Partition von X, dann wird durch

r~y:<—=dJAeZ:xecANyec A
eine Aquivalenzrelation auf X definiert, sodaB X/. = Z.

Aufgabe 18. Sei X eine Menge.

(a) Auf X sei eine Familie (R;);e; von Aquivalenzrelationen R; C X x X gegeben. Zeige,
daB R = [,c; R ebenfalls eine Aquivalenzrelation auf X ist.

(b) Konstruiere ein Beispiel fiir zwei Aquivalenzrelationen R; und Ry auf einer Menge X,
sodafl Ry U Ry keine Aquivalenzrelation ist.

(c) Sei A C X x X eine beliebige Teilmenge. Zeige, dafl es eine eindeutige minimale
Aquivalenzrelation Ry auf X gibt, sodaB A C Ry, d.h., daf fiir jede Aquivalenzrelation
R mit A C R auch Ry C R gilt.

(d) Sei X = {1,2,3,4,5,6,7}. Bestimme die kleinste Aquivalenzrelation, die die Menge
A=1{(1,3),(1,4),(2,7)} enthilt, und die Aquivalenzklassen.
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Aufgabe 19. Zeige, dal durch
(x,y) ~ (u,v) <=z —y=u—v

eine Aquivalenzrelation auf R? definiert wird. Bestimme die Faktormenge R?/.. und in-
terpretiere sie geometrisch.

Aufgabe 20. Seien X und Y Mengen und f : X — Y eine Funktion. Zeige, dafl durch
z o~y = flr) = fy)
eine Aquivalenzrelation auf X definiert wird und da8 die Funktion
f:X/.—=Y
[z] = f(x)
wohldefiniert und injektiv ist.

Aufgabe 21. Wir betrachten die Menge {a,b,c,d, e, f,g, h} mit der durch das folgende
Hasse-Diagramm gegebenen Ordnungsrelation.

h
|

g
d /e N f
a b c
(a) Bestimme, wenn existent, alle minimalen und maximalen Elemente sowie Maximum
und Minimum.
(b) Zihle alle Ketten? auf.

(c) Zihle alle Antiketten® auf.
(d) Bestimme, wenn moglich, die folgenden Infima® und Suprema?®:

aVce,aNhc,eNV f,dVagdNgdNe dANf,dV f

2Eine Kette ist eine totalgeordnete Teilmenge.

3Eine Antikette ist eine Teilmenge mit paarweise unvergleichbaren Elementen.
4Das Infimum = A y von zwei Elementen ist die grofte untere Schranke.

®Das Supremum z V y von zwei Elementen ist die kleinste obere Schranke.
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Aufgabe 22. Bestimme das Hasse-Diagramm der teilgeordneten Menge 11, aller Parti-
tionen der Menge {1, 2, 3,4} mit der Ordnungsrelation

21§ZQ:<:>VA621§|B€ZQ:A§B.

Aufgabe 23. Zeige, dal aus jeder Menge von 10 verschiedenen natiirlichen Zahlen eine
Teilmenge ausgewahlt werden kann, deren Summe durch 10 teilbar ist.

Aufgabe 24. Nach einer Uberschwemmung wurden aus dem Lager eines Schuhgeschéfts
600 Schuhe gerettet, und zwar jeweils 200 in den Groflen 41, 42 und 43. Von den 600
Schuhen sind 300 linke und 300 rechte Schuhe. Zeige, dafl mindestens 100 passende Paare
gebildet werden konnen.

Aufgabe 25. Seien X eine endliche Menge mit | X| = m Elementen und Y = {1,2,...,n}
eine Menge mit n Elementen. Zeige: Wenn Zahlen r; € N gegeben sind mit ry +7+ -+ -+
r, < m + n, dann gibt es fiir jede Funktion f : X — Y ein Element ¢ € Y, sodafl

[f7H@)] = s

Aufgabe 26. (a) Wieviele ungerade Zahlen zwischen 1000 und 9999 haben lauter ver-
schiedene Ziffern?
(b) Wieviele ungerade Zahlen haben lauter verschiedene Ziffern?
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Aufgabe 27. Herr S. macht Urlaub auf Ibiza und schickt jeweils eine Postkarte an jeden
seiner 3 Freunde. Es stehen 6 Motive mit tiirkisen Stranden und 5 Motive mit Pferden zur
Auswahl, insgesamt also 11 verschiedene Motive. Wieviele Kombinationen von Postkarten
sind moglich, wenn

(i) es egal ist, wer welche Postkarte bekommt.
(ii) es auch darauf ankommt, wer welche Postkarte bekommt.
und
(a) alle Motive verschieden sein miissen.
(b) auch gleiche Motive vorkommen diirfen.
Was éndert sich, wenn

(a") sein bester Freund unbedingt ein Pferd haben will?
(b’) mindestens ein Strand dabei sein soll?

Aufgabe 28. (a) Wieviele verschiedene 7-stellige Telephonnummern konnen aus den Zif-
fern 1, 1, 1, 2, 2, 3, 4 gebildet werden?

(b) Wieviele dieser Nummern beginnen mit 17 mit 27 mit 37 mit 47

(c) Wir schreiben die gefundenen Telephonnummern der Grofie nach in eine Liste. An
welcher Stelle steht die kleinste Zahl, die mit 3 beginnt?

(d) wie (c), welche Telephonnummer steht an der 240. Position?

(e) Wieviele verschiedene 7-stellige Telephonnummern kénnen aus den Ziffern 1, 1, 2, 2,
3, 3, 4 gebildet werden, sodal benachbarte Ziffern verschieden sind?

Aufgabe 29. Wieviele natiirliche Zahlen n < 10° konnen weder als Quadrat n = k2,
noch als Kubikzahl n = k3, noch als Potenz n = k° fiir ein k € N dargestellt werden?

Aufgabe 30. Beweise durch kombinatorische Argumente:

Y k " =n2nt
()
k=1
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Aufgabe 31. Ein Fixpunkt einer Abbildung f : X — X ist ein Element x € X, sodafl
f(z) = x. Bestimme die Anzahl der bijektiven Abbildungen f : X — X, die keinen
einzigen Fixpunkt besitzen, wenn | X| = n.
Hinweis: Inklusion-Exklusion.
{TL} _ 2n—1 -1
2

Aufgabe 32. (a) Zeige, dafl
(b) Sei n = pk. Bestimme die Anzahl der Mengenpartitionen von {1,2, ..., n}, sodafl alle
Klassen k£ Elemente enthalten.

Aufgabe 33. Zeige, daf} die Folge B,, der Anzahl der Mengenpartitionen einer n-elementigen

Menge die Rekursion
" /n
Bn+1 = E (k?) By,

k=0
erfullt.

Aufgabe 34. Seien X und Y Mengen mit | X| = n und |Y| = n—3. Zeige, da die Anzahl
aller surjektiven Funktionen von X nach Y gegeben ist durch
n!(n —2)(n — 3)2
48
Aufgabe 35. Zeige mit kombinatorischen Argumenten, dafl

i

k=0
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Aufgabe 36. Sei M,, die Menge aller Gitterpfade (yo,y1,...,yn) der Linge n, die die
Bedingungen
Yo = Yn =0, ye > 0,k=0,1,....n luk — 1| < L kE=1,2,...,m;

d.h., die Hohendifferenz zwischen benachbarten Punkten ist —1, 0, oder 1. Zeige, dafl die
Anzahl M, = |M,,| dieser Pfade die Rekursionen

n—2
(a) My =M,y + Y MM, 54
k=0
5] n
M =
(b) M, Z(%)ck

k=0
erfillt, wobei C), die aus der Vorlesung bekannte Folge der Catalanzahlen bezeichnet.

Aufgabe 37. (a) Wir betrachten 2n Punkte auf einem Kreis und verbinden sie zu Paaren
wie in der untenstehenden linken Abbildung. Wieviele solche Paarungen gibt es?

(b) Zeige, daBl die Anzahl der Paarungen, die sich nicht gegenseitig iiberkreuzen (rechte
Abbildung), durch die Catalanzahlen C,, gegeben ist.

(c) Zeige, daB die Anzahl der unvollstindigen Paarungen (d.h., Partitionen in Klassen
mit hochstens 2 Elementen) von n Punkten, die sich nicht gegenseitig kreuzen, durch
die Zahl M, aus der vorhergehenden Ubung gegeben ist.

Hinweis: es kann hilfreich sein, den Kreis an einer Stelle aufzuschneiden und auszurollen.

10 11 10 11

Aufgabe 38. Zeige, dafl es unter 8 natiirlichen Zahlen ny,ns, ..., ng € {1,2,...,15} stets
drei Paare mit der gleichen Differenz gibt.

Aufgabe 39. Zeige: Es gibt eine ganze Zahl der Form 11111...1, die durch 2019 teilbar
ist. Gib eine obere Schranke fiir diese Zahl an.

Aufgabe 40. Zeige (z.B. durch Induktion), da8 fiir jedes n € N und jedes a € N die Zahl
a**! — q durch 6 teilbar ist.
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Aufgabe 41. Berechne mit dem euklidischen Algorithmus ggT(m, n) sowie Zahlen a und
b, sodaBl ggT(m,n) = am + bn fir die folgenden Zahlenpaare:

(144,89) (7" + 1,7 —1)  (4711,2019)  (332211,112233)

Aufgabe 42. Zeige (ohne Verwendung der Primfaktorzerlegung), daf fiir beliebige Zahlen
m,n € N gilt
ggT(m,n) - kgV(m,n) =m-n.

Aufgabe 43. Bestimme
min{126a + 266b + 315¢ | a,b,c € Z} NN

sowie Koeffizienten a, b, ¢, fiir die das Minimum angenommen wird.

Aufgabe 44. Seien a, b, c € Z Zeige (ohne Verwendung der Primfaktorzerlegung): Wenn
albc und ggT(a,b) = 1, dann gilt alc.

Aufgabe 45. Seien a,b,c € Z mit (a,b) # (0,0) und d = ggT(a,b). Wir betrachten die
Gleichung
ar +by =c
Zeige:
(a) Die Gleichung besitzt eine ganzzahlige Losung genau dann, wenn d|c.
(b) Sei (z0,yo) eine Losung, dann haben alle anderen Losungen die Form (xﬁ—k%, Yo—k%)
fiir ein k € Z.
Hinweis: Aufgabe 44.
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Aufgabe 46. Bestimme alle Losungen x € Z der Gleichungen

(a) 152 =10 mod 25
(b) 152 =9 mod 25

Aufgabe 47. Zeige: Es gibt unendlich viele Primzahlen p mit p =3 mod 4.

Aufgabe 48. Zeige die Elferprobe: Eine Zahl n € Z ist genau dann durch 11 teilbar,
wenn die alternierende Quersumme durch 11 teilbar ist, d.h., mit der Dezimalentwicklung
n=> a;10° gilt
|n < 11> a(-1).
Aufgabe 49. (a) Zeige:
a=b modm; A a=b modmy <= a=b modm
wobei m = kgV(my, ms).
(b) Folgere daraus, dafl die Losung des Kongruenzgleichungssystems
r=c¢; modmy

T =cy mod my

r=c¢, modm,
eindeutig ist modulo m = mymsy - - - m,,, wenn ggT'(m;, m;) = 1 fir i # j.

Aufgabe 50. Berechne 23' mod 900.
Hinweis: Rechne modulo der Primfaktoren (900 = 4-9-25) und ermittle das Endresultat
mit dem chinesischen Restsatz.

Zusatzaufgabe. Die folgende Tabelle zeigt die Umlaufzeiten (U) der frei sichtbaren Pla-
neten, sowie die Zeit in Tagen (D), die am 7.1.2020 jeweils vergangen sind, seit jeder
einzelne das letzte Mal den Punkt der Wintersonnenwende durchlaufen ist.

U D
Merkur 88 49
Venus 225 14

Erde 365 24 h % gl 8/ 2 é
Mars 687 272
Jupiter 4333 2141
Saturn | 10759 3275

Wir nehmen der Einfachheit halber an, dafl das Sonnensystem fix ist und sich der Punkt
der Wintersonnenwende nicht &ndert. Wieviele Tage sind seit dem letzten Shangyuan
vergangen, d.h., seit dem Zeitpunkt, als alle Planeten zur Wintersonnenwende am 21.De-
zember in einer Reihe standen wie in der Skizze?

Hinweis: Mit dem Computer berechnen! Um den chinesischen Restsatz anwenden zu
konnen, vorher Aufgabe 49 anwenden.
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Aufgabe 51. Bestimme, wenn moglich, alle Losungen der folgenden Kongruenzglei-
chungssysteme.

=1 mod®6 =4 mod®6
(a) =3 mod 10 (b) =2 mod 10
=5 mod 15 =7 mod 15

Aufgabe 52. Seien a,b € Z und m,n € N mit d = ggT(m,n). Zeige, dafi das Kongru-
enzgleichungssystem

z=a modm
z=b modn

genau dann losbar ist, wenn a = b mod d.

Aufgabe 53. Sei m € N eine ungerade Zahl mit Primfaktorzerlegung m = p¥'ph> ... pkr.
Bestimme die Anzahl der Losungen der Gleichung
=1 modm

in Z,,.
Hinweis: Verwende Aufgabe 49 und die Tatsache, dal eine ungerade Primzahl p nicht
gleichzeitig x + 1 und x — 1 teilen kann.

Aufgabe 54. (a) Seien a,b € Z und m € N, dann gilt
a—>b | a™ — o™
(b) Sei n € N eine Zahl mit der Eigenschaft, dal 2" + 1 € P. Zeige, daB n = 2* fiir ein

ke N.
(c) Sei n € N eine Zahl mit der Eigenschaft, dal 2" — 1 € P. Zeige, da n € P.
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Aufgabe 55. Wir betrachten die Funktionen

0:N—= N c:N— N
nl—>Zd nl—>Zd
1<z‘i<n 1§z‘i<n
d|n d|n

Eine Zahl heifit perfekt wenn §(n) = n. Zeige:
(a) Wenn ggT(a,b) =1, dann ist o(a - b) = o(a)o(b).
(b) Wenn p = 2% — 1 € P, dann ist n = 2¥~1(2% — 1) perfekt.

Aufgabe 56. Berechne ohne Hilfsmittel in Zsq

(@ B 0 27
Aufgabe 57. Zu einem Diffie-Hellman-Schliisselaustausch seien folgende Daten bekannt:
g=3 p =113
m = 54 n =42

Bestimme wenn moglich die geheimen Parameter a, b und den Schliissel r!

Aufgabe 58. Gegeben sei der RSA-Schliissel m = 2701, r = 1085.

(a) Verschliissle die Botschaft (3,4, 5).

(b) Bestimme den inversen Schliissel s und entschliissle die Botschaft (2374, 601, 356).
Hinweis: Fiir einen Teil der Berechnungen ist wahrscheinlich ein Computer erforderlich.

Aufgabe 59. Sei D = {3k + 1| k € No}.

(a) Zeige, daBl D mit der iiblichen Multiplikation ein Monoid (=Halbgruppe mit 1) ist.

(b) Eine Zahl a € D mit d > 1 heifit irreduzibel, wenn sie nicht in der Form a = b - ¢,
b,c € D\ {1} geschrieben werden kann. Bestimme alle irreduziblen Elemente < 100.

(c) Zeige, daBl jedes Element a € D als Produkt von irreduziblen Elementen geschrieben
werden kann.

(d) Zeige, dafl die Zerlegung in irreduzible Elemente nicht eindeutig sein mu8.

(e) Ein Element p € D heifit prim wenn gilt:

p‘ab — p‘a\/p‘b.
Zeige, dafl 4 nicht prim ist.
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Aufgabe 60. Zeige, dafl in einem ungerichteten Graphen G die Relation
x Ry<=d Weg von z nach y

eine Aquivalenzrelation ist. Welche Relation erhélt man, wenn man “Weg” durch “Pfad”
ersetzt?

Aufgabe 61. Die Gradfolge eines Graphen ist die Folge der Grade der einzelnen Knoten
in absteigender Ordnung. Ist es moglich, Graphen (ohne Schleifen und Mehrfachkanten)
mit den folgenden Gradfolgen zu konstruieren?

(a) (3,3,3,3) (b) (4,3,2,1)
(¢) (3,3,3,2,1) d) (1,1,1,1,1)

Aufgabe 62. Ein Baum ist definiert als zusammenhéangender, kreisfreier Graph. Zeige,
daB fiir einen endlichen Graphen G = (V, E) die Aussage “G ist ein Baum” zu jeder der
drei folgenden Eigenschaften aquivalent ist.

(a) G ist zusammenhéngend und |E| = |V| —1

(b) Fiir je zwei Knoten u und v gibt es genau einen Pfad von u nach v.

(c) G ist kreisfrei und das Hinzufligen einer beliebigen neuen Kante erzeugt einen Kreis.

Aufgabe 63. Sei G = (V, E) ein Graph. Der Kantengraph von G ist der Graph L(G) =
(E,W) wobei [e1,e5] € W <= ¢e;Ney # 0. (In Worten: Die Knoten von L(G) sind die
Kanten von GG und zwei Kanten werden verbunden, wenn sie einen Knoten gemeinsam ha-

ben). Zeige: Wenn der Graph G eine Eulersche Tour besitzt, dann auch der Kantengraph.
Gilt auch die Umkehrung?

Aufgabe 64. Gegeben sei der folgende Graph.
d @

a @ o)

Bestimme die Adjazenzmatrix und die Anzahl der Wege der Lange 7 vom Knoten a zum
Knoten b.



