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Aufgabe 1. Untersuche, ob die folgenden Relationen R € X x X reflexiv, symmetrisch, transi-
tiv, antisymmetrisch, konnex oder asymmetrisch sind. Welche Relationen sind Aquivalenz-, wel-

che Ordnungsrelationen? Bestimme ggf. die Aquivalenzklassen und ein Représentantensystem.
(i) X = N, Relation: mRn <= 2|(m-n).

(ii) X = R? Relation: (z1,22)R(y1,12) <= Ta < ¥o.

(iii) X = R?, Relation: (1, 12)R(y1,92) == 1 <Y1 A o < UYo.

(iv) A eine Menge, X = P(A)\{J}, Relation: 2Ry < zny# .

(v) X beliebig, Relation: Ry <= x # y.

Aufgabe 2. Vervollstdndige den Beweis von Satz 2.12 aus der Vorlesung: Sei X eine Menge
und Z < P(X) eine Partition von X, dann wird durch

r~y:<— dJAeZ:xeAryeA
eine Aquivalenzrelation auf X definiert, sodaB X /. = Z.

Aufgabe 3. Sei X eine Menge.

(a) Auf X sei eine Familie (R;)i.; von Aquivalenzrelationen R; € X x X gegeben. Zeige, daf
R = (,.; Ri ebenfalls eine Aquivalenzrelation auf X ist.

(b) Konstruiere ein Beispiel fiir zwei Aquivalenzrelationen R; und R, auf einer Menge X, sodaB
R; U Rs keine Aquivalenzrelation ist.

(¢) Sei A € X x X eine beliebige Teilmenge. Zeige, da8 es eine eindeutige minimale Aquivalenzrelation
Ry auf X gibt, sodaB A < Ry, d.h., daB fiir jede Aquivalenzrelation R mit A < R auch
Ry < R gilt.

(d) Sei X = {1,2,3,4,5,6,7}. Bestimme die kleinste Aquivalenzrelation, die die Menge A =
{(1,3),(1,4),(2,7)} enthélt, und die Aquivalenzklassen.

Aufgabe 4. Sei M eine Menge von Mengen. Zeige, dal durch

A~ B:< |A| =|B]|
eine Aquivalenzrelation auf M definiert wird.
Aufgabe 5. Seien X und Y Mengen und f : X — Y eine Funktion. Zeige, dafl durch

s~y f(z) = f(y)
eine Aquivalenzrelation auf X definiert wird und dafl die Funktion

f:X/.—-Y
[x] = f(z)

wohldefiniert und injektiv ist.
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Aufgabe 6. Wir betrachten die Menge {a, b, c,d, e, f, g, h} mit der durch das folgende Hasse-
Diagramm gegebenen Ordnungsrelation.

h
|
g
d /e N f
a b c
(a) Bestimme, wenn existent, alle minimalen und maximalen Elemente sowie Maximum und
Minimum.
(b) Zshle alle Ketten' auf.

(c) Zéahle alle Antiketten* auf.
(d) Bestimme, wenn méglich, die folgenden Infima® und Supremal:

ave,ancev f,dvgdngdnedn fdv f

Aufgabe 7. Bestimme das Hasse-Diagramm der teilgeordneten Menge 11, aller Partitionen der
Menge {1, 2, 3,4} mit der Ordnungsrelation

Z1< 2y« VAe Z1Be Z,: AC B.

Aufgabe 8. Zeige, dafl aus jeder Menge von 10 verschiedenen natiirlichen Zahlen eine Teil-
menge ausgewahlt werden kann, deren Summe durch 10 teilbar ist.

Aufgabe 9. Zeige: Aus fiinf Punkten in der Ebene mit ganzzahligen Koordinaten (d.h., gegeben
sind Py, Ps, ..., Ps € Z*) kann man immer zwei auswiihlen, sodafl deren Mittelpunkt ebenfalls
ganzzahlige Koordinaten hat.

Aufgabe 10. Seien X eine endliche Menge mit | X| = m Elementen und Y = {1,2,...,n} eine
Menge mit n Elementen. Zeige: Wenn Zahlen r; € N gegeben sind mit ry +ro+---+7, < m+n,
dann gibt es fiir jede Funktion f: X — Y ein Element i € Y, sodaf} | f~(:)| = r;.

'Eine Kette ist eine totalgeordnete Teilmenge.

*Eine Antikette ist eine Teilmenge mit paarweise unvergleichbaren Elementen.
*Das Infimum x A y von zwei Elementen ist die grofite untere Schranke.

IDas Supremum z v y von zwei Elementen ist die kleinste obere Schranke.
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Aufgabe 11. Beweise durch kombinatorische Argumente:

; k " =n2" 1
>(3)
k=1

Aufgabe 12. (a) Wieviele verschiedene 7-stellige Telephonnummern kénnen aus den Ziffern
1,1, 1, 2,2, 3, 4 gebildet werden?

(b) Wieviele dieser Nummern beginnen mit 1?7 mit 27 mit 37 mit 47

(c) Wir schreiben die gefundenen Telephonnummern der Gréfie nach in eine Liste. An welcher
Stelle steht die kleinste Zahl, die mit 3 beginnt?

(d) wie (c), welche Telephonnummer steht an der 240. Position?

(e) Wieviele verschiedene 7-stellige Telephonnummern kénnen aus den Ziffern 1, 1, 2, 2, 3, 3,
4 gebildet werden, sodafl benachbarte Ziffern verschieden sind?

Aufgabe 13. Wieviele natiirliche Zahlen n < 10° kénnen weder als Quadrat n = k%, noch als
Kubikzahl n = k3, noch als Potenz n = k® fiir ein k € N dargestellt werden?

Aufgabe 14. Ein Palindrom ist ein Wort, das von vorne und von hinten gelesen den sel-
ben Ausdruck ergibt; z.B. OTTO, RENNER, RELIEFPFEILER, AXXUXXA, etc. Wieviele
9-buchstabige Palindrome gibt es iiber dem lateinischen Alphabet?

Aufgabe 15. Bei wievielen n-ziffrigen Dezimalzahlen sind die Ziffern von links nach rechts
aufsteigend sortiert? (Die erste Ziffer darf keine 0 sein; zwei auf einander folgende Ziffern diirfen
gleich sein). Wie lautet die Antwort, wenn die Ziffern paarweise verschieden sein miissen?

Aufgabe 16. Ein Fixpunkt einer Abbildung f : X — X ist ein Element z € X, sodafl
f(x) = z. Bestimme die Anzahl der bijektiven Abbildungen f : X — X, die keinen einzigen
Fixpunkt besitzen, wenn |X| = n.

Hinweis: Inklusion-Exklusion.

Aufgabe 17. (a) Zeige, dafl

-
2

(b) Sei n = pk. Bestimme die Anzahl der Mengenpartitionen von {1, 2, ..., n}, sodafl alle Klas-
sen k Elemente enthalten.
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Aufgabe 18. Sei D,, die Anzahl der Permutationen ohne Fixpunkt aus Aufgabe 16.
(i) Zeige, dass diese Zahlen die Rekursion

D, =(n—1)(Dy_1+ Dy,_2)

erfiillen.
(ii) Folgere daraus die Rekursion

Dn = nDn_l + (-1)”

(iii) Zeige mit kombinatorischen Argumenten, dass

nl = zn: (Z) Doy

k=0
Aufgabe 19. Seien X und Y Mengen mit |X| = n und |Y| = n — 3. Zeige, dafl die Anzahl
aller surjektiven Funktionen von X nach Y gegeben ist durch
n!(n —2)(n — 3)?
48
Aufgabe 20. Zeige mit kombinatorischen Argumenten, dafl

n:n n k
m Z{k}m

Aufgabe 21. Bestimme die Anzahl der Permutationen des Wortes ABRACADABRA, in denen

kein A neben einem anderen zu stehen kommt.

Aufgabe 22. Bestimme die Anzahl der k-elementigen Teilmengen der Menge {1,2,...,n}, in
denen keine zwei aufeinanderfolgenden Zahlen enthalten sind.
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Aufgabe 23. Bestimme die Anzahl der ganzzahligen Losungen der Gleichung
T1+To+23+T4+ 25 = 19

jeweils mit den Nebenbedingungen

(a) z; = 0 fir 1 <i<5;

(b) z; =0 fir 1 <i<4und x5 = 5;

(c) ; 20fiir 1 <i<3,0<2y<4und 0 <z5<4.

Aufgabe 24. Sei p(n) die Anzahl der Partitionen A — n, d.h., die Anzahl der Zerlegungen

n=>\1+)\2+---+/\k mit )\12)\222)% Zeige:

(a) p(2n | alle \; gerade) = p(n)

(b) p(n | alle A\; ungerade) = p(n | alle \; verschieden)

Hinweis: Finde jeweils eine bijektive Funktion zwischen den beiden Mengen von Partitionen.

Aufgabe 25. Sei M,, die Menge aller Gitterpfade' (yo, 91, ...,¥,) der Linge n, die die Bedin-
gungen
yozynzov yk>07k20717"'7n |yk‘_yk—1|<17k:1727"'7n;

d.h., die Hohendifferenz zwischen benachbarten Punkten ist —1, 0, oder 1.
Zeige, dafl die Anzahl M,, = |[M,,| dieser Pfade

n—2

(a) die Rekursion M, = M,_y + > MyM, 54
k=0
5,
(b) die Identitit M, = ) (%) Ch

k=0
erfiillt, wobei C,, die aus der Vorlesung bekannte Folge der Catalanzahlen bezeichnet.

Aufgabe 26. Eine Triangulierung eines konvexen n-FEcks ist eine Partition der Flache des-
selben durch sich gegenseitig nicht schneidenden Diagonalen. Zeige, dafl die Anzahl T, der
Triangulierungen des n-Ecks fiir n > 3 die Rekurrenzrelation

To= 3 TerTuoks
k=3

erfiillt. Dabei ist T, := 1.

THier sind die z-Koordinaten weggelassen. In der Notation der Vorlesung entspricht das den Gitterpunkten
(0,%0), (L,41), ---, (n,yp) und die erlaubten Schritte sind (1,1), (1,0), (1, —1).
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Aufgabe 27. Finde fiir 1 < k < 4 jeweils ein Modell, das das k-te Axiom von Peano verletzt
und die drei anderen erfiillt.

Aufgabe 28. Berechne mit dem euklidischen Algorithmus ggT(m,n) sowie Zahlen a und b,
sodafl ggT(m,n) = am + bn fir die folgenden Zahlenpaare:
(144,89) (7" + 1,72 —1)  (4711,2019)  (332211,112233)

Aufgabe 29. Zeige mit dem euklidischen Algorithmus, dass die Zahlen m = 9k + 4 und
n = 11k + 5 fiir beliebiges k € Z koprim sind und bestimme Zahlen a, b € Z sodafl am + bn = 1.

Aufgabe 30. Zeige (ohne Verwendung der Primfaktorzerlegung), dafi fiir beliebige Zahlen
m,n € N gilt
ggT(m,n)-kgV(m,n) =m - n.

Aufgabe 31. Bestimme
min{126a + 266b + 315¢ | a,b,c € Z} NN

sowie Koeffizienten a, b, ¢, fiir die das Minimum angenommen wird.

Aufgabe 32.

(a) Seien a, b, c € Z Zeige (ohne Verwendung der Primfaktorzerlegung): Wenn a|bc und ggT'(a, b) =
1, dann gilt alc.

(b) Seien a,b, c € Z mit (a,b) # (0,0) und d = ggT(a,b). Wir betrachten die Gleichung

ar + by =c

Zeige: Die Gleichung besitzt eine ganzzahlige Losung genau dann, wenn d|c.
(c) Sei (o, o) eine Losung, dann haben alle anderen Lésungen die Form (zq + k2, yo — k2) fiir
ein k € Z.



Diskrete Mathematik (NAWT) SS2025 Ubungsblatt Ne07
05.05.2025

Aufgabe 33. Zeige: Wenn 2" — 1 eine Primzahl ist, dann ist auch n eine Primzahl.

Aufgabe 34. Sei o(n) = >, d. Eine Zahl heifit vollkommen, wenn o(n) = 2n. Zeige:

(a) Wenn ggT(m,n) = 1, dann ist o(mn) = o(m)o(n).
(b) Wenn 2P — 1 eine Primzahl ist, dann ist 2°~!(2? — 1) eine vollkommene Zahl.
(c) Sei n eine vollkommene Zahl, dann ist }| dlncll = 2.

Aufgabe (Fleissaufgabe zu 34).
(a) Zeige, daB es keine ungeraden perfekten Zahlen gibt.
(b) Finde eine ungerade perfekte Zahl.

Aufgabe 35. Zeige: Es gibt eine ganze Zahl der Form 11111...1, die durch 123456789 teilbar
ist. Gib eine obere Schranke fiir diese Zahl an.

Aufgabe 36. Zeige die Elferprobe: Eine Zahl n € Z ist genau dann durch 11 teilbar, wenn die
alternierende Quersumme durch 11 teilbar ist, d.h., mit der Dezimalentwicklung n = > a;10
gilt

n = 11 Y a-1).

Aufgabe 37. Zeige, dafl p? =1 mod 24 fiir jede Primzahl p > 5 gilt.

Aufgabe 38. Bestimme, wenn moglich, die folgenden Inversen:
42l (43l [44]im
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Aufgabe 39. Zeige: Es gibt unendlich viele Primzahlen p mit p =3 mod 4.

Aufgabe 40. Berechne 23 mod 900.
Hinweis: Rechne modulo der Primfaktoren (900 = 4 -9 - 25) und ermittle das Endresultat mit
dem chinesischen Restsatz.

Aufgabe 41. Seien a,b € Z und m,n € N mit d = ggT(m,n). Zeige, dafi das Kongruenzglei-
chungssystem

r=a modm
r=0b modn
genau dann losbar ist, wenn ¢ = b mod d.
Aufgabe 42. Zeige:
a=b modm; A a=b mod ms — a=b modm
wobei m = kgV(my, ma).

Aufgabe 43. Bestimme, wenn moglich, alle Losungen der folgenden Kongruenzgleichungssy-
steme.

=1 mod®6 =4 mod?6
(a) =3 mod 10 () x=2 mod 10
r=5 mod 15 r=7 mod 15

Aufgabe 44. Sei m € N eine ungerade Zahl mit Primfaktorzerlegung m = ptiph* ... phkr,

Bestimme die Anzahl der Losungen der Gleichung
#2=1 modm

in Z,,.

Hinweis:

Verwende den chinesischen Restsatz und die Tatsache, dafl eine ungerade Primzahl p nicht
gleichzeitig © + 1 und x — 1 teilen kann.

Aufgabe (Fleissaufgabe). Die folgende Tabelle zeigt die Umlaufzeiten (U) der frei sichtbaren
Planeten, sowie die Zeit in Tagen (D), die am 13.5.2025 jeweils vergangen sind, seit jeder
einzelne das letzte Mal den Punkt der Wintersonnenwende durchlaufen ist.

U D
Merkur 88 65
Venus 225 166

Erde 365 151 h % f &/ 2 ?-
Mars 687 163 @
Jupiter 4333 4093
Saturn | 10759 5227

Wir nehmen der Einfachheit halber an, daf§ das Sonnensystem fix ist und sich der Punkt der
Wintersonnenwende nicht éndert. Wieviele Tage sind seit dem letzten Shangyuan vergangen,
d.h., seit dem Zeitpunkt, als alle Planeten zur Wintersonnenwende am 21.Dezember in einer
Reihe standen wie in der Skizze?

Hinweis: Mit dem Computer berechnen! Um den chinesischen Restsatz anwenden zu koénnen,
vorher Aufgabe 42 anwenden.
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Aufgabe 45.
(a) Berechne ¢(2025) und ¢(10125000).
(b) Ermittle ohne Taschenrechner Zahlen a, b, sodaf$l

(25H2°% = mod 77 31!

32025

)=b mod 77

Aufgabe 46.

(a) Berechne die Eulersche Funktion ¢(m) fir die Zahl m = 6885.

(b) Zeige, daB a¥®V+! % a mod 81 genau dann gilt, wenn ggT(a,81) € {3,9,27}.

(c) Zeige, daB a®(68%9)+1 £ g mod 6885 genau dann gilt, wenn ggT(a, 81) € {3,9,27}.
Hinweis: Chinesischer Restsatz!

Aufgabe 47.
(a) Zeige, daB fiir jeden Teiler d von n gilt

p(n/d) = {a|1<a<nngel(an)=d
(b) Zeige, dafl

Aufgabe 48.
(a) Beschreibe und berechne einen Diffie-Hellman-Merkle-Schliisselaustausch mit den Parame-
tern p=31,9g=3,a=13,b=11.
(b) Zu einem Diffie-Hellman-Merkle-Schliisselaustausch seien folgende Daten bekannt:
g=38 p =29
g" =24 g' =18
Bestimme die geheimen Parameter a, b und den Schliissel r = g%.

Aufgabe 49. Gegeben sei der RSA-Schliissel m = 2701, r = 1085.

(a) Verschliissle die Botschaft (3,4,5).
(b) Bestimme den inversen Schliissel s und entschliissle die Botschaft (2374, 601, 356).

Hinweis: Fiir einen Teil der Berechnungen ist wahrscheinlich ein Computer erforderlich.

Aufgabe 50. Das folgende Beispiel illustriert, dal die Wahl kleiner Schliissel die Sicherheit
des RSA-Verfahrens verringert.

Agent Krasnov schickt dreimal die gleiche Botschaft an seine Kumpel Bibi, Eli und Vladi,
die ihm vorher die offentlichen Schliissel (m; = 1003,r; = 3), (me = 1081,7y = 3) und
(m3 = 1189, r3 = 3) bekanntgegeben haben. Die drei verschliisselten Botschaften sind jeweils
y1 = (205,444, 16), yo = (664, 1024, 19) und y3 = (1074, 40, 334).

Entschliissle die Botschaft, ohne die Primfaktorzerlegung der Schliissel m; durchzufiithren (Com-
puter oder Taschenrechner fiir Zwischenrechnungen ist zugelassen).
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Aufgabe 51. Die Gradfolge eines Graphen ist die Folge der Grade der einzelnen Knoten in
absteigender Ordnung. Ist es moglich, Graphen (ohne Schleifen und Mehrfachkanten) mit den
folgenden Gradfolgen zu konstruieren?

(@) (3,3,3,3) (b) (4,3,2,1)
() (3,3,3,2,1) (d) (1,1,1,1,1)

Aufgabe 52. Zwei Graphen G; und G5 heiflen isomorph, wenn es eine bijektive Abbildung
f : V(G1) — V(Gs) zwischen beiden Knotenmengen gibt, sodass [z,y] € E(G;) <=
[f(x), f(y)] € E(G2). Isomorphe Graphen werden iiblicherweise identifiziert. Die folgenden
Bilder zeigen sechs Graphen, von denen jeweils zwei zueinander isomorph sind. Finde die drei
isomorphen Paare.

Aufgabe 53. Es gibt 64 = 2(2) Arten, einen Graphen auf den 4 Knoten .. zu zeichnen.
Bestimme die alle Isomorphieklassen und die jeweilige Kardinalitit; z.B. sind die folgenden

Graphpaare isomorph
*———@ q
*—@ S IS K

Aufgabe 54. Ein Baum ist definiert als zusammenh&ngender, kreisfreier Graph. Zeige, daf fiir
einen endlichen Graphen G = (V| F) die folgenden Aussage dquivalent sind.

(i) G ist ein Baum.
(ii) G ist zusammenhéngend und |E| = |[V| -1
(iii) Fiir je zwei Knoten u und v gibt es genau einen Pfad von u nach v.
(iv) G ist kreisfrei und das Hinzufiigen einer beliebigen neuen Kante erzeugt einen Kreis.
(v) G ist zusammenhéngend und jede Kante ist eine Briicke, d.h., nach Entfernen einer belie-
bigen Kante ist G nicht mehr zusammenhéngend.

Aufgabe 55. Seien (a;,b;) € R, 1 < i < n Paare reeller Zahlen mit a; < b;. Der Intervallgraph
ist der Graph G mit den Knoten v; = [a;, b;] und Kantenmenge E = {[v;, v;] | [a;, bi]n[a;nb;] #
}. Welche der folgenden Graphen sind Intervallgraphen?

AT
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Aufgabe 56. Sei G = (V, E) ein Graph. Der Kantengraph von G ist der Graph L(G) = (E, W)
wobei [e1,e2] € W <= e;ney # . (In Worten: Die Knoten von L(G) sind die Kanten von G
und zwei Kanten werden verbunden, wenn sie einen Knoten gemeinsam haben). Zeige: Wenn der
Graph G eine Eulersche Tour besitzt, dann auch der Kantengraph. Gilt auch die Umkehrung?

Aufgabe 57. Der vollsténdige bipartite Graph kK, , besteht aus der Knotenmenge V = AUB
mit |A| = m und |B| = n und der Kantenmenge £ = {[a,b] | a € A,be B}.

(a) Charakterisiere alle Paare (m,n), fiir die K,,,, eine Eulertour besitzt.

(b) Charakterisiere alle Paare (m,n), fir die K,,, einen Hamiltonkreise besitzt.

Aufgabe 58. Zeige oder widerlege: Ein Graph, in dem alle Knoten geraden Grad haben, enthilt
keine Briicke.

Aufgabe 59. Gegeben sei der folgende Graph.
d @,

e® ®C

a@ o)

Bestimme die Adjazenzmatrix und die Anzahl der Wege der Lange 7 vom Knoten a zum Knoten
b.

Aufgabe 60. Sei G = (V, E) ein Graph und L = D— A, wobei A die Adjazenzmatrix bezeichnet
und D die Diagonalmatrix mit den Eintrigen d;; = degwv;, wobei V' = {vy,vs,...,v,}. Seien
A1 < A\ < -+ < )\, die Eigenwerte von L (mit Vielfachheit gezihlt). Zeige:

(8) 2imy A = 2|E]

(b) Ay =0

(c) dimker L = 1 genau dann, wenn der Graph zusammenhéngend ist.

Hinweis. Zeige und verwende, dass u” Lu = 33, - a;(u; — u;)?, wobei a;; die Eintréige der
Adjazenzmatrix sind.

Die Tatsache, dass L diagonalisierbar ist, darf ohne Beweis verwendet werden.



