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Die folgenden drei Beispiele wurden vom letzten Ubungsblatt auf dieses verscho-
ben, weil sie nicht in der Ubung besprochen wurden. Die alten Kreuze zihlen nicht
mehr, die Beispiele miissen erneut im Kreuzesystem angekreuzt werden. Beispiel
1.7 wurde zusétzlich angepasst und Punkt (b) erweitert.

Beispiel 1.7
(a) Sei X = {0,1}", die Menge der Binérfolgen der Lénge n, und d : X x X — R mit

dz,y) =n+1—min{k € {1,...,n+ 1} | z # yp }.

wobel z = (z1,...,2,), y = (Y1,.--,y,) € X und 2,1 =0, y,, 11 = 1. Zeige, dass d eine
Ultrametrik ist, d.h. eine Metrik, die zusétzlich die folgende Bedingung erfiillt:

Vr,y,z € X d(z,2) < max{d(z,y),d(y, 2)}.

(b) Sei (X,d) ein metrischer Raum, wobei d nur endlich viele Werte annimmt. Zeige, dass
jede Teilmenge von X offen ist und folgere daraus, dass der ultrametrische Raum aus (a)
vollstindig ist.

Beispiel 1.8
Sei
X ={[a,b] | —o0o < a <b< oo},

die Menge aller abgeschlossenen beschrénkten Intervalle in R. Wir bezeichnen mit |I| = b —a
die Lange eines Intervalls I = [a, b].

(a) Zeige, dass die Funktion d: X x X — R mit
d(I,J) = |I| +|J| - 21N J|

eine Metrik auf X definiert.
(b) Konstruiere die Vervollstdandigung von (X, d).

Beispiel 1.9

Sei X = (0,1]. Zeige:
(a) (X,d) mit der Standardmetrik d : X x X — R, d(z,y) = |x — y| ist nicht vollstandig.
(b) Die Funktion d : X x X — R mit

definiert eine Metrik auf X.
(¢) (X,d) ist vollsténdig.
(d) d' induziert die gleiche Topologie wie d auf X, d.h. die gleichen offenen Mengen in X.



Beispiel 2.1
Seien p,g € Rmit 1 <p < ¢ < oo und X C R. Zeige:

(a) Sei X =[0,1], dann gilt
LYX) C LP(X).

(b) Sei X =R, dann gilt
LUX)Z IP(X), L[P(X)ZLYX) und LYX)NLF(X)+#o.

Beispiel 2.2
Sei

> = {x:{xl,xz,...} eR"

sup |z;| < OO} und  doo(z,y) = sup |z; — ;.
i€EN €N

Zeige:
(a) (£°,d.) ist nicht separabel.
(b) B(0,1) = {x € £° | ||z]|sc < 1} ist beschréinkt und abgeschlossen, aber nicht kompakt.

Beispiel 2.3
Seien X, Y, Z normierte Réume und B(X,Y) der Raum der beschrénkten linearen Abbildun-
gen. Zeige:

(a) B(X,Y) mit der Operatornorm ist ein normierter Raum.

(b) Wenn Y vollstéindig ist, dann ist auch B(X,Y") vollstindig.

(c) Wenn S : X — Y und T : Y — Z beschrénkte lineare Abbildungen sind, dann ist auch
die Hintereinanderausfithrung ST beschriankt mit || ST'|| < ||S]| - [|T|-

(d) Es gibt X,Y,Z, S, T, so dass Ungleichheit in (c) gilt.
Beispiel 2.4
Seien X, Y normierte Rdume und f € B(Y,K) nicht das Nullfunktional.
(a) Zeige, mit M = {z € X | f(z) =1} gilt:
1
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(b) Seiy € Y und die Abbildung T, : X — Y gegeben durch T, (z) = f(z) - y. Zeige, dass T,
ein beschrinkter linearer Operator ist und bestimme seine Operatornorm.



