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Die folgenden zwei Beispiele wurde vom letzten Ubungsblatt auf dieses verscho-
ben, weil sie nicht in der Ubung besprochen wurden und kénnen erneut angekreuzt
werden.

Beispiel 4.5
Sei (a,,) € R" eine Folge.

(a) Angenommen, fiir alle Folgen (b,) € R" gilt,
Zbi<oo = Zanbn<oo.
n=1 n=1

o0
Zeige, dass dann Y. a2 < oo.
n=1

(b) Sei nun (a,,) gegen oo divergent. Zeige, dass eine Folge (b,,) € RN existiert, so dass

[e.e] [e.e]
Z|bn| < oo und Zanbn divergiert.

n=1 n=1
Hinweis: Verwende die /’-Réume in Verbindung mit Banach-Steinhaus.

Beispiel 4.6
Seien X, Y, Z Banachrdume und T : Y — Z eine beschrinkte lineare Abbildung.

(a) Sei S : X — Z eine beschrinkte lineare Abbildung und die folgende Eigenschaft gegeben:
Vee XdlyeY :Sz="Ty.

Zeige, dass die dadurch eindeutig festgelegte Abbildung U : X — Y linear und beschréinkt
ist.

(b) Sei S : X — Y eine lineare Abbildung. Weiters sei T injektiv und die Hintereinander-
ausfithrung T'S beschrankt. Zeige, dass dann auch S beschrinkt ist.

Beispiel 5.1
Sei X = (C[0,1], || - l|se), Y = (C[0, 1], || - ||y) und T : X = Y, f +— f.
(a) Zeige, dass T linear, beschrinkt und invertierbar ist.
(b) Bestimme die Norm von 7.
(c) Zeige, dass T~ unbeschrinkt und abgeschlossen ist.
)

(d) Warum stehen diese Aussagen nicht im Widerspruch zum Satz der offenen Abbildung
oder zum Satz vom abgeschlossenen Graphen?

Beispiel 5.2
Sei X ein Banachraum.
(a) SeiT : X — X ein idempotenter linearer Operator, d.h. T* =T. Zeige, dass T beschrinkt
ist, genau dann wenn im(7") und ker(7") abgeschlossen sind.

(b) Seien U und V Unterrdume von X, so dass X = U @V (direkte Summe). Zeige, dass die
Projektion
P.X—-X zx=ut+vr—u

beschrankt ist, genau dann wenn U und V abgeschlossen sind.



Beispiel 5.3
Wir betrachten R? mit der euklidischen Norm || - |. Sei G = {(z,y)" € R? | 2z — y = 0} und
f: G — R gegeben, so dass f(z,y) = x. Zeige, dass

x4+ 2y

F:R* >R, (x,y)" — E

die eindeutige Hahn-Banach-Erweiterung ist, d.h. F' ist die einzige Erweiterung von f auf R?
mit [[F[| = [ f]].

Beispiel 5.4
Sei v = (1,1)T € R* und £({v}) = {\v | A € R} die lineare Hiille von {v}. Bestimme alle
Hahn-Banach-Erweiterungen des Funktionals

f:L{v}) >R, Av— A

auf R beziiglich folgender Normen:
(&) [l )"ll, = (2l + |y")""" fiw p > 1,
(b) 11z, ) oo = max(|z[, [y]).

Beispiel 5.5
Seien X und Y normierte Rdume und 7T : X — Y ein beschrédnkter linearer Operator.
(a) Sei X' = {zy,...,x,} C X eine linear unabhingige Menge und Y’ = {y,...,y,} C Y.
Zeige, dass T existiert, so dass T'(z;) = y; fiir i = 1,...,n und bestimme abhéingig von
X', Y" und der Norm auf X eine untere und eine obere Schranke fiir ||T].
(b) Seien zq, z9 € X mit x; # x5 und Y nicht trivial. Zeige, dass T existiert mit 7'(x;) #
T(xs).
(c) Sei Y =K und z € X mit x # 0. Zeige, dass T existiert mit 7'(z) = ||z|| und ||T|| = 1.

Beispiel 5.6
Sei X ein normierter Raum und f : X — K ein lineares Funktional.
(a) Zeige, wenn f unbeschrinkt ist, dann ist ker(f) dicht in X.
(b) Zeige, f ist beschriankt, genau dann wenn ker(f) abgeschlossen ist.

(c) Sei f beschrinkt und g : X — K ein weiteres beschrinktes lineares Funktional. Zeige, es
existiert ein A € K mit f = Ag, genau dann wenn ker(f) = ker(g).



