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0. EINLEITUNG

Willkommen in der Linearen Algebra, einem mathematischen Kerngebiet, das
seine Finger in fast alle Teilgebiete der Mathematik ausstreckt. Mit dieser Vorlesung
mochte ich Thnen Wissen und Verstéindnis fiir Vektoren und lineare Gleichungs-
systeme vermitteln. Vor allem mochte ich Thnen aber auch ein Bild mitgeben, wie
man Mathematik betreibt, wie eine mathematische Theorie gebaut ist, wie man sie
beweist, und wie man sie zu Papier bringt.

0.1. Mathematik verstehen. Mathematik kann und muss auf vielen verschiede-
nen Ebenen verstanden werden, und daraus folgt auch, wie man sie lernen muss:
Mit einem wachen und flexiblen Geist, der an den Text aus vielen verschiedenen
Blickwinkeln herangeht. Die schlechte Nachricht zuerst: Und mit viel, viel Arbeit
und Miihe. Um eine halbe Seite Mathematik zu verstehen, kann man manchmal
einen Tag lang sitzen. Bitte lassen Sie sich nicht entmutigen! Gerade dann, wenn
man den Widerstand eines Faches spiirt, findet ein intensiver Lernprozess statt.

0.1.1. Mathematik als Werkzeug. Sie kennen Mathematik wahrscheinlich vor allem
als ein Kompendium von Standardregeln, die man auf Standardprobleme anwendet,
um eine richtige Losung zu erhalten. Mathematik muss fiir den Benutzer, die Be-
nutzerin ein zuverldssiges Werkzeug sein. Zu lernen gibt es verschiedene Methoden,
zum Beispiel, wie man ein Gleichungssystem 16st, wie man Matrizen miteinander
multipliziert, wie man eine Determinante ausrechnet und was sie bedeutet. Diese
Dinge trainiert man durch wiederholtes Uben, nicht zuletzt in den Proseminaren
zur Vorlesung.

0.1.2. Fachsprache. Mathematische Fachliteratur, auch dieses Skriptum, hat ihre
eigene, sphinxenartig steinerne Sprache: Texte sind in Definitionen, Sétze und Be-
weise aufgebrochen. Die Sprache ist monoton, es wiederholen sich immer wieder die
Standardphrasen, an die Sie sich gewohnen werden. Alles ist auf Unmissverstédnd-
lichkeit ausgerichtet. Die kleinen Worte (dann, dann und nur dann, es gibt, es gibt
genau ein, fiir alle, ...) sind sehr wichtig und diirfen nicht iiberlesen oder beliebig
gegen andere ausgetauscht werden. Diese Sprache lernen Sie gleichzeitig mit dem
Nachvollziehen der Beweise, wenn Sie mathematische Texte, zum Beispiel dieses
Skriptum, genau durcharbeiten und sich immer wieder fragen: Wie wiirde ich den-
selben Text formulieren? Warum verwendet die Autorin genau diese umsténdliche
Formulierung? Hétte ich wirklich mit meiner Formulierung dasselbe gesagt, was im
Skriptum steht, oder besteht ein feiner Unterschied? Enthélt meine Formulierung
alles, was ein Leser, eine Leserin wissen muss, wenn er/sie nicht bei mir riickfra-
gen konnen? Versuchen Sie gleich von Anfang an, alles was Sie an mathematischen
Inhalten ausdriicken wollen, korrekt auszudriicken. Jedes Zeichen, das Sie setzen,
jedes kleine Wort muss seine Bedeutung haben und bewusst gesetzt sein. Vermei-
den Sie langatmiges Herumreden. Schreiben Sie Ihre mathematischen Gedanken
auf, dann werden Sie ganz von selbst unnétige Phrasen weglassen.

0.1.3. Nachpriifbarkeit. Wir wollen Sie in dieser Lehrveranstaltung davon {iberzeu-
gen, dass Sie selbst nachpriifen konnen, ob unsere Theorien stimmen.! Bitte glauben
Sie mir nichts aufler den Definitionen. Wenn ich eine Behauptung aufstelle, schulde
ich Thnen einen Beweis. Das Wesentliche eines Beweises ist, dass er von Behaup-
tungen ausgeht, die bereits auf sicherem Boden stehen, und in kleinen Schritten

1Schon deshalb, weil in diesem Skriptum immer wieder Tippfehler gefunden werden, und wenn
ich einen korrigiert habe, wachsen zehn neue nach, wie die Képfe der Hydra selig.
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immer mehr Einsichten gewinnt, bis man sieht, dass die gewiinschte Aussage un-
vermeidlich gelten muss. Wenn Sie Beweise verstehen wollen, brauchen Sie mehrere
Durchgénge.

(1) Zunéchst fragen Sie sich: Was soll bewiesen werden? Kenne ich die Defi-
nitionen der Objekte, von denen die Rede ist? (Bei Bedarf nachschlagen.)
Welche Voraussetzungen werden gemacht?

(2) Dann ein sorgfiltiges Durcharbeiten von vorne nach hinten. Fragen Sie sich
bei jedem Schritt: Warum darf denn die Autorin das behaupten? Wissen
wir das schon, und woher?

(3) Wenn Sie sich iiberzeugt haben, dass der Beweis korrekt ist, sollten Sie
ihn nach folgenden Gesichtspunkten wiederholt durchlesen: Was sind die
entscheidenden Ideen, die Wendepunkte im Beweis, und was ergibt sich
einfach automatisch durch Nachrechnen.

(4) An welchen Stellen werden die Voraussetzungen gebraucht? Werden wirk-
lich alle Voraussetzungen benétigt?

Lesen Sie die Definitionen sehr genau und lernen Sie sie auswendig, dass Sie nicht
immer nachschlagen miissen, woriiber wir reden. Merken Sie sich aber die Beweise
nicht durch Auswendiglernen, sondern indem Sie sich die grofen Linien des Ge-
dankengangs, die grundlegenden Ideen, merken, und iiben Sie, bei geschlossenem
Skriptum den Beweis in eigenen Worten aufzufiillen und nachzuvollziehen. Nehmen
Sie sich die Miihe und schreiben Sie Ihren Beweis exakt aus, oder erzidhlen Sie ihn
einer/m KollegIn. In der Mathematik hat man nur das verstanden, was man auch
exakt aussprechen kann. Féllt Thnen ein anderer, kiirzerer oder eleganterer Beweis
ein? Hat die Verfasserin Fehler gemacht?? Arbeiten Sie bitte in kleinen Schritten,
Beweis fiir Beweis. Es ist schwer, gerade am Anfang, Ubersicht iiber ein ganzes
Kapitel oder auch nur mehrere Seiten zu behalten.

0.1.4. Theorie mit Hohepunkten. Mathematik baut strukturierte Theorien. Es gibt
zentrale Begriffe und Kernsétze, die Einsichten, um deretwillen die Theorie ent-
wickelt wurde. Und es gibt viele Hilfsséitze und Hilfsbegriffe, die helfen, sich zu den
Beweisen der Kernsétze hochzuarbeiten. Wenn Sie einen Abschnitt durchgearbeitet
haben, fragen Sie sich: Was sind die wesentlichen Begriffe und Aussagen des Ka-
pitels, was ist die Pointe? Wie greifen die Aussagen des Kapitels ineinander? Wie
baut das Kapitel auf vorigen Abschnitten auf?

0.1.5. Abstraktion. Mathematische Fachliteratur ist meist sehr abstrakt gehalten.
Das heift, es wird iiber die betrachteten Objekte so wenig wie moglich vorausge-
setzt. Warum soll man fiir die reellen und komplexen Zahlen zweimal dasselbe be-
weisen, wenn man in Wirklichkeit nur ein paar Eigenschaften der Grundrechnungs-
arten braucht, die fiir beide Zahlenmengen gleich sind. Also reden wir von Koérpern.
Warum soll man eine Ebene oder den dreidimensionalen Raum getrennt betrachten,
und gelten nicht auch dieselben Prinzipien im sechsdimensionalen Raum? Selbst
Funktionen lassen sich als Vektoren auffassen, und auf diese Weise kann man Ideen
der Geometrie auf Aufgaben iibertragen, in denen die gesuchten Objekte Funktio-
nen sind (zum Beispiel das Geschwindigkeitsfeld in einer stromenden Fliissigkeit).
Auch wenn Sie zu Beginn eher den Eindruck haben werden, dass die Abstraktion
eine Last ist, und sie Ihnen vielleicht sogar wie eine aufgeblasene akademische Sei-
fenblase vorkommen mag: Wenn Sie im Studium fortschreiten, werden Sie immer
mehr den Nutzen der Abstraktion schiitzen lernen. Mit ihr kann man komplizierte
Aufgaben behandeln, als wiren sie einfach, weil sie einfach sind, wenn man sich
auf das Wesentliche beschriankt und verwirrende Details weglassen kann. Fiir den

2Das kommt leider vor. Bitte um ein e-Mail, wenn Sie einen Fehler finden!



4 GERTRUD DESCH

Anfang ist wichtig, dass Sie sich daran gewthnen, zwischen den Abstraktionsebenen
hin und her zu schalten. Wenn Sie einen Satz iiber einen allgemeinen Vektorraum
lesen, fragen Sie sich: Was bedeutet dieser Satz in einer Ebene oder im dreidimen-
sionalen Raum? Versuchen Sie sich, den Sachverhalt durch eine Zeichnung klarer zu
machen. Verbirgt sich hinter dem mathematischen Formalismus vielleicht eine sehr
einleuchtende Einsicht, die unsere Vorstellung von Raum und Ebene anspricht?
Wenn Thnen Thre Intuition einen Sachverhalt nahelegt, der im dreidimensionalen
Raum gilt, konnen Sie auch versuchen, ob Sie diesen Sachverhalt im allgemeinen
Vektorraum beweisen kénnen. Gilt er immer, oder brauchen Sie vielleicht Zusatz-
bedingungen, die nicht jeder Vektorraum erfiillt?

0.2. Der mathematische Lésungsprozess.

Ich bin manchmal gefragt worden, wie ich in einem so trockenen Beruf iiberleben
kann. Die Antwort ist: Mathematik ist eine kreative Tatigkeit, weit entfernt von
trocken. Mathematik ist fiir mich Wahrnehmen von Strukturen. Sehen ist keine
maschinelle Tétigkeit, sondern ein Vorgang, der grofie Teile der Seele mit einbezieht,
auch solche, die sich dem reinen Verstand entziehen.

Ich gehe jetzt bei meiner Beschreibung der schopferischen Arbeit davon aus, dass
Sie allein sind, und dass in der Thnen zugénglichen Literatur die Losung nicht zu
finden ist, oder dass Sie darauf aus sind, das Beispiel allein zu 16sen. Aber Sie wissen
ja: Lesen und Diskussion mit Kolleglnnen machen Freude und sind unverzichtbare
Quellen auf dem Weg der Wissenschaft.

Man darf sich den mathematischen Losungsprozess nicht vorstellen, wie er leider
oft in den Schulen eingepaukt wird, ndmlich dass fiir eine oftmals geiibte Musterauf-
gabe einfach das richtige Rechenverfahren eingeschaltet wird. Meist stehen wir ja
vor Fragen, fiir die wir (zumindest selbst) noch kein Standardmuster zur Verfiigung
haben. Ich werde jetzt versuchen, den Losungsprozess in Phasen aufzuteilen. Er
lduft aber meistens nicht so linear ab. Immer wieder muss man von einer Phase in
eine frithere zuriickspringen. Einsicht ist ein Kreisprozess, eine Art Volleyballspiel
zwischen den kreativen und den ordnenden Kréften im Kopf.

0.2.1. Aufgabenstellung kldren: Oft ist dieser Abschnitt eine Routineaufgabe: Man
iiberpriift, wie die Objekte definiert sind, und was die Aussage bedeutet, die man
beweisen will. Manchmal hat man aber nur eine vage Vorstellung, dass ein bestimm-
ter Sachverhalt gelten miisste, und muss selbst erst suchen, in welcher Form man
ihn in einen mathematischen Satz giefen kann, wie man seine Objekte definieren
muss, und welche Voraussetzungen passend sein konnten. In diesem Fall ist schon
die Klarung der Aufgabenstellung ein Stiick der Suchphase.

0.2.2. Suchphase: Das ist der eigentlich schopferische Teil, fiir den es natiirlich kein
Patentrezept gibt. Wichtigste Spielregel ist, dass sich die Assoziationen frei entfalten
diirfen. Alle Routinearbeiten werden fiir spéter aufgeschoben, jetzt sind nur die
Aspekte interessant, die neue Ideen brauchen.

Man lésst alle Ideen an sich heran, und frégt sich dann: Hilft mir das? Hier sind
einige Beispiele von Fragen, die man sich stellen kann, wenn man noch gar keine
Vorstellung von einer moglichen Losung hat:

- Was weiss ich iiber die Objekte, von denen die Rede ist? Welche Sétze kenne
ich iiber sie?

- Kéme ich mit zusétzlichen Voraussetzungen weiter, oder wenn ich in einer
einfacheren Situation wire, etwa in der Ebene statt im abstrakten Vektor-
raum?

- Kann ich eine Zeichnung machen? Was sagt mir meine Intuition?
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- Kenne ich einen Satz, der dhnlich klingt wie der, den ich beweisen mochte?
Wie wird er bewiesen? Wie unterscheidet er sich von meinem Problem?

- Kann ich mein Problem umformulieren, so dass es in eine mir bekannte
Theorie f&llt?

- Was muss noch gelten, wenn meine Behauptung wirklich stimmt? Was muss
gelten, wenn sie nicht stimmt? Kann ich indirekt vorgehen?

- Stimmt meine Behauptung iiberhaupt? Gibt es ein Gegenbeispiel?

- Ich glaube, ich kénnte die Aussage XXX beweisen. Wiirde mir die bei mei-
nem Problem helfen?

Irgendwann fiigen sich dann die vielen Gedanken zu einem Bild zusammen, in
dem sich ein Weg abzeichnet. Versuchen Sie jetzt, diesen Weg zu gehen. Wo bleibt
man h#ingen, welche Hiirden miissen noch genommen werden? Am Ende schlief3t
sich vielleicht ein zusammenhéngender Weg von den Annahmen zur Aussage, oder
vielleicht steht auch ein Gegenbeispiel da. Vielleicht kommt man auch zu keinem
Ergebnis. Das ist in der Wissenschaft ganz normal. Wenn man alles beweisen kénn-
te, was man will, wiren Beweise ja sinnlos. Die vielen Irrwege sind ein wichtiger
Teil der Erkenntnis.

Schmierpapier und Bleistifte sind die wertvollsten Ressourcen fiir schopferische
MathematikerInnen. Vielleicht miissen Sie sich, wie ich musste, erst daran gewéhnen,
auf Bldttern zu schreiben, auf denen schon viel durchgestrichen ist. Skizzieren Sie
ihre Gedanken ruhig in allen Ecken und verbinden Sie sie mit Pfeilen quer iiber das
Blatt. Radieren Sie nicht, streichen Sie einfach durch. Geniessen Sie es, auf einem
Stiick Papier ein Chaos zu inszenieren.

Wenn Sie sich festfahren und héngen bleiben, unterbrechen Sie und machen Sie
eine Runde durch den Stadtpark oder sonst etwas Lockerndes, das Thnen gut tut. In
solchen Pausen tauchen oft schlagartig iiberraschende Einsichten auf. Schopferische
Arbeit ist ein Wechselspiel zwischen hichster Konzentration und Entspannung.

0.2.3. Ordnungsphase: Wenn die Losung der Aufgabe gefunden ist, wird sie doku-
mentiert. Sie wird noch einmal systematisch ausformuliert. Ich habe (unpublizierte)
Skizzen aus meiner mathematischen Sturm- und Drangzeit, die ich heute selbst nicht
mehr verstehe, weil ich verabsdumt habe, sie nachvollziehbar hinzuschreiben. Oft
merke ich auch beim sorgfiltigen Hinschreiben, dass meine Gedanken noch Liicken
haben, die zu schlieflen sind.

Um gut zu schreiben, miissen Sie nur einen Satz befolgen: Stellen Sie sich bitte
immer, wenn Sie schreiben, einen Menschen vor, fiir den Sie schreiben.

Schreiben Sie alles, was diese Person zum Verstdndnis Threr Gedanken braucht.
Verwirren Sie die LeserInnen nicht mit unnétigen Worten. Ordnen Sie den Text so,
dass sich der Inhalt fiir die LeserInnen erschlieft, ohne dass sie im Text sténdig vor
und riickwérts springen miissen.

Schreiben Sie einen Beweis moglichst so auf, dass Sie die Leser vom Bekann-
ten zum Unbekannten fithren. In der Suchphase geht es oft genau umgekehrt: “Ich
mochte beweisen, dass XXX gilt, also muss ich zeigen, dass YYY gilt, also muss
ich zeigen ...”. Das ist zwar korrekt, aber anstrengend zu lesen, weil jede noch
nicht bewiesene Aussage im Kopf des Lesers sozusagen mit einem roten Warnschild
“Weiss ich aber noch nicht” gespeichert wird, und ein Gefiihl von Unsicherheit ver-
ursacht. Kennzeichnen Sie deutlich Behauptungen, die noch zu zeigen sind, und
orientieren Sie die LeserInnen iiber Thre Strategie. (z.B., “Wir zeigen zunéichst,
dass die Behauptung XXX in endlichdimensionalen Vektorrdumen gilt. Der unend-
lich dimensionale Fall wird dann daraus gefolgert.” oder “Wir fithren den Beweis
indirekt. Sei also die Behauptung XXX falsch ...”) Wenn Sie fiir Thren Beweis
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Resultate brauchen, die schon bekannt sind, geben Sie Zitate, wo man diese Resul-
tate mit Beweis nachschlagen kann. Ganz einfache Schritte kénnen Sie auslassen,
wenn Sie von der Leserschaft ausreichend Vorkenntnisse erwarten. (z.B., “Beweis
als Ubung.”) Wenn Thnen aber andere AutorInnen solche Stellen vorsetzen, iiber-
priifen Sie bitte, ob der Beweis wirklich so leicht ist. Manchmal besteht die einfache
Ubung im Aufdecken eines fundamentalen Denkfehlers!

Am Ende der Ordnungsphase liegt das Ergebnis Threr Arbeit vor IThnen, jeder-
zeit nachvollziehbar fiir Sie und andere. In diesen schon aufgeschriebenen Resultaten
sieht man oft nicht mehr die Miihe und auch nicht die Motivationen der Suchpha-
se. Daher ist der Stil der mathematischen Literatur gut fiir die Dokumentation,
als Lernende/r hitte man manchmal gern mehr Einblick auch in die Irrwege der
schopferischen Phase. Aber welche AutorInnen lassen sich schon gerne in die Karten
gucken.

0.3. Ein paar allgemeine Tipps fiir die Arbeit.

0.3.1. Offen sein. Das ist vielleicht der beste und wichtigste Rat, den ich Thnen
mitgeben kann. Seien Sie offen und neugierig dem Studium gegeniiber. Freuen Sie
sich, dass Sie jetzt Mathematik betreiben kénnen wie die “Groflen”, und dass Sie in
eine viel weitere, vielfiltigere Gedankenwelt eingetreten sind, als Sie es sich wahr-
scheinlich ertraumt hatten.

Sie miissen und sollen nichts wegwerfen, was Sie aus der Schule mitgebracht
haben. Richtige Mathematik bleibt richtig. Aber klammern Sie sich auch nicht
dngstlich an den Methoden fest, die sie in der Schule gelernt haben, probieren Sie
aus, was wir hier anders machen, und machen Sie sich selbst ein Bild, wie Sie gerne
arbeiten. Lassen Sie sich ruhig auf die ungewohnte Form der Mathematik ein! Sie
sind gut in der Schulmathematik, sonst hétten Sie ja nicht dieses Fach gewihlt. Sie
werden auch gut in der Hochschulmathematik sein. Sie kénnen nur dazugewinnen,
und was Sie schon kénnen, kann Thnen niemand nehmen.

0.3.2. Vorlesung. Vorweg, der Besuch der Vorlesung ist nicht verpflichtend, und
auch wenn es fiir mich angenehm ist, wenn ich piinktlich anfangen kann, wird Sie
niemand fragen oder gar bose ansehen, wenn Sie einmal erst spéter dazukommen
oder friither gehen miissen.

Die Vorlesung sollte eigentlich Vordenkung heiflen. Ich moéchte vor Thnen den
Stoff entstehen lassen, mit der richtigen Sprache, der richtigen Argumentation, und
— unabsichtlich — den gelegentlichen Fehlern, die mit der Entwicklung einer Theo-
rie einhergehen. Sie sollen Gelegenheit haben, simultan mitzudenken, und sofort zu
fragen, wenn Ihnen ein Gedankengang unklar ist. Trauen Sie sich! Fragen sind will-
kommen und zeigen, dass Sie bei der Sache sind. Ich erkldre gern einen Sachverhalt
ein zweites Mal mit anderen Worten, und wenn es sein muss, auch ofter.

Das Tempo der Vorlesung kénnen Sie mitbestimmen. Bitte bremsen Sie mich
ruhig, wenn ich fiir Sie zu schnell vorgehe, und treiben Sie mich an, wenn es lang-
weilig wird. Und weisen Sie mich auch hin, wenn meine Stimme zu leise oder meine
Handschrift, sagen wir wertfrei und politically correct, kreativ wird. In einer Vor-
lesung sind Sie im Horsaal keinerlei Priifungen ausgesetzt. Wenn ich Fragen in die
Horerschaft richte, so nur, um Sie zum Mitdenken zu animieren, oder um ein Bild
zu bekommen, wieviel Sie verstehen.

Niemand kann von Thnen erwarten, iiber den Stoff in allen Details auf dem
Laufenden zu sein, obwohl ein gewisses Mafl an Mitlernen Thnen spéter viel Arbeit
spart und Sie von der Vorlesung mehr haben. Damit Sie verstehen konnen, was
vorgetragen wird, sollten Sie die Definitionen geldufig haben, und eine Vorstellung
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haben, um welche Kerninhalte es zur Zeit geht. Die Beweise miissen Sie nicht von
Stunde zu Stunde parat haben.

Es gibt zwei hervorragende Moglichkeiten, mit denen Sie fiir sich den Wert der
Vorlesung zunichte machen konnen. Selbstverstindlich verbietet Thnen niemand,
gelegentlich ein Wort mit Thren NachbarInnen zu tauschen, solange das nicht per-
manent geschieht, und so leise, dass nicht andere ZuhorerInnen gestort werden. Aber
immer wenn Sie Thre Aufmerksamkeit von der Mathematik abziehen, geht Thnen der
Fluss der Argumentation verloren. Ubrigens miissen in einer Mathematikvorlesung
die Tafeln sehr oft geloscht werden, und die Pausen, die dabei entstehen, sind auch
fiir Sie Entspannungs- und Gespréchspausen, und fiir mich eine Erholungsphase fiir
die Stimme.

Die zweite Moglichkeit der Ressourcenverschwendung ist das kalligrafische Mit-
schreiben. Der ganze Stoff der Lehrveranstaltung liegt detailliert ausgearbeitet in
diesem Skriptum vor Ihnen. Sie brauchen also als eigene Mitschrift nur einige we-
nige Notizen, die Sie vielleicht sogar in dieses Skriptum dazuschreiben koénnen,
wenn Sie es einseitig ausdrucken. Wenn Sie eine Mitschrift auf Schénschreiben, mit
sauberen Unterstreichungen, eingerahmten Sétzen und mehreren Farben fiihren,
verschwenden Sie alle Konzentration und Zeit auf die duflere Form. Was Thnen aber
die Vorlesung iiber das Skriptum hinaus bieten kann und soll, ist die Erfahrung und
die Ubung im Mitdenken.

0.3.3. Proseminar. Die Proseminare dienen dazu, dass Sie selbst versuchen, ei-
genstindig Aufgaben zu losen, die mit dem Stoff der Vorlesung Hand in Hand
gehen. Darunter finden sich Routineaufgaben, in denen die Anwendung der ge-
lernten Rechenverfahren geiibt wird, und leichte Beweisaufgaben, damit Sie den
Umgang mit den Begriffen und das mathematische Argumentieren iiben. Immer
wieder dazwischen kommt auch einmal eine schwierigere Aufgabe. Wenn Sie zu de-
nen gehoren, denen das Fach leicht fillt, werden Sie Spafl daran haben, wenn man
Sie ein wenig herausfordert.

Es besteht immanenter Priifungscharakter, das heifit, Sie miissen bei der Lehr-
veranstaltung anwesend sein, denn die Leistungen, die Sie im Horsaal erbringen,
tragen zumindest teilweise zur Gesamtnote bei. Es ist durchaus nicht unerwiinscht,
wenn Sie die Hausiibungsbeispiele gemeinsam mit Kolleglnnen vorbereiten, aber
diskutieren Sie sie in diesem Fall so weit aus, bis alle TeilnehmerInnen das Beispiel
auch verstanden haben. Wenn Sie an die Tafel kommen und etwas vortragen, das
Sie gar nicht verstehen, findet das die/der Lehrende schnell heraus, und Sie miissen
mit Punkteabzug rechnen. Sonst gilt: Natiirlich haben Sie das Recht auf Fehler. Es
kommt einfach vor, dass man ein Beispiel fehlerhaft vorbereitet, leider geht mir das
auch in der Vorlesung manchmal so. Wenn der Ubungsleiter, die Leiterin, in Threr
Losung einen Fehler aufdeckt, wird er/sie vielleicht versuchen, Sie auf den richtigen
Gedanken hinzulenken. Denken Sie mit und lassen Sie sich ruhig fithren. Sie lernen
dabei gleich die unschétzbare Fahigkeit, ein bisschen zu improvisieren.

Ich mo6chte Thnen empfehlen, Proseminar und Vorlesung moglichst zugleich zu
besuchen. In allen Fragen, welche die Proseminare betreffen, wenden Sie sich bitte
an den Leiter / die Leiterin der Ubungsgruppe, der Sie zugeteilt sind. Ich selbst bin
fiir das Proseminar nicht zustéindig, und habe keinen Einfluss auf die Ubungsleite-
rInnen. Sie arbeiten autonom und eigenverantwortlich.

0.3.4. Tutorium. Es wird auch ein Tutorium angeboten. Dieses ist formlos und
wird, damit fiir Sie die Schwellenangst moglichst gering ist, von Studierenden ge-
halten. Es soll Thnen helfen, Schwierigkeiten zu iiberbriicken, die in Vorlesung oder
Proseminar fiir Sie aufgetreten sind. Sie konnen mit Thren Fragen zu Vorlesung und
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Proseminar in das Tutorium kommen, oder auch einfach zuhéren, was sonst im
Tutorium geschieht.

0.3.5. Fachbiicher. Diese Vorlesung folgt weitgehend dem Taschenbuch Lineare Al-
gebra von Gerd Fischer, Vieweg Verlag. Es ist ein gut ausgereiftes und sorgfiltig
geschriebenes Lehrbuch, das inzwischen seine siebzehnte Auflage erlebt. Ich emp-
fehle Thnen auch, in der Bibliothek des Institutes fiir Mathematik an der KFU am
Standort fiir Lineare Algebra zu schmokern. Vieles wird jetzt noch weit iiber Th-
rem Horizont liegen, aber es gibt auch sehr gut erkliarte Anfingerlehrbiicher. Mir
selbst gefallen zum Beispiel die Biicher von Klaus Jénich und von Gilbert Strang.
Blattern Sie auch ruhig in englischsprachiger Fachliteratur. Die Schwierigkeit der
Fremdsprache wird oft wett gemacht, indem englisch schreibende VerfasserInnen
typischerweise mehr Wert auf Versténdlichkeit und gute Erkldrung legen.

0.3.6. Fragen kommen. Wenn Sie mit dem Verstdndnis anstehen, oder auch allge-
meine Fragen oder Wiinsche zur Vorlesung haben, scheuen Sie sich nicht, fangen
Sie mich nach der Vorlesung ab, oder klopfen Sie bei mir an. Das gilt natiirlich
auch fiir Fragen, auf die Sie spéter beim Lernen auf die Priifung stossen. Sie sind
willkommen, ich gebe Thnen gerne Auskunft. Das Schlimmste, was passieren kann,
ist dass ich gerade nicht da bin oder keine Zeit habe. Wenn Sie mich ganz sicher
erreichen wollen, machen Sie am besten einen Termin iiber e-Mail aus.

0.3.7. Gemeinsam lernen. Es ist ein guter Tipp, sich mit Kolleglnnen zusammen
zu tun und gemeinsam zu lernen. Erstens kann man sich erzédhlen, was in den Lehr-
veranstaltungen geschehen ist, die jemand versdumt hat. Es ist auch gut, beim
Lernen und Verstehen des Stoffes miteinander zu diskutieren. Vier oder sechs Au-
gen finden schneller den springenden Punkt als zwei. Wenn Sie sich gegenseitig
beim Lernen auf die Priifung unterstiitzen, lassen Sie sich von der Kollegin oder
dem Kollegen den Stoff genau und unmissverstdndlich erzédhlen, damit Unklarhei-
ten aufgedeckt werden konnen, und auch die Fihigkeit zum exakten sprachlichen
Ausdruck trainiert wird. Geben Sie bitte als Zuhérende/r nicht Ruhe, bis alles sau-
ber und unmissverstindlich ausformuliert ist. “Ich weiss eh schon, was Du meinst”
hilft dem Lernpartner nicht.

0.3.8. Priifungen und Noten. Ich werde, die Vorlesungen Lineare Algebra 1 und 2
schriftlich priifen, um mit der TU einheitlich vorzugehen und auch wegen der grofien
Studierendenzahlen . Es wird fiir jede der beiden Vorlesungen 6 Termine geben, der
erste davon gleich nach Ende der Lehrveranstaltungen, die anderen verstreut iiber
ein Jahr. Mustertests, an denen Sie sehen kénnen, wie meine Priifungen aufgebaut
sind, werden rechtzeitig vor den ersten Priifungsterminen auf meiner Homepage
angeboten werden. Bitte unterschétzen Sie nicht die Schwierigkeit der Priifungen
an der Hochschule. Normalerweise reichen nicht bloss wenige Tage aus, sondern
man braucht mehrere Wochen, um den umfangreichen und schwierigen Stoff zu
bewéltigen.

Gar nicht wenige von Thnen sind anfangs ziemlich enttiuscht, wenn Sie auf
der Hoheren Schule stets gewohnt waren, in Mathematik zu glidnzen, und nun auf
der Universitédt vielleicht nur im Mittelfeld abschneiden, oder sich iiberhaupt sehr
schwer tun. Lassen Sie sich nicht entmutigen! Waren Sie in Threr Klasse eine/r der
wenigen, fiir die ernsthaft ein Mathematikstudium in Frage gekommen ist, so finden
Sie sich jetzt unter lauter Kolleglnnen, die auch Mathematik gewihlt haben. Das
ist ein ganz anderer Konkurrenzdruck. Es ist absolut ok, nicht der/die Beste zu
sein.
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Die ersten Schritte des Mathematikstudiums sind oft von einer Art Kultur-
schock begleitet. Wenn man dann zu begreifen beginnt, wo der Kern des mathe-
matischen Denkens liegt, 6ffnet sich das spréde Fach. Ich wiinsche Thnen, dass Sie
nicht nur immer tiefer in das Verstédndnis der Mathematik vordringen, sondern da-
bei auch etwas von der Begeisterung und Faszination erleben, mit der Mathematik
fiir mich und viele verbunden ist. Viel Erfolg und Freude im Studium!

Ein herzliches Dankesch6n an alle Studierenden und Kolleglnnen, die mir
mit ihren Hinweisen geholfen haben, in diesem Skriptum Fehler zu verbessern und
Erkldrungen besser verstdndlich zu machen. Ich méchte mich ganz besonders bei
den Herren Marko Golob, Florian Kapus, Alexander Perl, Manfred Scheucher und
Stefan Steiner bedanken?, die das gesamte Skriptum mit gréBter Sorgfalt durchgear-
beitet haben, und mir jeweils detaillierte und sehr hilfreiche Listen von Korrekturen
und Verbesserungsvorschldgen zusammengestellt haben.

Graz, 30. September 2014, Gertrud Desch

3Viele, viele weitere Tippfehlerhinweise sind bei mir angekommen. Wenn Thr Name nicht mit
aufgezihlt ist, nehmen Sie bitte trotzdem meinen herzlichen Dank!
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1. ANALYTISCHE GEOMETRIE UND LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME
1.1. Analytische Geometrie in R? und R3.
1.1.1. Gerade und Ebene in R? und R3.

Vereinbarung 1.1.1.

(1) Die Menge der natiirlichen Zahlen ist N = {1,2,3,-..}.4

(2) Die Menge der ganzen Zahlen ist Z = {0,1,-1,2,—-2,--- }.

(3) Die reellen Zahlen sind alle Zahlen der Zahlengeraden, also 0 sowie alle
positiven und alle negativen Zahlen, die eine Lange bezeichnen kénnen. Die
Menge der reellen Zahlen schreiben wir R.

Beachten Sie bitte, dass die obige Vereinbarung viel zu vage fiir eine mathematische Definition
wire. Wir gehen davon aus, dass Sie mit den Zahlen und den Grundrechnungsarten vertraut
sind. Natiirlich gibt es einen mathematisch exakten Aufbau des Zahlensystems. Wenn man fiir die
natiirlichen Zahlen einige grundlegende Axiome voraussetzt, kann man die anderen Zahlenmengen,
die Grundrechnungsarten darin und ihre Eigenschaften streng formal konstruieren. Speziell die
Konstruktion der reellen Zahlen, wenn man einmal die Bruchzahlen hat, ist ziemlich genial und
trickreich. Das wiirde uns aber hier zu weit von unserem Thema abbringen.

Definition 1.1.2.
(1) Sei n € N. Mit R™ bezeichnen wir die Menge aller geordneten n-Tupel

(€51
Q2

(e77

mit ; e R fiiri=1,--- ,n.
(2) Wir fithren auf R™ Grundrechnungsarten ein: Die Addition und die Sub-
traktion, und die Multiplikation mit einer reellen Zahl:

a%] b1 ar £ B a1 Yoy
Qs B2 Qg £ B as o
+| .| = v - =
Qi ﬂn Qp =+ ﬁn (6% YCn
(3) Der Nullvektor ist der Spaltenvektor

0

0

0

(4) Die Elemente von R™ bezeichnen wir als n-dimensionale Spaltenvektoren.
Zum Unterschied von Vektoren bezeichnen wir die einzelnen reellen Zahlen
als Skalare. Die einzelnen Eintrige eines Spaltenvektors (z.B. a; oder as
usw.) bezeichnen wir als die Komponenten des Vektors.

Schreibweise 1.1.3. Wir schreiben normalerweise R™ durch Spaltenvektoren. Da-
gegen wiirden wir

(a17 g, - 70471)
als Zeilenvektor bezeichnen. In der linearen Algebra macht es einen Unterschied,
ob man Zeilen oder Spalten schreibt.

Vereinbarung 1.1.4.

4Achtung, manche Autoren zidhlen auch 0 zu den natiirlichen Zahlen.



LINEARE ALGEBRA 11

(1) Vektoren in R? oder R? veranschaulichen wir durch Pfeile, der Vektor
(g;) € R? entspricht zum Beispiel einem Pfeil, der o; Einheiten von
links nach rechts, und as Einheiten von unten nach oben zeigt. Der An-
satzpunkt des Pfeiles ist gleichgiiltig, parallele, gleich lange Pfeile werden
mit demselben Vektor identifiziert.

(2) Fixieren wir (willkiirlich) einen Punkt des R™ als Nullpunkt 0 ("Koordina-
tenursprung”), so kénnen wir jeden anderen Punkt P des R™ durch einen
Vektor beschreiben, der von 0 nach P zeigt. Wir nennen diesen Vektor den
Ortsvektor von P.

(3) Jeder Vektor a € R™ LBt sich mit einer Parallelverschiebung identifizieren,
welche jeden Punkt x € R™ nach x + a verschiebt.

(4) Die Summe a + b kann man grafisch darstellen indem man den Vektor b
an der Spitze von a ansetzt. Der Vektor vom Ausgangspunkt von a an die
Spitze von b ist @ + b. Wenn man a + b auch konstruiert, indem man a an
der Spitze von b ansetzt, erhilt man ein Parallelogramm nach Art eines
Krifteparallelogramms.

(5) Das Produkt Aa mit positivem A ist ein Vektor in die gleiche Richtung wie a,
aber mit der A-fachen Lange. Das Produkt —Aa hat genau entgegengesetzte
Richtung zu a, und wieder A-fache Linge wie a.

Definition 1.1.5. Seien a und b # 0 zwei Vektoren des R™. Die Gerade durch a in
Richtung b ist definiert als

{a+A\b| A eR}.

In Definition 1.1.5 war es wichtig, einen Richtungsvektor b # 0 zu haben. Fiir b = 0 wiirde
das Gebilde auf den einen Punkt a zusammenfallen. Wie definiert man eine Ebene? Es reicht
nicht, einfach 2 Richtungsvektoren zu nehmen, die nicht Null sind. Sie diirfen auch nicht Vielfache
voneinander sein, sonst erhalten wir eine Gerade.

Definition 1.1.6. Seien a,b1,by € R™, es sei weder b; ein Vielfaches von by, noch
umgekehrt. Die Ebene durch a, deren Richtungen von by, by aufgespannt werden,
ist

{a+ Ab1 4+ A2ba | A1, X2 € R}

Beispiel 1.1.7. Gegeben seien die 3 Punkte mit Ortsvektoren

2 0 4
x=\|1], y=12]|, z=|-3
4 6 0

Legen Sie eine Ebene durch die drei Punkte.

Loésung: Wir kénnen uns den Ausgangspunkt in der Ebene aussuchen, z.B. den Punkt x aus der
Angabe, und als Richtungsvektoren kommen alle Vektoren in Frage, die zwei Punkte der Ebene
verbinden, z.B. y — z und z — z:

()6

Wir kénnten genausogut einen anderen Punkt der Ebene als Ausgangspunkt nehmen und die
Richtungsvektoren mit Konstanten multiplizieren, wir erhalten dieselbe Ebene:

()
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1.1.2. Geometrische Aufgaben, welche auf lineare Gleichungssysteme fiihren.

Beispiel 1.1.8. Bestimmen Sie den Durchschnitt der Geraden

(53)+2(5) 1rem,
() or) ren

Losung: Um nicht denselben Buchstaben A in zwei verschiedenen Bedeutungen in der Rechnung
zu haben, parametrisieren wir die Gerade H mit pu. Wie der Parameter heif3t, ist schliellich
gleichgiiltig. Wir suchen also einen Punkt z, der zugleich in zwei Mengen liegt:

-1 2 1 1
x € {(_3) +/\(3) \ /\eR}m{(_z) +u(2> | peR}.
Der Vektor z muss sich also auf zwei verschiedene Arten schreiben lassen, und wir erhalten
(-1 Y 2 1 i 1
R 3 —2) "H2)"
2 1 -1 1 2
25 -0) - - () - ()

Schreiben wir die einzelnen Komponenten auf, erhalten wir zwei Gleichungen in zwei Unbekannten:

20 — p o= 2
3N — 2u = 1°

G

H

Wir ziehen zweimal die erste Gleichung von der zweiten ab, mit der Absicht, aus der zweiten
Gleichung die Unbekannte p hinauszuwerfen. Die erste Gleichung behalten wir unveréndert:

20— p o= 2

-2 4+ O0p = =3
Nun addieren wir zweimal die zweite Gleichung zur ersten und eliminieren damit A aus der ersten
Zeile:

oA — pu = -4

-2 4+ O0p = =3
Nun koénnen wir direkt ablesen:

A=3, pu=4.

Wir setzen A = 3 in die Gleichung von G ein und erhalten

-9 ()

Als Probe koénnen wir auch g in die Gleichung von H einsetzen und miissen denselben Vektor x

als Schnittpunkt erhalten:
1 1 5
= ()1 () - ()

Die Probe zeigt also, dass wir richtig gerechnet haben. Der gesuchte Schnittpunkt ist
- 5
=lg)

Bemerkung 1.1.9. Haben Sie Geduld mit dem Verfahren, mit dem wir oben das
Gleichungssystem gelost haben. Es sieht auf ersten Blick bei einem Gleichungssy-
stem in 2 Unbekannten ein wenig klobig aus. Seine Qualitdt liegt darin, innerhalb
der Gleichungen Ordnung zu behalten. Man kann damit ebensogut Gleichungssy-
steme in 10 Unbekannten lésen, ohne die Ubersicht zu verlieren.

O

Beispiel 1.1.10. Gegeben seien die folgende Ebene E und die Punkte z, y. Liegen
re B ye E?

) 2 1 2 1
z= -4, y=1|5|, E={|1|+Ax|1|+pul4] | \peR}
7 8 2 3 2
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Losung: x liegt genau dann in E, wenn es sich in der Form

5 1 2 1
e=|—-a|l=(1])+xr[1]+n(4
7 2 3 2

13

schreiben ldsst. Wenn wir diese Gleichung wieder in einzelne Komponenten auflosen, erhalten wir

ein System von drei Gleichungen in zwei Unbekannten:

20+ p o= 4
A+ 4dp = =5
3 + 24 = 5

Wir ziehen die zweite Zeile zweimal von der ersten und dreimal von der dritten ab, die zweite

Zeile behalten wir:

oA — 7p = 14
A+ 4p = =5
oA — 10 = 20
Wir dividieren die letzte Zeile durch 10, das &ndert nichts an der Losung:
oA — 7u = 14
A+ 4dp = =5
oA — p = 2
Nun ziehen wir die dritte Zeile 7 mal von der ersten ab. Die zweite und dritte behalten wir
unverindert.
oA + Op = O
A+ 4dp = =5
oA — p = 2

Die erste Zeile sagt: OA + Op = 0. Das gilt immer, daher macht es keinen Unterschied, ob diese

Zeile im Gleichungssystem steht oder nicht. Wir kénnen sie weglassen. Es bleibt

A+ 4p = =5
oA - p = 2
Wir addieren noch die letzte Zeile viermal zur ersten und erhalten
A+ Op = 3
oA - p = 2

Also ist A = 3 und g = —2. Als Probe setzen wir A und g in die Gleichung der Ebene ein und

erhalten tatsdchlich x:

1 2 1 5

11 4+3(1)—-2|4)=1[—-4

2 3 2 7

Der Vektor z liegt also in der Ebene E.
Nun versuchen wir, ob auch y in E liegt, und setzen an:

2 1 2 1
y=|5]=|1]+A|1]|+nl|4
8 2 3 2

Wenn wir diese Gleichung wieder in einzelne Komponenten auflésen, erhalten wir ein System von

drei Gleichungen in zwei Unbekannten:

20 + pu o= 1
A+ 4 = 4
3\ + 24 = 6

Wir ziehen die zweite Zeile wieder zweimal von der ersten und dreimal von der dritten ab, die

zweite Zeile behalten wir:

ox — Tp = -7
A+ 4p = 4
ox — 1p = -6
Wir dividieren die erste Zeile durch 7, das &ndert nichts an der Losung;:
(O o = -1
A+ 4 = 4
oA — 1op = -6
Nun ziehen wir die erste Zeile 10 mal von der dritten ab:
oA — Oop = -1
A+ 4dp = 4

Il
i

oA — Op
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Die dritte Zeile sagt nun: OA 4+ Op = 4. Das kann nie erfiillt sein, und daher hat das Gleichungs-
system keine Losung. Der Vektor y 148t sich also nicht in der Parameterform von E schreiben, er
liegt nicht in E. O

Bemerkung 1.1.11. Im obigen Beispiel haben wir gesehen, was geschieht, wenn
in der Elimination links eine Zeile aus lauter Nullen entsteht. Steht auf der rechten
Seite auch Null, dann kann man die Zeile ignorieren und einfach mit den anderen
Zeilen weiterrechnen. Steht aber auf der rechten Seite eine Zahl ungleich Null, so
gibt es keine Losung, und damit auch keinen Grund, weiterzurechnen.

Beispiel 1.1.12. Bestimmen Sie den Durchschnitt der Ebene F mit der Geraden
G:

7 2 3
E = {[ 14 | +x|8|+u|9] | AueR},
—11 4 0
11 5
G = {| 2 |+xl 0] |rxeRr}
-19 —10
Losung: Wir suchen wieder einen Punkt x, der beide Parameterformen erfiillt, also
7 2 3 11 5
z=| 14 | +X[8]+ul9] = 2 +v| O
—11 4 0 —19 —10

(Beachten Sie, dass wir wieder den Parameter aus G umbenannt haben, um nicht einen Buchstaben
fiir zwei verschiedene Zahlen zu verwenden.) Wir sortieren die Terme und erhalten

2 3 5 11 7 4
Ml +pulo)=vl 0o )= 2 |- 14]|=]-12
4 0 -10 —19 —11 -8

Wir werden der Bequemlichkeit wegen in den einzelnen Gleichungen die Unbekannten weglassen.
Statt

20+ 3u — v = 4
8\ 4+ 99 — Ov = -—12
4 4+ Op + 1o = -8

schreiben wir nur ein Schema, das die Zahlenwerte enthélt. Nach wie vor bedeutet aber jede Zeile
eine Gleichung, und jede Spalte links gehort zu einer Unbekannten:

2 3 —bx 4
8 9 0 —12
4 0 10 -8

Wir beginnen nun mit der Elimination. Zunéchst werfen wir v aus allen Gleichungen ausser der er-
sten, d.h., wir behalten die erste Zeile unverédndert, die zweite miissen wir diesmal nicht verandern,
und zur dritten zdhlen wir die erste zweimal dazu. Die erste Zeile, mit der wir arbeiten, heifit un-
sere Pivotzeile, die dritte Spalte, in der wir die Nullen erzeugen, heifit die Pivotspalte, und das
Element —5 ist das Pivotelement. Wir markieren die Pivotelemente mit Sternchen. Wir fithren
nun den Pivotschritt durch:

2 3 5% 4
8« 9 0 —12
8 6 0 0

Die erste Zeile, die bereits einmal Pivotzeile war, lassen wir bis auf weiteres in Ruhe. Wir ziehen
die zweite Zeile von der dritten ab, um A aus der dritten Zeile zu eliminieren. Nun ist die zweite
Zeile Pivotzeile, die erste Spalte Pivotspalte, und das Pivotelement ist 8.

2 3 —5% 4
8x 9 0 —12
0 —3x 0 12

Das Element —3 in der letzten Zeile wird nun Pivotelement, dazu gibt es aber keine Zeilenumfor-
mung mehr, denn alle Zeilen, die man umformen kénnte, wurden schon als Pivotzeilen verwendet.
Damit ist die Eliminationsphase fertig.
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Wir beginnen mit der Riicksubstitutionsphase. Wir fangen nun mit dem letzten Pivotelement
an (dritte Zeile, zweite Spalte) und eliminieren alle anderen Zahlen aus dieser Spalte. Dazu ad-
dieren wir die dritte Zeile einmal zur ersten und dreimal zur zweiten Zeile:

2 0 —5x 16
8x 0 0 24
0 =3 0 12

Die vorletzte Pivotzeile war die zweite, mit dem Pivotelement 8. In der dritten Zeile gibt es nichts
zu eliminieren. Von der ersten Zeile ziehen wir ein Viertel der zweiten Zeile ab.

0 0 —5x% 10
8% 0 0 24
0 =3 0 12

Nun steht die Lésung vor uns:

—50 =10, 8\=24,-3u=12,

das heif3t
A=3, pu=-4, v=-2.
Setzen wir A = 3, p = —4 in die Ebenengleichung ein, so erhalten wir den Schnittpunkt
7 2 3 1
z=|( 14 | +3[8])] —-4[|9] =12
—11 4 0 1
Wir kénnen, als Probe, ebenso v = —2 in die Geradengleichung einsetzen, und miissen denselben
Schnittpunkt erhalten:
11 5 1
T = 2 —2 0 =12
—-19 —10 1

Beispiel 1.1.13. Bestimmen Sie den Durchschnitt der Ebenen

5 4 4
E = {[-1]+x|=4|+u|-2] | Aper}
9 5 3
7 2 3
F o= {[7]+x|2]+n(1] | \NpueRr)
6 3 2

Loésung: Wir suchen wieder Punkte, die zugleich in beiden Parameterformen geschrieben werden
konnen:

5 4 4 7 2 3
1]l +xX| 4| +p|-2])=|7]+v|2|+c]|1],
9 5 3 6 3 2
4 4 2 3 7 5 2
A4 ) +p |2 —v|2]|—x|l]|=(7T|—--1|=]{ 8
5 3 3 2 6 9 -3

Damit erhalten wir das folgende Schema, wobei jede Zeile wieder fiir eine Gleichung steht, und
die Spalten nacheinander die Koeffizienten fiir A, u, v, k und die rechte Seite beinhalten:

4 4 -2 =3 2
-4 -2 =2 —1x 8
5 3 =3 =2 -3

Wir fithren nun Pivotschritte durch, bis keine Zeile als Pivotzeile mehr tibrig bleibt. Die Pivotele-
mente werden jeweils durch Sternchen gekennzeichnet:

16 10 4 0 —22

-4 -2 -2 —1x 8

13 7 1% 0 -19
—-36 —-18 0 0 54
—4 -2 -2 —1x 8

13 7 1x 0 —19
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Wir dividieren die erste Zeile durch 18, und erhalten als letztes Pivotelement z.B. -1.

-2 —1x 0 0 3
-4 -2 -2 -—1x 8
13 7 1% 0 -19

Damit ist die Elimination abgeschlossen, alle Zeilen waren Pivotzeilen. Wir beginnen mit der
Riicksubstitution, zuerst mit dem letzten Pivotelement:

-2 —=1x 0 0 3
0 0 -2 —1x 2
-1 0 1x 0 2

Die vorletzte Pivotzeile war Zeile Nummer 3. Wir setzen mit ihr die Riicksubstitution fort:

-2 —1x 0 0 3
-2 0 0 —1x 6
-1 0 1x 0 2

Nun ist auch die Riicksubstitution fertig. Trotzdem kénnen wir keine eindeutige Losung ablesen,
denn die erste Spalte war nie Pivotspalte. Unsere Gleichungen bedeuten:

2\ - u = 3
—2A - Kk = 6
- + v = 2

Fiir jeden Wert von A kénnen wir Werte von p, v, k berechnen, sodass sich eine Losung ergibt:
pu=-3—-2\, v=24+X, kK=-—6-—2X\.

Wir setzen in die erste Ebenengleichung ein und erhalten

5 4 4
EnF = {|-1]+x[-4])+(=3-2))|-2] | eR}

9 5 3
5 4 4 4

= {[-1])-3|-2]+xr[-4)—-2x|-2] |reR}
9 3 5 3
—7 -4

= {5 )+x|0|[reR}.
0 -1

Das ist die Parameterform einer Geraden. Die beiden Ebenen schneiden einander also in einer
Geraden. 0

1.1.3. Gaufsches Eliminationsverfahren.

Wir wollen nun ein bisschen systematischer aufarbeiten, was wir vorhin beob-
achtet haben. Zuniichst befassen wir uns mit linearen Gleichungssystemen. Die
geometrischen Aspekte kommen im néchsten Unterabschnitt.

Definition 1.1.14.

(1) Ein lineares Gleichungssystem von m Gleichungen in n Unbekannten hat
die Gestalt

a1+ @b + 0 4+ aapén = B
a2161 + a4+ 0 4+ wabn = B
(1.1.1) ) . . .
am,lgl + am,2£2 + -+ Oém,nfn = Bm
Dabei sind firi = 1,--- ,mund j = 1,--- ,n die o; ; und 3; gegebene reelle

Zahlen®. Gesucht sind die reellen Zahlen &, - ,&,.

5Spéiter werden wir sehen, dass es genausogut Elemente eines beliebigen Koérpers sein kénnen.
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(2) Eine partikuldre Losung des Systems (1.1.1) ist ein Vektor
&
&n
dessen Komponenten alle Gleichungen des Systems (1.1.1) gleichzeitig erfiillen.
(3) Die allgemeine Losung oder Losungsmenge des Systems (1.1.1) ist die Men-
ge aller partikuldren Losungen.

(4) Wenn alle 3; gleich Null sind, heifit das System ein homogenes Gleichungs-
system, sonst heifit es inhomogen.

Bemerkung 1.1.15. System (1.1.1) ldsst sich kurz auch so anschreiben:
(Vi=1,---,m) Zai,jfj = fi.
j=1

Beobachtung 1.1.16. Ein homogenes lineares Gleichungsystem hat immer min-
destens eine partikuldre Losung, den Nullvektor.

Beweis. Sind alle {; = 0, so ist fiir alles =1,--- ,m

Zamfj = Z ai,jO =0.
j=1 j=1
O

Definition 1.1.17. Eine (m x n)-Matrix iiber R ist ein rechteckiges Schema, in
dem in m Zeilen und n Spalten reelle Zahlen angeordnet sind:
(O 5T Q1n
(Qij)i=1mj=1.n =
Qmi - Qmm
Die Menge aller (m x n)-Matrizen iiber R bezeichnen wir mit R™*™.

Definition 1.1.18. (1) Die Systemmatrix (Koeffizientenmatrix) des linearen
Gleichungssystems (1.1.1) ist die Matrix

Qi1 o Olp

Q1 e Qmn

(2) Die rechte Seite des linearen Gleichungssystems (1.1.1) ist der m-dimensionale

Spaltenvektor
o5}
Brm
(3) Die erweiterte Matrix des linearen Gleichungssystems (1.1.1) ist die Matrix
arn 0 o B
Q1 e Qo n 6m

Wir fassen nun zusammen, wie wir im vorigen Unterabschnitt lineare Gleichungs-
systeme gelost haben. Ein Algorithmus ist ein Rechenverfahren, das so prézis for-
muliert ist, dass man es nur rein mechanisch nachvollziehen muss.
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Algorithmus 1.1.19 (Gaufische Elimination). Zu ldsen ist ein System von m
linearen Gleichungen in n Unbekannten. Wir gehen von der erweiterten Matrix des
Systems aus.

1)

Eliminationsphase:

Gibt es eine Zeile i in der erweiterten Matrix, die noch nicht Pivotzeile
war, und auf der linken Seite ein Element oy ; # 0 enthélt? Wenn ja, wéhle
dieses Element als Pivotelement. (Zeile ¢ heifit dann Pivotzeile, Spalte j
heifit Pivotspalte.) Wenn nein, dann gehe zu Schritt 4.

Dividiere die Pivotzeile durch das Pivotelement. Von jeder anderen Zeile
k, welche noch nicht Pivotzeile war, subtrahiere das ay j/o; j-Fache der
Pivotzeile. Es entsteht eine Null in der Pivotspalte.

Gehe zu Schritt 1.

Alle Zeilen, die nur aus Nullen bestehen, werden gestrichen.

Gibt es eine Zeile, die links nur Nullen besitzt, aber rechts ein Element
ungleich Null enthélt? Wenn ja, dann hat das System iiberhaupt keine
Losung. Beende die Rechnung. Wenn nein, gehe weiter zu Schritt 6.
Riicksubstitutionsphase:

Gibt es noch Zeilen, welche nicht fiir die Riicksubstition verwendet wurden?
Wenn ja, wéhle aus ihnen jene Zeile ¢, die als letzte Pivotzeile war und gehe
zu Schritt 7. Wenn nein, gehe zu Schritt 10.

Wihle das ehemalige Pivotelement «; ; = 1 wieder als Pivotelement.

Von alle Zeilen k, die vor der Zeile Nummer i Pivotzeilen waren, subtrahiere
das oy /o j-Fache der Pivotzeile.

Gehe zu Schritt 6.

Freie Parameter und Auflésung:

Gibt es Spalten, die nie Pivotspalten waren? Setze die entsprechenden Va-
riablen ¢; mit allgemeinen Zahlen (=Buchstaben) als freie Parameter an.
Aus jeder Zeile i, deren Pivotelement oy ; war, 18t sich der Wert von &;
jetzt ablesen. Ende des Verfahrens.

Bemerkung 1.1.20. Von diesem Verfahren gibt es verschiedene Varianten. Ei-
ne ist, die Riicksubstitutionsphase nicht separat zu fithren, sondern gleich in der
Eliminationsphase auch in den Zeilen, die schon Pivotzeilen waren, zu eliminieren.
Sie werden aber sehen, dass in den Pivotschritten der Riicksubstitutionsphase so
viele Nullen auftreten, dass die Rechnung sehr kurz wird und das Verfahren mit
getrennten Phasen etwas bequemer ist.

Beispiel 1.1.21.

2r + y + 3z 4+ wuwu = T

6xr — 2y — 11z 4+ 3u = 1
—6x 4+ 6z — 2u = 4

2+ 3y + 17z + 4du = 45

Loésung: Zunéchst stellen wir die erweiterte Matrix auf. Beachten Sie, dass in der dritten Glei-
chung y nicht vorkommt. Wir miissen aber an der Stelle fiir y in der Matrix eine Null schreiben,
sodass alle Zeilen gleich lang sind.

2 1 3 1 7
6 -2 -—-11 3 1
-6 0 6 —2 4
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Wir formen nun die erweiterte Matrix mit Eliminationsschritten um. Pivotelemente kennzeichnen
wir jeweils mit Stern *, die Nummer tiber dem Stern sagt, das wievielte Pivotelement hier steht.

2 1xd 3 1 7 2 1«1 3 1 7
6 -2 —11 3 1 . 10 0 —5 b5%2 15
-6 0 6 -2 4 -6 0 6 -2 4
2 3 17 4 45 -4 0 8 1 24
2 1% 3 1 7 2 1t 3 1 7
N 2 0 -1 12 3 N 2 0 —1 12 3
—2%3 0 4 0 10 %3 0 -2 0 -5
—6 0 9 0 21 0 0 —3%* 0 -9
2 1«1 3 1 7
N 2 0 -1 1«2 3
2 0 -2 0 -5
0 0 1x* 0 3

Fiir das letzte Pivotelement bestand der Pivotschritt nur in der Division der Pivotzeile durch das
Pivotelement.
Mit dem vierten Pivotelement leiten wir nun die Riicksubstitutionsphase ein:

2 1«1 3 1 7 2 1«1 0 1 -2
2 0 —1  1x2 3 2 0 0 1x2 6
0 -2 0 5] 71 0o 0o o 1
0 0 1x* 0 3 0 0 1«* 0 3
0 1t 0 1 —4 0 1t 0 1 -8
. 0 0 0 1x2 4 N 0 0 0 1x2 4
13 0 0 0 1 13 0 0 0 1
0 0 1+* 0 3 0 0 1% 0 3

Nun koénnen wir die Losung direkt ablesen:
zr=1 y=-8, z=3,u=4.
O

Bemerkung 1.1.22. Wir haben zwischen die Matrizen in den Pivotschritten Pfeile
und bewusst keine Gleichheitszeichen geschrieben, denn die Matrizen gehen ausein-
ander hervor, sie sind aber nicht gleich.

Beispiel 1.1.23. Losen Sie das System mit der erweiterten Matrix:

10 2 14 4 6
1 3 19 0 5
1 -2 —-11 5 0
14 0 2 6 4

Losung: Wir beginnen mit den Eliminationsschritten.

10 2% 14 4 6 5 117 2 3
1 3 19 0 5 . -14 0 -2 -6 —4
1 -2 —-11 5 0 21 0 3 9 6
14 0 2 6 4 14 0 2«2 6 4
5 1«1 7 2 3

. 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

7 0 1+ 3 2

Die beiden Nullzeilen ignorieren wir in Zukunft. Es bleibt ein Riicksubstitutionsschritt:

5 1«1 7 2 3 —44 1%t 0 =19 —11
0 0 0 0 o .| o 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
70 1%x% 3 2 7 0 1x2 3 2

Die zweite und dritte Spalte waren Pivotspalten, die erste und vierte Variable werden frei ange-
setzt:

S1=A &a=p.
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Aus der ersten Zeile erhalten wir nun &2, und aus der vierten Zeile erhalten wir £3:

& = —11+44X4+ 19,
& = 2—-TA-3pu.
Fassen wir die allgemeine Lésung zu einem Vektor zusammen, so erhalten wir als Losungsmenge
0 1 0
A S vn| 5] [reer)
0 0 1

Beobachtung 1.1.24. Wir hatten bei der Losung des letzten Systems 4 Glei-
chungen in 4 Unbekannten. Zwei Gleichungen wurden zu Nullzeilen, es sind zwei
Pivotzeilen geblieben. Wir werden spéter sagen, der Rang der Systemmatrix ist
zwei. Zu zwei Pivotzeilen gehoren natiirlich zwei Pivotspalten. Von vier Variablen
lassen sich also die 2 Variablen, die zu den Pivotspalten gehéren, ausrechnen. Die
anderen 2 Variablen werden als freie Parameter angesetzt.

1.1.4. Affine und lineare Unterrdume in R™.
Die Losungsmenge des letzten Beispiels 1.1.23 hat die Gestalt

(1.1.2) {p+ M1+ pv2 | \,n€R}

mit geeigneten Vektoren p, vi, vy. Das sieht genauso aus wie die Parameterform
einer Ebene, nur dass sich unsere Losungsmenge in einem vierdimensionalen Raum
befindet. In diesem Unterabschnitt werden wir kursorisch geometrische Begriffe
einfithren, unter die sich Gerade, Ebene und auch hoéherdimensionale Gebilde sy-
stematisch einordnen lassen.

Wir vergessen zunéchst den Vektor p aus Gleichung 1.1.2 und betrachten nur
den Ausdruck Avy + pvs.

Definition 1.1.25. Seien vy, -+ ,v; Vektoren in R”™.
(1) Sind Aq,---, Ax € R, so heifit der Vektor Ajvq + - -+ + Agvy eine Linearkom-
bination von vy, - - - , Vk.

(2) Die lineare Hiille der Menge {vy,- - ,v;} ist die Menge aller Linearkombi-
nationen dieser Vektoren:

L{v1, o)) ={ v+ + Agoe | A, A € R}

(3) Die lineare Hiille der leeren Menge wird definiert als der Nullraum, das ist
die Menge, die nur aus dem Nullvektor besteht:

L(0) := {0} .

Definition 1.1.26. Sei U eine Teilmenge von R™. Wir sagen, U ist ein Unterraum
von R", wenn gilt

(1) U ist nicht leer.

(2) Sind u,v € U und A\, € R, so ist auch Au + pv € U.

Im R3 ist der Nullraum ein Unterraum (der einzige Punkt, der einen Unterraum
bildet). Geraden und Ebenen sind genau dann Unterrdume, wenn sie durch den
Nullpunkt gehen. Auch R? selbst ist ein Unterraum des R3.
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Bemerkung 1.1.27. Jede lineare Hiille einer Vektormenge {vy,---,vp} C R"
ist ein Unterraum des R™. Wir sagen auch, L({v1,- - ,vx}) ist der von vy, -+ , v,
erzeugte oder aufgespannte Unterraum.

Beweis. Man sieht sofort, dass man den Nullvektor durch \y = --- = X\, = 0 als
Linearkombination erzeugen kann. Also ist £({v1,--+,vr}) nicht leer. Seien nun
uw,w € L({v1, -+ ,v}) und o, 8 € R. Wir wollen zeigen, dass auch au + fw in
L({v1,- - ,v}) liegt. Wegen der Definition von £({vy,--- ,vr}) lassen sich u, w in
der folgenden Weise schreiben:

U= A01 + -+ AU, W= pivg e g

Klammern mit Vektoren lassen sich ausmultiplizieren wie Klammern reeller Zah-
len (Distributivgesetz), Klammern in Summen von Vektoren und die Reihenfolge
der Addition lassen sich beliebig verschieben (Assoziativ- und Kommutativgesetz).
Daher kénnen wir die folgende Rechnung ausfiihren:

au + fw

(A1 + -+ Agog) + B(pavs + -+ + o)
= alur+ - adpvg + Bravy + -+ Bugvr
= (a1 + Bur)vr + - + (g + Buk)vr -

Weil ja auch die Klammern (a); + Su;) wieder reelle Zahlen ergeben, steht am
Ende wieder eine Linearkombination von vy, - - , vg. O

Bemerkung 1.1.28. Bitte gewohnen Sie sich moéglichst schnell an den Gebrauch
des Summenzeichens: Seien p < ¢ ganze Zahlen, und vy, - - - , v, Zahlen oder Vekto-
ren, dann ist

q

Zvi =Up+ Upp1+ -+ Vg

i=p
D.h.: Zahle die Objekte v; von i = p bis ¢ = g auf, und addiere sie alle.
Der Summationsindex i kann jeden Namen haben, er ist nur ein Platzhalter fiir die
Zahlen p,--- ,q, man konnte genausogut t oder jeden anderen Buchstaben schrei-
ben.

Zum Beispiel schreibt sich der obige Beweis mit Summenzeichen so:

k

k k k k
au + fw = CYZ Aivi + B Zﬂivi = Z aXiv; + Zﬂuivi = Z(a/\i + Bui)v; .
i=1 i=1 i=1 i=1

=1

Wir sehen also, dass jede endliche Menge von Vektoren einen Unterraum erzeugt
(eben ihre lineare Hiille). Andererseits lisst sich jeder Unterraum des R™ als lineare
Hiille einer endlichen Vektormenge schreiben. Auch wenn uns das anschaulich ein-
leuchtet, ist das nicht ganz selbstversténdlich. Ist es wirklich ausgeschlossen, dass
eine Menge im R3 existiert, die die Bedingungen eines Unterraumes erfiillt aber
nicht als lineare Hiille von ein paar Vektoren aufgespannt wird?

Die Intuition sagt uns auch: Eine Ebene ist zweidimensional, und dass soll sagen:
Wenn wir eine Ebene aufspannen wollen, die durch den Nullpunkt geht, brauchen
wir immer zwei Vektoren, die nicht parallel sind. Es gelingt nie mit einem Vek-
tor, und von drei Vektoren ist immer einer iiberfliissig. Ebenso braucht man fiir
eine Gerade durch den Nullpunkt immer genau einen Vektor. Obwohl es also ver-
schiedene Vektorsysteme gibt, die dieselbe Ebene aufspannen, kann man aus jedem
System alle bis auf zwei Vektoren weglassen, und mit den restlichen zwei die Ebene
aufspannen. Was fiir die Intuition klar ist, braucht spéter einen Beweis.
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Im Augenblick geht es nur darum, anschauliche Bilder fiir die Theorie zu schaf-
fen, die wir in dieser Vorlesung axiomatisch entwickeln werden. Dann werden wir
den Begriff der Dimension auf feste, sichere Fiifle stellen und nicht mehr an die
Anschauung appellieren miissen.

Um auch Geraden und Ebenen, die nicht durch den Nullpunkt gehen, in un-
ser Begriffsrepertoire aufzunehmen, miissen wir einen Begriff schaffen, der weiter
gefasst ist als der Unterraum. Die folgende Definition passt perfekt auf die Parame-
terform von Ebenen und Geraden. Gleichzeitig passt Sie auch zur Losungsmenge
von linearen Gleichungssystemen in Analogie zu Gleichung (1.1.2).

Definition 1.1.29. Sei W eine Teilmenge des R", p € R™ und U ein Unterraum
des R” so, dass gilt

W={p+u|ueU}.

Dann heifit W ein affiner Unterraum von R™ mit Tangentialraum U.

Bemerkung 1.1.30. Achtung, die Benennung dieser Objekte kann verwirren: Je-
der Unterraum ist ein affiner Unterraum, aber nicht jeder affine Unterraum ist ein
Unterraum!

Bemerkung 1.1.31. Der Tangentialraum umfasst also alle Richtungsvektoren, die
von Punkten aus W zu Punkten aus W fiihren.

Vereinbarung 1.1.32. Seien A, B C R” und ¢ € R". Wir verwenden folgende
Kurzschreibweisen:

A+B = {a+b|lacAbe B},
c+B = {c+b|beB}.

Ein affiner Unterraum des R™ ist demnach eine Menge der Form p + U, wobei p
ein Vektor und U ein Unterraum des R ist.

Wir wissen zum Beispiel, dass wir als Ausgangsform fiir die Parameterdarstel-
lung einer Gerade oder Ebene jeden beliebigen Punkt der Geraden oder Ebene
heranziehen kénnen. Das wird etwas abstrakter und allgemeiner von der folgenden
Bemerkung wiedergegeben:

Bemerkung 1.1.33. Sei W ein affiner Unterraum des R™ mit Tangentialraum U.
Sei g € R™. Es gilt:
q liegt genau dann in W, wenn W = ¢+ U.

Beweis. Da wir eine Aquivalenz von zwei Aussagen beweisen, miissen wir zwei
Richtungen beweisen.

Beweis von g € W = W = g+ U: Jedenfalls lidsst sich W in der Weise W = p+ U
mit einem geeigneten Vektor p € R™ schreiben. Ist ¢ € W, so gibt es ein v € U mit
qg=p+wv. Ist nun u € U, so ist v+ u € U, weil U ein Unterraum ist. Dann ist
aber g+u=p+ (v+u) €Ep+U=W. Also ist ¢+ U C W. Ist umgekehrt y € W,
so kann man y = p + v mit einem w € U schreiben. Nun ist auch u —v € U, und
y=p@+v)+(u—v)=q+(u—v)€q+U. Alsoist W C ¢+ U.

Beweis von W =g+ U = qe€ W:Esist g=q+0 € g+ U, weil jeder Unterraum
den Nullvektor enthilt. O

Die folgende wichtige Beobachtung beweisen wir jetzt noch nicht, weil wir spéater
viel bequemere Schreibweisen zur Verfiigung haben werden:
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Bemerkung 1.1.34. Sei M C R" die Losungsmenge eines linearen Gleichungs-
systems in n Unbekannten, und sei M # (). Sei x € M eine beliebige partikulire
Losung des Gleichungssystems. Dann ldsst sich M als affiner Unterraum des R™
in der Form x + U schreiben, dabei ist U die Losungsmenge des homogenen Glei-
chungssystems, das man erhilt, indem man die rechte Seite durch den Nullvektor
ersetzt.

2. GRUPPEN, RINGE, KORPER

2.1. Mengen und Funktionen. Bevor wir mit der axiomatischen Arbeit begin-
nen, miissen wir uns noch auf die Sprache der Mengen und Funktionen einigen.

2.1.1. Mengen.

Will man die Mengenlehre axiomatisch auf ein solides Fundament stellen, muss
man sehr diffizile logische Probleme 16sen. Mit unserer naiven Vorstellung: “Eine
Menge ist eine Zusammenfassung irgendwelcher Element zu einem Ganzen” laufen
wir sehr schnell in Widerspriiche:

Beispiel 2.1.1 (Russelsche Antinomie). Sei M die Menge aller Mengen, die sich
selbst nicht als Element enthalten.

Die harmlos scheinende Definition verfingt sich in Widerspriiche, wenn wir ent-
scheiden sollen, ob M selbst ein Element von M ist:

Sei M € M. Die Menge M enthélt nur Elemente, die sich selbst nicht als
Element enthalten. Weil aber M € M vorausgesetzt wurde, kann also M
kein Element von M sein.

Sei M ¢ M. Nach Definition von M muss also M zu den Elementen von
M gehoren.

Wie man es dreht, es kommt immer ein Widerspruch heraus. Die Definition von M
liefert keine sinnvolle Menge!

Trotz dieser Gefahren kénnen wir ruhig fiir diese Vorlesung und fiir weite Berei-
che der Mathematik mit unserer naiven Vorstellung fortfahren. Wir wenden keine so
starken Mittel der Mengenlehre an, wir definieren keine so komplizierten Mengen,
dass wir auf die Feinheiten der Axiomatik achten miissen. Dieses Kapitel soll nur
die Schreibweisen festlegen, mit denen wir arbeiten. Wir gehen auf die Problematik
der Mengentheorie nicht ein.

Vereinbarung 2.1.2. Seien a,b,c,--- irgendwelche Objekte, und sei A(x) eine
Aussage, die man iiber ein Objekt x machen kann, und die dann wahr oder falsch
sein kann. Wir fiihren folgende Mengenschreibweisen ein:
(1) {a,b,c,---} ist die Menge, die die Objekte a, b, ¢ usw. enthélt (aufzdhlende
Mengendeklaration).
(2) {x | A(z)} ist die Menge aller Objekte x, fiir die die Aussage A(x) wahr
ist (beschreibende Mengendeklaration).

Die in einer Menge M enthaltenen Objekte nennen wir die Elemente von M. Ist x
ein Element von M, schreiben wir z € M. Die Menge, die gar kein Element enthélt,
heifit die leere Menge (.

Hier haben wir uns nicht getraut, von einer Definition zu reden. Mathematisch ist das alles
sehr verschwommen. Was sind “irgendwelche Objekte” ?
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Vereinbarung 2.1.3. Seien A und B zwei Mengen. Wir sagen, A ist eine Teilmenge
von B (A C B, B ist eine Obermenge von A, B D A), wenn jedes Element aus A
auch in B enthalten ist.

A ist eine echte Teilmenge von B, wenn A eine Teilmenge von B ist und A # B
gilt. Wir schreiben auch A C B.

Achtung, manche Autoren schreiben A C B nur fiir echte Teilmengen, und im
allgemeinen Fall A C B.

Vereinbarung 2.1.4. Seien A, B, Ay, As, - - - Mengen. Wir verwenden folgende Be-
zeichnungen:

AN B Durchschnitt von A und B: Die Menge aller Elemente, die sowohl in A als
auch in B liegen.
AU B Vereinigung von A und B: Die Menge aller Elemente, die in A oder B oder
beiden liegen.
A\ B Differenzmenge. Die Menge aller Elemente von A, die nicht in B liegen.
ﬂfil A; Durchschnitt aller A;. Die Menge aller Elemente, die in jedem A; enthalten
sind.
Uj=, 4; Vereinigung aller A;. Die Menge aller Elemente, die mindestens in einem
A; enthalten sind.
A x B Produktmenge. Menge aller geordneten Paare (a,b) mit a € A und b € B.

2.1.2. Der Begriff der Funktion.
Wir beschreiben den Begriff der Funktion zunéchst auf eine Weise, die der An-
schauung gut entspricht. Wir werden gleich eine saubere Definition nachtragen.

Vereinbarung 2.1.5. Seien A und B zwei nichtleere Mengen. Eine Funktion (=
Abbildung) von A nach B ist eine Vorschrift, die zu jedem a € A genau ein b € B
bestimmt.

Mit der Notation f: A — B driicken wir aus, dass f eine Funktion von A nach B
ist. Mit f : @+ b oder mit f(a) =b (“f(a) ist b”, “f bildet a auf b ab”) driicken
wir aus, dass f einem bestimmten Element a € A das Element b € B zuweist.

Die Menge A heifit der Definitionsbereich von f, die Menge B heifit Wertevorrat
von f.

Das ist wieder eine sehr verwaschene Begriffserkldrung: “Eine Vorschrift, die ...” — Fir die
Anschauung verstandlich, aber mathematisch keine Definition. Wir wissen, dass der Begriff der
Menge schon diffizil und gefdhrlich ist. Werden wir bei der Definition von Funktionen wieder
Grundlagenprobleme bekommen, kann man “Vorschriften” definieren, die zwingend auf Wider-
spriiche fithren? Die gute Nachricht ist: Hat man einmal den Mengenbegriff auf die sichere Seite
gerettet, kann man eine Funktion prézise definieren. Wir definieren die Funktion einfach als die
Menge der Paare (a, f(a)):

Definition 2.1.6. Seien A und B nichtleere Mengen. Eine Funktion f ist eine
Teilmenge der Produktmenge A x B mit der Eigenschaft:

Fiir jedes a € A gibt es genau ein b € B, sodass das Paar (a,b) in f liegt.

Sind a € A, b € B, mit (a,b) € f, so schreiben wir auch b = f(a).

Will man speziell auf die Definition der Funktion durch Paare hinweisen, nennt
man die Menge {(a, f(a)) | a € A} auch Graph der Funktion.

Fiir unsere praktische Arbeit geniigt aber die anschauliche Vorstellung aus Ver-
einbarung 2.1.5.
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Bemerkung 2.1.7. Seien A und B Mengen, und f : A — B eine Funktion.
Beachten Sie, dass f nicht den vollen Wertevorrat B ausschopfen muss, es darf
“uberfliissige” Elemente in B geben. Dagegen muss sich f auf jedes Element in A
anwenden lassen.

Bemerkung 2.1.8. Seien A und B Mengen, und f : A — B eine Funktion. Sei
a € A. Unterscheiden Sie genau:
f ist eine Funktion, also axiomatisch eine Menge geordneter Paare, an-
schaulich eine Abbildungsvorschrift.
f(a) ist ein Element von B, jenes Element, auf das a abgebildet wird.

Beispiel 2.1.9. Hier finden Sie einige Beispiele von Funktionen:

(1) Jeder/m Studierenden wird genau eine Matrikelnummer zugeordnet, nie-
mand von ihnen hat keine oder mehrere Nummern. Wir haben daher eine
Funktion von der Menge der Studierenden auf die 7-stelligen natiirlichen
Zahlen. Umgekehrt findet sich zu jeder Matrikelnummer ein/e Studieren-
de/r. Trotzdem ist das keine Funktion von der Menge der 7-stelligen natiirli-
chen Zahlen auf die Menge der Studierenden, weil es Zahlen gibt, die nicht
als Matrikelnummer vorkommen.

(2) Die Abbildung z + /z ist eine Funktion von [0, 00) nach [0, c0).

(3) Die Abbildung z ~ 2 ist eine Abbildung von R nach R, denn jede reelle
Zahl hat ihr eindeutiges Quadrat. Es macht nichts, dass der Wertevorrat
nicht ausgeschopft wird (negative Zahlen sind keine Quadrate), und auch
nichts, dass jede positive Zahl zweimal als Wert (ndmlich als Quadrat einer
positiven und einer negativen Zahl) vorkommt.

(4) Seien aq,--- ,a;, € R. Die Formel
R" —R
&1
/ : = i i
&n

definiert eine Funktion.

Funktionen von Intervallen reeller Zahlen in Intervalle lassen sich grafisch als
Kurven darstellen. Jedes Paar (z, f(z)) des Graphen von f wird als Koordinaten-
paar eines Punktes der Ebene dargestellt. Der gesamte Graph ergibt bei (einiger-
mafen “gutmiitigen”) Funktionen eine Kurve. Funktionen von R? nach R kann man
als Flachen im dreidimensionalen Raum darstellen.

Eine Funktion, die auf einer endlichen Menge A definiert ist, ldsst sich auch als
Tabelle schreiben. Eine Funktion einer endlichen Menge A nach R kann man als
Stabdiagramm darstellen. Funktionen von einer endlichen Menge A in eine andere
endliche Menge B lésst sich als Pfeildiagramm schreiben, indem man die Elemente
von A und von B als Punkte darstellt, und jeweils einen Pfeil von a nach f(a) zieht.

Definition 2.1.10. Seien A und B Mengen und f : A — B eine Funktion. Seien
U C Aund V C B Teilmengen (die auch leer sein diirfen). Wir definieren

(1) Das Bild von U besteht aus allen Elementen von B, die als Werte f(u) mit
einem u € U vorkommen: f(U) :={f(u) | u € U}.

(2) Das Urbild von V besteht aus allen Elementen von A, die durch f in Ele-
mente von V abgebildet werden: f~*(V) ={a € A| f(a) € V}.
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Bemerkung 2.1.11. Bitte beachten Sie unbedingt, dass es zur Definition des
Urbildes einer Menge unter einer Funktion f nicht notwendig ist, dass f eine Um-
kehrfunktion besitzt, auch wenn es durch die Schreibweise suggeriert wird.

Wenn die Funktion den Wertevorrat nicht voll ausschopft, dann gibt es auch nicht-
leere Mengen, deren Urbild die leere Menge ist. Dagegen gibt es nie eine nichtleere
Menge, deren Bild leer ist.

Beispiel 2.1.12.

(1) Sei f: R — R gegeben durch f(z) = 2% Sei 0 < a < b < co. Dann sind
Bild und Urbild des Intervalles (a,b) gegeben durch

F((a.b) = (a*0%),  f7'((a,0)) = (—Vb,~Va) U (Va,Vb).

(2) Seien o j e Rfiri =1,--- ,m, j=1,--- ,n. Wir betrachten die Funktion

R™ — R™
s & a1+ o néa
' : = :
En am,1§1 +---+ O‘m,ngn
Das Urbild des Nullraumes ist die Losungsmenge des homogenen linearen
Gleichungssystems
o1&+ o+ oeés = 0
Olm,lgl + -+ am,nfn = 0

Die Losungsmenge kann aus einem Vektor (dem Nullvektor) oder einem
mehrdimensionalen Unterraum des R™ bestehen.

Definition 2.1.13. Seien A und B Mengen, und f : A — B eine Funktion. Sei C
eine Teilmenge von A. Die Einschrinkung von f auf C' ist die Funktion

¢ =B
f'cz{x SN

Die Einschriankung hat also dieselbe Abbildungsvorschrift wie f, aber der Defi-
nitionsbereich ist auf die Teilmenge C zuriickgestutzt.

2.1.3. Hintereinanderausfiihrung, Injektivitit, Surjektivitdt, Umkehrfunktion.

Definition 2.1.14. Seien A, B, C Mengen, und f : A — B, g : B — C Funktionen.
Die Hintereinanderausfithrung (Komposition) g o f (“g nach f”) ist die Funktion

of.{A - C
7907 N )

Bemerkung 2.1.15. Achten Sie darauf, dass die Hintereinanderausfithrung g o f
nur existiert, wenn der Wertevorrat von f im Definitionsbereich von g als Teilmenge
enthalten ist.

Satz 2.1.16. Die Hintereinanderausfihrung von Funktionen ist assoziativ im fol-
genden Sinn:

Seien A, B,C,D Mengen, und f : A — B, g: B — C, h: C — D Funktionen.
Dann ist (hog)o f=ho(go f).
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Beweis. Es ist g o f eine Funktion von A nach C und h eine Funktion von C' nach
D, daher existiert h o (g o f) und ist eine Funktion von A nach D. Dabei ist fiir
a€A

[ho(go f)l(a) =h(lge fl(a)) = h(g(f(a)).
Es ist f eine Funktion von A nach B, und ho g eine Funktion von B nach D. Daher
existiert (hog)o f und es ist

[(hog)o fl(a) = (hog)(f(a)) =h(g(f(a)).
Beide Formeln geben dieselbe Funktion. O

Bemerkung 2.1.17. Die Reihenfolge der Hintereinanderausfithrung darf aber im
Allgemeinen nicht vertauscht werden.

Beispiel 1: Seien f,g: R — R gegeben durch f(r) = 22, g(z) = v + 1. Es ist

lgo fi(z) =g(a®)=2® +1, [fogl(z)=flz+1)=(x+1).

Beispiel 2: Seien f : R — R? und ¢ : R? — R3 Funktionen. Es existiert dann
go f:R — R3 aber nicht fog. Denn ist z € R?, so ist g(x) € R3, aber f(g(z)) ist
nicht definiert, weil f(y) nur fiir y € R existiert. O

Definition 2.1.18. Sei M eine beliebige nichtleere Menge, so ist die Identitéit auf

M definiert durch
, {M S M
ld]u : .
T =T

Bemerkung 2.1.19. Seien A und B Mengen und f : A — B eine Funktion. Dann
gilt
f=idgof = foidy .

Definition 2.1.20. Seien A und B Mengen und f : A — B eine Funktion. Sei
g : B — A eine Funktion mit der Eigenschaft

gof=ida, fog=idp.
Dann heifit ¢ Umkehrfunktion (inverse Funktion) zu f, und wir schreiben g = f~1.

Das bedeutet: Die Funktion und die Umkehrfunktion heben einander auf. Fiihrt
man erst f, und anschlieBend f~! aus, kommt man zum Ausgangswert zuriick.
Ebenso, wenn man erst f~! und dann f ausfiihrt.

Die Schreibweise g = f~! wird durch die folgende Bemerkung gerechtfertigt:

Bemerkung 2.1.21. Sei f: A — B eine Funktion. Dann besitzt f hochstens eine
Umkehrfunktion.

Beweis. Seien g : B — A und h : B — A Umkehrfunktionen von f. Dann ist
g=goidg=go(foh)=(gof)oh=idaoh=h.
O

Bemerkung 2.1.22. Seien A und B Mengen, und f : A — B eine Funktion. Dann
gilt:

Die Funktion f besitzt genau dann eine Umkehrfunktion, wenn fiir jedes y € B die
Gleichung f(x) = y genau eine Losung x € A hat. Diese Losung ist dann f~1(y).
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Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass fiir jedes y € B genau ein x existiert, sodass
f(x) = y. Wir definieren die Funktion

B —A
g y —zmit f(z)=y

Wir zeigen, dass g die Umkehrfunktion von f ist. Sei z € A. Setze y = f(2).
Dann ist g(f(2)) = ¢g(y) die Losung = von f(z) = y = f(z), davon gibt es nach
Voraussetzung genau eine, und das ist natiirlich z. Also ist g o f = id4. Sei nun
y € B beliebig. Es ist g(y) die eindeutige Losung x der Gleichung f(x) = y, und
damit ist natiirlich f(g(y)) = f(z) =y. Also ist fog=idp.

Nun nehmen wir an, dass f eine Umkehrfunktion f~! besitzt. Es ist = f~1(y)
eine Losung von f(z) =y, denn

fl@)=f(f" W) =1fo f7I(y) =idpy =y.

Ist z irgendeine Losung von f(2) =y, so ist

z=ida(z) =[fT o fl(z) = FTH(f(2) = F1(y)-
Daher ist x = f~!(y) die einzige Losung der Gleichung f(x) = y. O

Beispiel 2.1.23. Sei f : R — R gegeben durch f(z) = 2® + 1. Gibt es eine
Umkehrfunktion?

Lésung: Ist y € R, so muss = f~1(y) die Gleichung 2 + 1 = y 16sen. Wir formen
diese Gleichung dquivalent um:

3 3

Btl=y = 2°=y—1 = z=3Yy—1.

Wir haben also zu jedem y € R genau eine Losung gefunden. Also ist f~!(y)
3
y — 1.

Beispiel 2.1.24. Sei f : R? — R gegeben durch
f((?) =h+6.
2

Gibt es eine Umkehrfunktion?

Lésung: Sei y € R. Wir untersuchen, ob die Gleichung f(x) = y eindeutig losbar
Y
0

nicht eindeutig, und es gibt keine Umkehrfunktion.

Ol

ist. Nun sind sowohl der Vektor als auch (2) Losungen. Daher ist die Losung

Definition 2.1.25. Seien A und B Mengen, und f : A — B eine Funktion. Wir
sagen
(1) Die Funktion f : A — B heifit surjektiv, wenn f(A) = B, d.h., wenn alle
Elemente von B als Werte f(a) mit geeigneten a € A vorkommen.
(2) Die Funktion f : A — B heifit injektiv, wenn fiir alle z # y € A gilt: f(z) #
f(y), wenn also verschiedene Elemente aus A auf verschiedene Elemente aus
B abgebildet werden.
(3) Die Funktion f : A — B heifit bijektiv, wenn sie sowohl injektiv als auch
surjektiv ist.
Die folgende Bemerkung ist einfach dasselbe mit anderen Worten:
Bemerkung 2.1.26. Seien A und B Mengen, und f : A — B eine Funktion. Es
gilt:

(1) f: A — B ist genau dann surjektiv, wenn fiir jedes y € B die Gleichung
f(z) = y mindestens eine Losung z € A besitzt.
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(2) f: A — B ist genau dann injektiv, wenn fiir jedes y € B die Gleichung
f(x) = y hochstens eine Losung x € A besitzt.

(3) f: A — B ist genau dann bijektiv, wenn fiir jedes y € B die Gleichung
f(z) = y genau eine Losung « € A besitzt.

Bemerkung 2.1.27. Seien A und B Mengen, und f : A — B eine Funktion. Dann

gilt:
Die Funktion f ist genau dann bijektiv, wenn sie eine Umkehrfunktion besitzt.
Beweis. Bemerkungen 2.1.26 und 2.1.22. O

Bemerkung 2.1.28. Seien A, B und C Mengen, und f : A - B, g: B —» C
Funktionen. Es gilt:
(1) Sind f : A - B und g : B — C surjektiv, so ist auch go f : A — C
surjektiv.
(2) Sind f: A— Bund g: B — C injektiv, so ist auch go f : A — C injektiv.
(3) Sind f: A — Bund g : B — C bijektiv, so ist auch go f : A — C bijektiv.
In diesem Fall ist (go f)~' = f~tog™ L

Beweis. Seien f, g surjektiv. Sei z € C'. Dann gibt es wegen der Surjektivitdt von
g eine Losung y € B von ¢(y) = z, und wegen der Surjektivitét von f eine Losung
x € Avon f(x) = y. Es ist dann [g o f](z) = g(f(z)) = ¢g(y) = 2, also hat
[g 0 fl(x) =y eine Losung.

Seien nun f und g injektiv, und seien x; # zo € A. Wegen Injektivitit von f ist
f(z1) # f(x2), und wegen der Injektivitit von g ist g(f(z1)) # g(f(x2)). Also ist
lg0 fl(a1) # [0 fl(x2).

Der dritte Punkt folgt unmittelbar aus den beiden ersten. Es gilt auch wegen der
Assoziativitit der Hintereinanderausfithrung (Satz 2.1.16)

(flog Ho(gof)y=flo(glog)of=f"oidgof=f"of=1ida,
(gof)o(ftogy=go(fof Nog'=goidgog ! =gog ' =idc .

Also ist f~' o g~! die Umkehrfunktion zu g o f. (]
Bemerkung 2.1.29. Beachten Sie die Umkehr der Reihenfolge: (fog) ' =g to
fh

2.2. Gruppen.
2.2.1. Definition der Gruppe und Beispiele.
Definition 2.2.1. Sei M eine nichtleere Menge und o eine Abbildung:

MxM —M
o:
(a,b) —aob

Dann heifit o eine innere Verkniipfung auf M. Das Paar (M, o) heiit dann eine
algebraische Struktur.

Bemerkung 2.2.2.
(1) Das Symbol o steht in Definition 2.2.1 fiir irgendeine Verkniipfung und muss
nicht die Hintereinanderausfithrung von Funktionen bedeuten.
(2) Wir reden von einer inneren Verkniipfung, weil alles innerhalb einer Menge
passiert: Die Elemente a,b € M werden verkniipft, und es entsteht wieder
ein Element a o b aus M.
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Beispiel 2.2.3.

(1) Die Addition und die Multiplikation auf der Menge der natiirlichen Zahlen
sind eine innere Verkniipfungen.

(2) Die Division ergibt auf der Menge der ganzen Zahlen keine innere Ver-
kniipfung, denn auch wenn a,b ganze Zahlen sind, muss a/b keine ganze
Zahl sein, die Verkniipfung fithrt also aus Z heraus. Aber selbst auf der
Menge Q der rationalen Zahlen (Briiche von ganzen Zahlen) ergibt sich
keine innere Verkniipfung, weil a/0 nicht definiert ist.

(3) Verkniipfungen endlicher Mengen lassen sich mit einer Verkniipfungstafel

darstellen:

o a b .« .. Z
alaoa aob --- qoz
b|boa bob --- boz
Zz|zoa zob zoz

(4) Die Menge {0, 1, —1} bildet mit der Multiplikation eine algebraische Struk-
tur. Wir zeigen die Verkniipfungstafel:

<10 1 -1
0(0 0 O

0 1 -1
-110 -1 1

(5) Sei Z eine endliche oder unendliche Menge (wir denken an die Buchstaben
eines Alphabets oder sonstigen Zeichensatzes). Ein Wort iiber Z ist eine

endliche Folge von Elementen aus Z. Sind a = (a1,a2, -+ ,a,,) und b =
(b1, -+ ,bn) Worter iiber Z, so definieren wir die Verkettung o durch
aob:= (a/la"' 7a'm7b17"' abn)

Die Menge der Worter iiber Z mit der Verkettung ist eine algebraische
Struktur (die sogenannte freie Halbgruppe).

Definition 2.2.4. Sei M eine Menge mit einer inneren Verkniipfung o.
e Die Verkniipfung o heifit assoziativ, wenn gilt:

(Va,y,z€ M) xo(yoz)=(xoy)oz.
e Die Verkniipfung o heiit kommutativ, wenn gilt:
(Vz,ye M) zoy=you.
e Ein Element e € M heifit ein neutrales Element, wenn gilt
(Vre M) eoxr=zo0e=u.
e Gibt es ein neutrales Element e € M, und ist € M, so heifit ein Element
y € M inverses Element zu x falls gilt

rToy=youxr=e.

Beobachtung 2.2.5. Bei assoziativen Verkniipfungen kann man Klammern belie-
big umgruppieren. Daher miissen bei assoziativen Verkniipfungen keine Klammern
geschrieben werden.

Definition 2.2.6. Sei G eine Menge mit einer inneren Verkniipfung o. Das Paar
(G, 0) heift eine Gruppe, wenn gilt:

e o ist assoziativ.
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o (JeecG)(Vx e @) eox =u.
o (VxeG)(IyeG) yox=e.

Ist o zusiitzlich kommutativ, so heifit (G, o) eine kommutative Gruppe oder abelsche
Gruppe.
Satz 2.2.7. Sei (G, o) eine Gruppe. Dann gilt

(1) e ist ein neutrales Element, d.h., es gilt auch (Vo € G)xoe = x.

(2) Seix € G und seiy € G so dass yo x = e. Dann ist auch x oy = e, und

damit ist y ein inverses Element zu © und x ein inverses Element zu y.

(3) Es gibt genau ein neutrales Element in G.

(4) Zu jedem x € G gibt es genau ein inverses Element in G.

(5) Sind x,y,z € G, so gelten folgende Kiirzungsregeln:

roz=yoz = x=y,
zox=zoy = x=y.
Beweis. Wir zeigen zuerst (2): Sei z € G, ferner sei y € G mit yoxr = e und z € G
mit z oy = e. Es ist dann:
zoy=co(woy)=(20y)o(woy) = zo(yos)oy=zo(coy)—zoy—-c.
Wir zeigen (1): Wieder sei € G und y so dass yox =z oy = e. Es ist
xoe=zxo(yox)=(roy)ox=eox =ux.
Wir zeigen (3): Seien e, f zwei neutrale Elemente in G. Dann gilt
f=eof=e
Wir zeigen (4): Seien y, z beide inverse Elemente zu z € G. Dann gilt
z=zo0e=zo(xoy)=(zo0x)oy=eoy=y.
Letztlich zeigen wir (5). Seien z,y, z € G und t das inverse Element zu z.
xoz=yoz = (roz)ot=(yoz)ot = zxo(zot)=yo(z0t)
= <zroe=yoe = x=y.

Die zweite Kiirzungsregel folgt ebenso. O

Definition 2.2.8. Sei (G, o) eine Gruppe mit neutralem Element e, sei € G. Das
eindeutig bestimmte Element y € G mit z 0oy = y o x = e bezeichnen wir als 27!
das inverse Element zu z.

Wird die Verkniipfung mit einem Additionszeichen geschrieben, bezeichnen wir
auch oft mit 0 das neutrale Element und mit —x das inverse Element zu x.

Gruppen lassen sich auch durch die eindeutige Losbarkeit von Gleichungen cha-
rakterisieren:

Satz 2.2.9. Sei G eine nichtleere Menge mit einer assoziativen Verkniipfung o.
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1) Fir alle a,b € G besitzen die beiden folgenden Gleichungen jeweils eine
eindeutige Losung v € G bzw. y € G:

aoxr = b

yoa = b.
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2) Fiir alle a,b € G besitzen die beiden folgenden Gleichungen jeweils minde-
stens eine Losung v € G bzw. y € G:

aox

yoa =
3) (G,0) ist eine Gruppe.

Beweis. Beispiel eines Ringschlusses!

(1) = (2): Trivial!

(2) = (3): Wir suchen zuerst ein neutrales Element, dazu wihlen wir ein belie-
biges a € G und l6sen die Gleichung e o a = a. Wir zeigen nun, dass fiir alle z € G
gilt eocx =x. Ist z € G, so gibt es y € G so, dass a oy = x. Nun ist

eor=-co(aoy)=(eoca)oy=aoy=u.

Nun suchen wir zu x ein inverses Element, das gibt es aber, weil y o x = e eine
Losung besitzt.
(3) = (1). Wir lssen die Gleichung a oz = b: Eine Losung ist a=! ob, denn es ist

ao(atob)=(aca')ob=cob=h.

Es kann aber nur eine Losung geben: Ist a ox = b = a o y, so ist wegen der
Kiirzungsregel x = y. 0

Beispiel 2.2.10.

(1) (Z,+) und (R,+), auch (R™, +) sind kommutative Gruppen.

(2) (N,+) ist keine Gruppe, weil es fiir kein z € N ein inverses Element inner-
halb von N gibt.

(3) (Z,—) ist keine Gruppe, weil die Subtraktion nicht assoziativ ist: 1 — (1 —
1)=1,aber (1-1)—1=—1.

(4) ((0,00),-) ist eine abelsche Gruppe.

(5) (R,-) ist keine Gruppe, weil es zu 0 kein inverses Element beziiglich der
Multiplikation gibt.

Viele Beispiele von Gruppen ergeben sich fiir Mengen von bijektiven Abbildun-
gen:

Satz 2.2.11. Sei M eine nichtleere Menge, und S(M) die Menge der bijektiven
Abbildungen von M nach M. Dann ist S(M) mit der Hintereinanderausfiihrung
eine Gruppe.

Beweis. Die Identitédt idy, : M — M ist jedenfalls bijektiv und daher in S(M). Die
Identitéit ist das neutrale Element. Sind f,g € S(M), also bijektive Abbildungen
von M nach M, so ist auch die Hintereinanderausfithrung g o f bijektiv, also in
S(M). Das inverse Element zu f ist die Umkehrabbildung f~*, die natiirlich eben-
falls bijektiv ist. Die Assoziativitét der Hintereinanderausfithrung wurde schon in
Satz 2.1.16 gezeigt. O

Schreibweise 2.2.12. Die Gruppe der bijektiven Abbildungen der Menge {1---n}
auf sich heift die Permutationengruppe oder Symmetrische Gruppe S,,.

Bemerkung 2.2.13. Die Permutationengruppe S3 ist nicht kommutativ.
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Gegenbeispiel: Betrachten Sie die Permutationen

{1,2,3} —{1,2,3} {1,2,3} —{1,2,3}
f:q1 — 2 , g:11 — 1

2 — 1 2 — 3

3 — 3 3 — 2

Wir erhalten als Hintereinanderausfithrungen, wie Sie leicht nachrechnen kénnen
(versuchen Sie es):

{1,2,3} —{1,2,3} {1,2,3} —{1,2,3}
gof:<1 — 3 , fog:<1 — 2

2 — 1 2 — 3

3 — 2 3 — 1

O

Beispiel 2.2.14. Seien A, B,C, D die Ecken eines Rechtecks, keines Quadrates,
in der Ebene, durchnummeriert so dass A links unten liegt und die Reihung dem
Gegenuhrzeigersinn folgt. Eine Bewegung (Kongruenzabbildung) in der Ebene (oder
allgemein im R"™ ist eine Abbildung, die alle Lingen — und damit auch alle Winkel
— gleich l&8t. Die Bewegungen, die das Rechteck wieder in sich selbst iiberfiihren,
heiflen die Deckbewegungen des Rechtecks. Das sind

id Die Identitat auf R?,
(A,B,C,D)— (A,B,C,D),

Sy die Spiegelung um die waagrechte Symmetrieachse des Rechtecks,
(A,B,C,D)w— (D,C,B,A),

ss die Spiegelung um die senkrechte Symmetrieachse des Rechtecks,
(A,B,C,D)— (B,A,D,C),

d die Drehung um den Mittelpunkt des Rechtecks um 180°,
(A,B,C,D)— (C,D, A,B).
Dann bilden die Deckbewegungen des Rechtecks eine kommutative Gruppe.

Beweis. Wir stellen uns erst die Gruppentafel auf: (Versuchen Sie das selbst!)

o |id su 85 d
id | id s, ss d
Sw | Sw 1d d s
Ss | 85 d id sy
d | d sy 8, 1id

Die Assoziativitdt gilt allgemein fiir die Hintereinanderausfithrung von Abbil-
dungen. Ebenso gilt fiir Abbildungen immer, dass die Indentitét als neutrales Ele-
ment bei der Hintereinanderausfithrung auftritt. Sehen wir die Gruppentafel an, so
bemerken wir, dass jedes Element zu sich selbst invers ist. Da die Gruppentafel,
gespiegelt an der Diagonalen von links oben nach rechts unten, sich nicht &ndert,
ist die Verkniipfung kommutativ. O
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2.2.2. Homomorphismen.

Beispiel 2.2.15. Wir betrachten die Gruppe G der Bewegungen in der Ebene,
welche den Nullpunkt festlassen, mit der Hinteranderausfithrung als Gruppenver-
kniipfung. Manche von ihnen (Spiegelungen) kehren die Orientierung der Objekte
um, manche (Drehungen) lassen die Orientierung unveréindert. Wir definieren eine
Abbildung

G —{1,-1}
I ¢ + +1 wenn ¢ die Orientierung nicht umkehrt -
¢ — —1 wenn ¢ die Orientierung umkehrt

Betrachten wir die Menge {1, —1} mit der Multiplikation als Gruppe, so erhalten
wir fiir alle ¢, ¢ € G:

f(@o)=1(9)- f(¥).

Wir erhalten also eine Abbildung zwischen zwei Gruppen, die mit den Gruppen-
operationen vertréglich ist. Es ist gleichgiiltig, ob erst die Verkniipfung und dann
die Abbildung, oder erst die Abbildung und dann die Verkniipfung ausgefiihrt wird.

Beispiel 2.2.16. Wir betrachten die Gruppe Z,+ und die Gruppe® Z/27Z :=
{[0], [1]} mit der Gruppentafel

@ | 0] 1]
[0} | (o] [1]
(1 | 1] _[0]
Wir betrachten die Abbildung
7 —7/27

— [0] wenn x gerade ist

— [1] wenn x ungerade ist
Dann gilt wieder fiir x,y € Z:
m(z +y) =n(x) B7(y).

Beispiel 2.2.17. Wir betrachten die Gruppe G = {dy | ¢ € {0,90,180,270}}
der Drehungen um die Vielfachen von 90° (wobei eine Drehung um 360° dasselbe
ist wie eine Drehung um 0°, mit der Hintereinanderausfithrung. Wir betrachten
andererseits die Gruppe H := {1,4,—1, —i} mit der Multiplikation, dabei ist i die
imaginére Zahl” mit der Eigenschaft i> = —1. Wir stellen die beiden Gruppentafeln
auf. (Dabei schreiben wir in der Gruppentafel der Drehungen der Einfachheit halber
nur die Drehwinkel ein.)

o 0 90 180 270 -1 1 -1 A

0 0 90 180 270 111 1 -1 -
90 | 90 180 270 O ili -1 4 1
180 {180 270 0 90 -1-1 -1 1
270|270 0 90 180 S S R S Y |

SWir werden diese Gruppe bald als eine Restklassengruppe besser verstehen kénnen.
"Wir werden das besser verstehen, wenn wir die komplexen Zahlen diskutieren. Jedenfalls ldsst
sich ein solches Objekt konstruieren, aber natiirlich ist es keine reelle Zahl.
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Vergleichen Sie die Gruppentafeln. Wenn Sie in der ersten Tafel systematisch
folgende Ersetzung durchfiithren:

G —H
do — 1
[ P .
90 =1
d180 — —1
do7g > —1

dann erhalten Sie genau die Gruppentafel von H. Bis auf die Namen der Elemen-
te haben die Gruppen G und H die gleichen Eigenschaften. Wir haben hier eine
bijektive Abbildung f mit der Eigenschaft f(zoy) = f(z) - f(y).

Definition 2.2.18. Seien (G, o) und (H,®) zwei Gruppen, und f : G — H eine
Abbildung. Dann heifit f ein Gruppenhomomorphismus, wenn gilt

(Vo,y € G) f(x) © f(y) = f(zoy).
Ist f auBerdem bijektiv, dann heifit f ein Gruppenisomorphismus. Homomorphis-
men einer Gruppe in sich selbst heiflen Endomorphismen, und Isomorphismen einer
Gruppe auf sich selbst heilen Automorphismen.
Gibt es einen Isomorphismus von (G, o) nach (H,®), so heiflen die Gruppen (G, o)
und (H, ®) zueinander isomorph. (Wir schreiben dann (G, o) ~ (H,®).)

Satz 2.2.19.

(1) Die Hintereinanderausfihrung von zwei Gruppenhomomorphismen ist ein
Gruppenhomomorphismus.

(2) Die Umkehrabbildung eines Gruppenisomorphismus ist ein Homomorphis-
mus (und folglich wieder ein Isomorphismus).

(3) Sind (G,-), (H,®) und (K, *) drei Gruppen, so gilt:
(a) (G,") =~ (G, ).
(b) Ist (G,") ~ (H,®) und (H,®) =~ (K, *), dann ist (G,-) ~ (K, *).
(c) Ist (G,-) ~ (H,®), so ist auch (H,®) =~ (G, ").

Beweis. Im ganzen Beweis bezeichnen (G, ), (H,®) und (K, %) drei Gruppen.
Wir zeigen 1.). Seien v : G — H und v : H — K zwei Gruppenhomomorphismen.
Fiir alle Elemente a,b € G gilt dann

[woul(a) xfvoul(®) = wv(u(a))*v(u®d)) = v(ula)© u(b))
= o(u(a-b)) =[voul(a-b).

Wir zeigen 2.) Sei u : G — H ein Isomorphismus. Weil u ein Isomorphismus ist,
gilt fiir alle ¢,d € H:

cOd=u(u () ©u(u(d) = u(u"(c) - u"'(d)).
Weil u injektiv ist, folgt daraus
uHeod) =u(c) - ut(d).

Die Behauptung (3) folgt unmittelbar aus (1) und (2). (Uberzeugen Sie sich selbst!)
U

Die folgende Bemerkung ist nur ein Beispiel dafiir, dass isomorphe Gruppen alle Eigenschaften
gemeinsam haben, die sich nur mit Hilfe der Verkniipfung ausdriicken lassen.

Bemerkung 2.2.20. Sind zwei Gruppen (G, o) und (H, ®) isomorph, und ist eine
davon kommutativ, so ist auch die andere kommutativ.
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Beweis. Seien (G,o) und (H,®) isomorph durch den Isomorphismus f : G — H,
und sei (H, ®) kommutativ. Seien z,y € G. Weil (H, ®) kommutativund f : G — H
ein Homomorphismus ist, gilt

f@oy)=fx) o fly) = fly) © f(z) = flyox).
WEeil f injektiv ist, folgt daraus z oy = y o x.
Weil auch ein Isomorphismus f~! : H — G existiert, gilt auch die umgekehrte
Implikation: Wenn (G, o) kommutativ ist, dann ist auch (H,®) kommutativ. O

Satz 2.2.21. Seien (G,0) und (H,®) zwei Gruppen, und sei f : G — H ein
Gruppenhomomorphismus. Seien eq und ep die neutralen Elemente in G bzw. H.
Sei a € G.
Dann gilt:
1) flec) =en.
2) fla™') = (f(a))™".

Beweis. 1) Weil f ein Homomorphismus ist, gilt

flea) © flea) = fleg oeq) = flea) = fleq) © en.

Nach der Kiirzungsregel folgt f(eq) = eq.
2.) Es ist

fla)o f(a™) = flaca™) = flec) = en = f(a) © (f(a)) ™"
Nach der Kiirzungsregel folgt f(a™!) = (f(a))™!. O

2.2.3. Untergruppen.

Definition 2.2.22. Sei (G, o) eine Gruppe und U C G eine nichtleere Teilmenge.
U heifit eine Untergruppe von G wenn gilt:

1) (Va,beU)aobel,
2) VaeU)atel.

Bemerkung 2.2.23. Sei (G,0) eine Gruppe und U C G eine Untergruppe. Ist
e € G das neutrale Element, so ist auch e € U. Ferner ist (U, o) eine Gruppe.

Satz 2.2.24. Seien (G,0) und (H,®) zwei Gruppen, und sei f : G — H ein
Gruppenhomomorphismus. Seien U C G und V. C H zwei Untergruppen von G
bzw. H. Dann gilt:

1) f(U) ist eine Untergruppe von H.
2) fY(V) ist eine Untergruppe von G.

Beweis. 1.) Seien ¢,d € f(U), d.h., es gibt a,b € U mit f(a) = ¢, f(b) = d. Es
ist dann a=! € U, und folglich ¢=! = f(a™') € f(U). Es ist ao b € U, folglich ist
coOd= f(aob) e f(U).

2.) Seien a,b € f~1(V), d.h. f(a) € V, f(b) € V. Weil V Untergruppe ist, ist auch
fla™) = (f(a))"t € V, daherist a=! € f~1(V). Ferner ist f(aob) = f(a)® f(b) €
V,alsoaobe f~1(V). O

Korollar 2.2.25. Seien (G,0) und (H,®) zwei Gruppen, und sei f : G — H ein
Gruppenhomomorphismus. Sei exy das neutrale Element in H. Dann ist {x € G |
f(x) =en} eine Untergruppe von G.

Beweis. Es lisst sich leicht zeigen (konnen Sie es?), dass {ey} eine Untergruppe
von H ist. Folglich ist f~({ey}) eine Untergruppe von G. O

2.3. Ringe, Restklassen.
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2.3.1. Ringe.
Definition 2.3.1. Sei R eine nichtleere Menge mit zwei inneren Verkniipfungen +
und -, welche folgende Bedingungen erfiillen:
1) (R,+) ist eine kommutative Gruppe.
2) Die Verkniipfung - ist assoziativ.
3) Fiir alle a,b, ¢ € R gelten die zwei Distributivgesetze:
c-(a+b) = (c-a)+(c-b)
(a+bd)-¢c = (a-¢)+(b-o).
Dann heifit das Tripel (R, +,-) ein Ring.
Gilt zusétzlich, dass - kommutativ ist, dann heifit der Ring ein kommutativer Ring.
Besitzt (R, -) ein neutrales Element, so heifit (R, +,-) ein Ring mit Eins.
Schreibweise 2.3.2.
e In einem Ring (R, +,-) heift + die Ringaddition und - die Ringmultiplika-
tion.
e Das neutrale Element der Gruppe (R, +) bezeichnen wir mit 0 und nennen
es auch Nullelement.
e Das neutrale Element von (R,-) (falls es eines gibt) bezeichnen wir mit 1
und nennen es auch Einselement.
e Das inverse Element zu x € R beziiglich + bezeichnen wir mit —z, und
verwenden die Notation

a—"b:=a+ (-d).
Satz 2.3.3. In cinem Ring (R,+,) mit Nullelement 0 gilt fiir alle x € R:

O-z=2-0=0.
Beweis. Es gilt

0+40-2=0-2=(0+0)-2=0-2+0-x.
Nun verwenden wir die Kiirzungsregel beziiglich + und erhalten
0=0-=x.

Ebenso geht 0 =« - 0. O
Beispiel 2.3.4. (R, +,), (Z,+, -) sind Ringe, aber nicht (N, +, ), weil (N, +) keine
Gruppe ist.

Ein besonders wichtiger Ring ist auch der Polynomring. Wir werden diesen aber erst im zweiten
Semester besprechen, denn da werden wir ihn brauchen.

2.3.2. Restklassen.

Definition 2.3.5.

(1) Seien a,b € Z. Wir sagen, a ist ein Teiler von b (Kurzschrift: a | b), genau
dann, wenn es ein z € Z gibt, sodass az = b.
(2) Sei m € N (ohne Null). Dann ist mZ die Menge aller ganzzahligen Vielfa-
chen von m, d.h.
mZ:={x € Z|m | z}.

Bemerkung 2.3.6. Es ist leicht zu zeigen, dass (mZ, +, -) ein Ring ist. AuBerdem
gilt®: Ist p € Z und = € mZ, dann ist px € mZ.

8Ein Unterring J eines kommutativen Ringes R mit der Eigenschaft (Vp € R)pJ C J heifit
auch ein Ideal. Ideale spielen eine fundamentale Rolle in der Theorie der Ringhomomorphismen
und der Teilbarkeitslehre.
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Beweis. “Leicht zu zeigen ...” Konnen Sie’s? U

Definition 2.3.7. Sei m € N.

(1) Ist x € Z, so bezeichnen wir mit [#]mod m oder kurz [x] die Restklasse von
x modulo m:

[m]modm = {y€Z| y—xEmZ}.
(2) Die Menge aller Restklassen modulo m bezeichnen wir mit Z/mZ.

Beispiel 2.3.8. Die Menge Z/47Z der Restklassen modulo 4 besteht aus folgenden
Klassen:

0] = {0,-4,4,—8,8,—12,12,-16,16, -},
1] = {1,-3,5,-7,9,—11,13,-15,17,--},
2] = {2,-2,6,-6,10,—10,14,—14,18,--- },
B = {3,-1,7,—5,11,-9,15,—13,19,- - }.

Beachten Sie, dass damit alle Restklassen aufgezihlt sind. Die Restklasse von 4 ist
wieder die Restklasse von 0, usw.

Bemerkung 2.3.9. Tatsédchlich gibt es in der Algebra viele Arten der Restklas-
senbildung, nicht nur fiir ganze Zahlen. Das zun#chst seltsam anmutende Divisions-
zeichen im Symbol Z/mZ hat sich fiir Restklassenbildung eingebiirgert. Uber dem
“Bruchstrich” steht die Struktur, die in Restklassen unterteilt wird. Unter dem
“Bruchstrich” steht die Restklasse der 0.

Definition 2.3.10. Sei M eine Menge und U eine Menge von Teilmengen von
M. Wir sagen, U ist eine Klasseneinteilung oder Partition auf M, wenn folgende
Eigenschaften gelten:

(1) M =Upey A, dh., jedes Element aus M ist in mindestens einer der Men-
gen aus U enthalten, und die Mengen aus U enthalten nur Elemente aus
M.

(2) Je zwei verschiedene Mengen aus U sind disjunkt, d.h., kein Element aus
M ist in mehr als einer der Mengen aus U enthalten.

(3) © € U, das heiBt, keine Menge aus U ist leer.

Bemerkung 2.3.11. Sei m € N. Die Menge Z/mZ der Restklassen modulo m ist
eine Partition auf Z.

Beweis. Aussage 1: Zu jedem x € 7Z gehort nach Definition 2.3.7 eine Restklasse
[z]. Nun ist £ — 2 = 0 € mZ, also ist x € [z]. Also ist jede ganze Zahl in einer
Restklasse enthalten.

Aussage 2: Sei [x] N [y] # @, also kdnnen wir ein z € [z] N [y] wihlen. Es sind also
z—x und z —y Vielfache von m, d.h., es gibt a,b € Z mit z —x = am, z —y = bm.
Sei nun t € [z], also t — z = ¢m. Dann ist

t—y=(t—-a)+(x—2)+(z—y)=cm—am+bm=(c—a+bm
ein Vielfaches von m. Also gilt ¢ € [y]. Wir haben gezeigt: [z] C [y]. Ebenso zeigt

man [y] C [z] durch Tauschen der Rollen von z und y. Daher ist [x] = [y]. Rest-
klassen, die nicht disjunkt sind, sind in Wirklichkeit dieselbe Restklasse.
Aussage 3: Es ist z € [z], daher ist keine Restklasse leer. O

Lemma 2.3.12. Sei m € N, seien z,y,%,y € Z, dabei sei & € [x] und § € [y].
Dann gilt:

E+gl=lz+yl, [E-gl=[z-y] und [T-g]=][z-y].
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Beweis. Es gibt a,b € Z sodass £ — r = am und y — y = bm. Dann ist
G+2)—(y+a)=H-y) +@—2)=bm+am=(b+a)m,
(47) — (yz) = (§ — y)T + y(& — x) = bmT + yam = (bT + ay)m .

Also ist £ 4+ ¢ € [z + y], und da Klassen gleich sind, wenn sie nicht disjunkt sind,
ist [ + §] = [z + y]. Ebenso zeigt man [Z — §] = [z — y]. SchlieBlich ist nach der
obigen Rechnung &y € [zy], und folglich [Zg] = [xy]. O

Definition 2.3.13. Sei m € N, und [z], [y] € Z/mZ. Wir definieren:

[zl +[y] = [v+y],
[z] = [y] = [v—yl,
[z]ly] = [zy].

Erkliarung: Man darf definieren, was man will, aber man muss sicher stellen, dass
das definierte Objekt eindeutig bestimmt ist. Die Schwierigkeit in dieser Definition
konnte daran liegen, dass verschiedene ganze Zahlen dieselbe Restklasse ergeben
konnen. Es sei also [z] = [Z] und [y] = [g]. Wie soll [z] + [y] = [Z] + [¢] definiert
werden, durch [z+y] oder durch [Z+7]? Lemma 2.3.12 sagt, dass beide Definitionen
dieselbe Restklasse ergeben, also ist [z + y] eindeutig festgelegt, wir sagen auch,
wohldefiniert. Dasselbe gilt fiir [z — y] und [zy]. O

Satz 2.3.14. Seim € N. Dann ist Z/mZ ein kommutativer Ring mit Eins. Dabei
sind [0] das Nullelement und [1] das Einselement, und das Inverse in der additiven
Gruppe ist —[z] = [—x].

Beweis. Wir miissten nun Rechenregel fiir Rechenregel des Ringes nachpriifen. Sie
iibertragen sich direkt von den Rechenregeln der ganzen Zahlen. Wir zeigen als
Beispiel nur das Distributivgesetz:

([z] + [WDz] = [& + y][e] = [(z + y)2] = [22 + y2] = [w2] + [y2] = [2][2] + [y][=]
]

Definition 2.3.15. Sei (R, +, ) ein kommutativer Ring und z € R. Dann heifit =
ein Nullteiler, wenn z # 0 und wenn es ein y # 0 gibt, so dass zy = 0.
Ein Ring, der keine Nullteiler enthélt, heiit nullteilerfrei.

Satz 2.3.16. Sei m € Z. Dann ist Z/mZ genau dann nullteilerfrei, wenn m eine
Primzahl ist.

Beweisskizze: Wir miissen uns hier leider auf Vorwissen iiber ganze Zahlen beru-
fen, das wir vielleicht noch aus der Schule haben. Einen sauberen Beweis bekommen
Sie in einer Vorlesung iiber elementare Algebra oder iiber Zahlentheorie vorgelegt.
Sei zun#chst m eine Primzahl, das ist eine Zahl, die sich nur auf triviale Art in ein
Produkt zerlegen lidsst: m = 1.m = m.1. Wenn fir =,y € Z das Produkt xy durch
m teilbar ist, muss m mindestens eine der beiden Zahlen, x oder y, teilen. Es gilt

also, in anderen Worten: Wenn [z][y] = [0], dann ist [z] = 0 oder [y] = 0.
Nun sei m keine Primzahl, also sei m = zy mit 1 <x < m, 1 < y < m. Dann sind
[x] # [0] und [y] # [0], aber [z][y] = [m] = [0]. O

Beispiel 2.3.17. Wir zeigen die Verkniipfungstafeln fiir Z/67Z. Beachten Sie die
Nullteiler [2], [3] und [4]. Nur die Restklassen von Elementen, die mit 6 keinen
gemeinsamen Teiler haben, haben inverse Elemente beziiglich der Multiplikation.
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+ [[O] (1 [2] [3] [4] [3] (o] [ 2] B [4 [
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2.4. Korper, komplexe Zahlen.
2.4.1. Korper.

Definition 2.4.1. Sei K eine nichtleere Menge mit zwei inneren Verkniipfungen +
und -, welche folgende Bedingungen erfiillen:
1) (K,+) ist eine kommutative Gruppe.
2) (K \ {0},-) ist eine kommutative Gruppe.
3) Es gelten die Distributivgesetze: Fiir alle a,b, c € K gilt:
c-(a+b) = (c-a)+(c-b)
(a+b)-¢c = (a-¢)+(b-0).
Dann heifit das Tripel (K, +, ) ein Korper.
Bemerkung 2.4.2. Insbesondere ist also jeder Korper ein kommutativer Ring mit

Eins. Es gibt aber kommutative Ringe mit Eins, die keine Kérper sind (zum Beispiel
(Za +7 ))

Schreibweise 2.4.3. In einem Korper bezeichnen wir das inverse Element zu = €
K\ {0} mit 27! oder L. Wir verwenden auch die Bruchschreibweise fiir a € K,
be K\ {0}:

= ab .

S e

Bemerkung 2.4.4. In einem Ring (R, +, ) mit Eins, der mindestens 2 Elemente
enthilt kann das Nullelement kein inverses Element beziiglich der Multiplikation
haben.

Beweis. Zunéchst kann 0 nicht das Einselement sein, denn es gibt mindestens ein
Element a # 0. Es gilt aber 1-a = a # 0 = 0-a. Hatte 0 beziiglich der Multiplikation
ein inverses Element z, so wire 1 = 0 - x und zugleich 0 - x = 0, dann wéare aber
1 =0, was wir eben ausgeschlossen haben. U

Bemerkung 2.4.5. Korper sind immer nullteilerfrei.

Beweis. Sei (K, +,-) ein Korper, z,y € K mit xy = 0. Sei 2 # 0. Dann ist
y=1ly=(z')y=a""(zy) =2'0=0,

also ist mindestens einer der beiden Faktoren Null. O

In einem Korper gelten die Rechenregeln beziiglich Addition und Multiplikation, welche wir von
(R, 4+, -) gewshnt sind. Wenn wir aber nur wissen, dass (K, +, ) irgendein Kérper ist, haben wir
die folgenden Begriffe und ihre GesetzméfBigkeiten nicht zur Verfiigung: Ordnungsrelation z < y,
Absolutbetrag |z|, Konvergenz von Folgen.

Beispiel 2.4.6. Bekannte Korper von Zahlen sind (R, +,-) und (Q, +,-). Die al-
gebraische Struktur (Z,+,-) ist zwar ein nullteilerfreier Ring mit Eins, aber kein
Korper, weil es im Allgemeinen keine inversen Elemente fiir die Multiplikation gibt,
man kann nicht dividieren.
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Satz 2.4.7. Sei m € N. Der Restklassenring (Z/mZ,+,-) ist genau dann ein
Korper, falls m eine Primzahl ist.

Beweis. Ist m keine Primzahl, so hat Z/mZ Nullteiler und kann daher kein Korper
sein. Ist aber m eine Primzahl, so hat Z/mZ keine Nullteiler. Sei [z] # [0] € Z/mZ.
Wir zeigen zuniichst, dass die Abbildung

p .{Z/mZ — Z/mZ
"l = [a][2]

injektiv ist. Sei f([a]) = fz([b]), also [a][x] = [b][z]. Dann ist ([a] —[b])[x] = [0], und
weil Z/mZ keine Nullteiler hat, ist [a] — [b] = [0], also [a] = [b]. Also ist f, injektiv.
Nun ist Z/mZ eine endliche Menge mit m Elementen. Weil f, injektiv ist, bildet es
jedes Element aus Z/mZ auf ein anderes Element ab, es miissen also mindestens m
verschiedene Elemente im Bild von f, sein. Daher fiillt das Bild von f, ganz Z/mZ
aus, und f, ist surjektiv.

Wir wihlen nun [y] so dass f5([y]) = [1], das heifit aber, [z][y] = 1 und wir haben
das inverse Element zu [z] gefunden. O

Bemerkung 2.4.8.

(1) In Wirklichkeit verwendet der obige Beweis nur, dass Z/mZ nur endlich
viele Elemente hat und nullteilerfrei ist, wenn m eine Primzahl ist. Wir
haben gezeigt: Ein endlicher, kommutativer, nullteilerfreier Ring ist ein
Korper.

(2) Die endlichen Kérper sehen im ersten Augenblick wie eine Zahlenspielerei
aus. Sie haben sehr grofie Bedeutung in der Kryptographie (Verschliisselung
von Daten) erlangt.

Beispiel 2.4.9. Wir konstruieren den kleinsten Korper von reellen Zahlen, der alle
rationalen Zahlen aber auch v/2 enthilt:

Sei K := {z+yv2| 2,y € Q} C R. Mit der iiblichen Addition und Multiplikation
ist (K, +,-) ein Kérper.

Beweis. Wir benotigen zunéchst, dass die Verkniipfungen 4+ und - auf K innere
Verkniipfungen sind. Betrachten wir a + W2 e Kund c+dvV2 € K , dann ist
(unter der Ausniitzung der Rechenregeln in R)

(a+0V2)+ (c+dvV2) = (a+c)+(b+dV2€K,
(a+bV2) - (c+dV2) = (ac+2bd)+ (ad+bc)V2 € K.
Assoziativitdts-, Kommutativitdts- und Distributivgesetze erbt K von den reellen
Zahlen. Die Elemente 0 = 0+0+v/2 und 1 = 1+ 0+v/2 sind das Null- und Einselement

in R und daher erst recht in K. Es fehlt noch die Existenz der inversen Elemente
fiir Addition und Multiplikation. Sei a4 bv/2 # 0+0+/2. Es ist leicht nachzupriifen:

[a+bV2] + [(—a) + (=b)v2] = 0,
a b
2] - — 2l=1 2.
o+ 0V [ = s V2 =1+ 0V2
Beachten Sie, dass die Briiche in der zweiten Zeile oben wohldefiniert sind, denn

a? — 2b? kann nur null sein, wenn sowohl a als auch b gleich Null sind. Andernfalls
wire 2 = (a/b)?, aber bekanntlich ist v/2 keine rationale Zahl. O

In der Algebra spielen solche “Erweiterungen” des Korpers der rationalen Zahlen eine grofie
Rolle. Man kann sie zum Beispiel dazu heranziehen, zu untersuchen, welche Vielecke man exakt
mit Zirkel und Lineal konstruieren kann, oder welche Gleichungen mit Ausdriicken von Summen,
Multiplikation, Potenz, Wurzeln exakt 16sbar sind.
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2.4.2. Komplexe Zahlen.

Heuristik 2.4.10. Wenn es eine Zahl i mit der Eigenschaft i> = —1 gibe, wie
miissten die Multiplikation und Division

) . a+ bi
(a + bi)(c+ di), T di
gehen, wenn a, b, ¢, d reelle Zahlen wéren?
(a+bi)(c+di) = ac+bci+ adi+i*bd = (ac —bd) + (be + ad)i,
a+bi  (a+bi)(c—di) (ac—bdi®) + (bc — ad)i
c+di  (c+di)(c—di) 2 — d%i?
(ac+ bd) + (be — ad)i

2 +d?

Hat man einmal gefunden, wie die Rechenregeln lauten miissten, z&umt man das Pferd vom
Schwanz auf: Man definiert sich die komplexen Zahlen a + ib einfach als Paare (a,b) von reellen
Zahlen, und fithrt auf der Menge R X R die passenden Rechenregeln ein. Dann zeigt man, dass das
Ganze eine sinnvolle Definition ist, indem man zeigt, dass man die reellen Zahlen als Teilmenge
der komplexen Zahlen auffassen kann, und dass die komplexen Zahlen einen Koérper bilden.

Definition 2.4.11. Die komplexen Zahlen (C, +, -) sind die Menge C = R x R mit
den folgenden inneren Verkniipfungen:

(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+4d),
(a,b) - (¢,d) = (ac—bd,ad+ be).

Statt (a,b) schreiben wir auch a + ib, insbesondere schreiben wir ¢ := (0,1). Durch

die Abbildung
. JR —=C
A PPN (a,0)

bilden wir die reellen Zahlen injektiv in die komplexen Zahlen ab.

Satz 2.4.12. Die komplexen Zahlen (C,+, ") bilden einen Korper mit dem Nullele-
ment 0 + 0i und dem Einselement 1 + 0t. Es gilt insbesondere

(a+bi)—(c+di) = (a—c)+(b—d)i,
a+ bi _ ac+bd+bc—adi
c+di A2 +d2 24d2T

Die Abbildung j ist ein injektiver Kdorperhomomorphismus im folgenden Sinn: Sind
z,y € R, so gilt
j@ty) = jl@)+i),
jlay) = j@)-jy).

Beweis. Der Beweis ist im Detail miithsam und erfolgt durch einfaches Nachrechnen
aller erforderlichen Rechenregeln.

Beispielsweise die Assoziativitdt der Multiplikation. (Beachten Sie, dass a + bi in
Wirklichkeit das Paar (a, b) bezeichnet, und wir zwar wissen, dass die Multiplikation

der reellen Zahlen assoziativ ist, aber ob die Multiplikation auch assoziativ bleibt,
wenn die nicht reelle Zahl ¢ vorkommt, ist ja erst zu beweisen!)

[(a,b) - (c,d)] - (e, f) = (ac—bd,ad+bc)- (e, f)
((ac — bd)e — (ad + be) f, (ac — bd) f + (ad + be)e)
(ace — bde — adf — bef , acf — bdf + ade + bee),
@) [(ed) (e, /)] = (a,8)- (ce —df,ef +de)
(
(

a(ce — df) — b(ef +de), a(ef + de) + b(ce — df))
ace — adf —bef — bde , acf + ade + bee — bdf).
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In beiden Multiplikationen kommt dasselbe heraus, daher gilt das Assoziativgesetz
in (C,-). Ebenso sind die Kommutativitit von Addition und Multiplikation, die
Assoziativitdt der Addition und die Distributivgesetze zu beweisen.

Beispielsweise zeigen wir, dass das neutrale Element und das inverse Element zu

a + tb bezliglich der Multiplikation die Elemente 1 4 0: und aZLW - ﬁi sind:
(1,0)- (z,y) = (1z—0y,1y+0z) = (z,y),
a —b a b a —b
—_— — . b = b b
(a2+b2’a2+b2) (a,b) (a2+b2a+a2+b2 TR +a2+b2a)
= (1,0).

Die anderen Behauptungen iiber neutrale, inverse Elemente, Subtraktion und Di-
vision folgen ebenso.
Die Injektivitdat von 7 ist klar, denn

j@)=4ly) = (2,0)=(y,0) = z=y.
Die Homomorphieeigenschaften priift man nach, z.B. fiir die Multiplikation

() - 3(y) = (,0) - (y,0) = (z.y = 0.0,2.0 + 0.y) = (2y,0) = j(xy).
O

Schreibweise 2.4.13. Wir identifizieren die Menge der reellen Zahlen mit der
Teilmenge {(a,0) € C |, a € R}, indem wir jedes x € R mit j(z) identifizieren.
Da j injektiv ist, werden verschiedene reelle Zahlen mit verschiedenen komplexen
Zahlen identifiziert, da j ein Kérperhomomorphismus ist, bleiben die Rechenregeln
der reellen Zahlen auch bei dieser Identifikation erhalten.

Kiinftig schreiben wir also unbesorgt a + ib statt (a,b) und kénnen auf die formale Definition
als Paare und den Einbettungshomomorphismus j vergessen: Sie wurden nur gebraucht, um C auf
eine solide formale Basis zu stellen.

Definition 2.4.14. Sei z = a + ib eine komplexe Zahl: Wir definieren
e den Realteil von z durch R(z) := a,
e den Imaginirteil von z durch $(z) := b,
e Betrag |z| := r und Argument arg(z) := ¢ von z als jene nichtnegative
reelle Zahl r und jenen Winkel ¢ fiir die gilt:

z = r(cos(¢) + isin(9)).
(In diesem Zusammenhang geben wir Winkel immer im Bogenmaf} an: 27
entspricht einem Winkel von 360°.)
e die konjugiert komplexe Zahl zu z durch Z = a — bi.
Wir identifizieren auch die komplexen Zahlen zur geometrischen Interpretation mit
R2:
C — R?,

a
+ib .
oti (b)

Diese Definition wird mit einer grafischen Darstellung der komplexen Zahlen untermauert.

Bemerkung 2.4.15.
e Der Betrag einer komplexen Zahl a + bi errechnet sich durch

la + bi| = Va2 + b2

e Es gilt |2|?> = 2Z. Insbesondere ist zZ immer reell und nichtnegativ, und
Null nur dann, wenn z = 0 ist.

e Die Addition von komplexen Zahlen stellt sich in der Zahlenebene als Vek-
toraddition dar.
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e Bei der Multiplikation multiplizieren sich die Betréige, und addieren sich
die Argumente.

e Bei der Division dividieren sich die Betrédge und subtrahieren sich die Ar-
gumente, insbesondere ist arg(1) = — arg(z).

Beweis. Fiir den Betrag: Wir verwenden cos?(¢)+sin?(¢) = 1. Ist also a = r cos(¢),
b = rsin(¢), dann gilt

a® 4+ b* =12 cos?(¢) + r?sin?(¢) = r2.
Offensichtlich ist

(a4 bi) - (a + bi) = a® + b* = |a + bi|*.
Die geometrische Deutung der Addition ist sehr einfach. Schwieriger ist die Multipli-
kation. Wir miissen dazu die Additionstheoreme der Winkelfunktionen verwenden:

cos(@+1) = cos(6) cos(t) — sin(¢) sin(s),
sin(g+4) = cos(6)sin(w) + sin(@) cos()).

Betrachten wir also das Produkt zweier komplexer Zahlen u = r cos(¢) + rsin(¢)q,
v = scos(y)) + ssin(e)i. Das Produkt ist

wv = [rcos(¢)scos(v)) — rsin(¢)ssin(¥)] + [rcos(¢)ssin(¢) + rsin(@)s cos(y)]i
= rsfcos(¢) cos(vp) — sin(¢) sin(e))] + rs[cos(¢) sin(vp) + sin(¢) cos(1))]i
rscos(¢ + ) + rssin(¢ + ).

Aus dieser Darstellung von uv folgt |uv| = rs und arg(uv) = ¢ + 9.
Die Folgerung fiir die Division ist nun offensichtlich. (]

Bemerkung 2.4.16. Das Argument einer komplexen Zahl ist nur modulo 27 be-
stimmt, da die Winkelfunktionen periodisch sind: Fiir alle ganzen Zahlen k € Z gilt
cos(¢ + 2km) = cos(¢), sin(¢ + 2km) = sin(¢). Ist also arg(z) = ¢, so kénnte man
auch z.B. schreiben arg(z) = ¢ + 28x.

Eine mathematisch saubere Definition des Arguments miisste also den Wertebereich einschrinken
z.B. arg(z) € (—m, w]: Diese Variante ist aber problematisch, wenn man schreiben will: arg(uv) =
arg(u) + arg(v), weil die Summe zweier Zahlen in (—x, 7] nicht wieder in (—m, 7] liegen muss.
Besser wire, das Argument als Restklasse modulo 27 zu definieren. Wir erlauben uns statt dessen
hier eine Schlamperei, aber wir ertappen uns dabei und schdamen uns pflichtschuldigst — siehe
spéter!

Satz 2.4.17. Sei u = r(cos(¢) + isin(¢p)) (mit r > 0 und ¢ € R) eine komplexe
Zahl ungleich Null. Sei p € N (hier wird N ohne Null verstanden, also p #0). Die
Gleichung

2P =u
besitzt genau p Losungen, und zwar
¢+ 2km o+ 2k

+ i sin
) ( )

)|

z =r/P | cos(

mit k€ {0,-- ,p—1}.

Beweis. Ansatz: Setze z = s(cos(¢)) +isin()). Nach den Regeln der Multiplikation
(p-mal auf z angewendet) muss sich also der Betrag potenzieren, und das Argument
multiplizieren:

r(cos(¢p) + isin(¢)) = sP(cos(py) + i sin(py))).
Also r = s” oder s = r'/P. Und ) = ¢/p? Aber halt, das Argument ist ja nur
eindeutig bis auf modulo 27 (siehe Bemerkung 2.4.16), also muss gelten

pp = ¢ + 2k¢ fiir irgendein k € Z.

Wir bekommen also die p verschiedenen Losungen. O
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Die folgenden wichtigen Eigenschaften fithren wir nun ohne Beweis an. Zum Grofiteil wiirde
man auch gewisse Grumndkenntnisse der Analysis brauchen, betrachten Sie das als einen Vorgriff,
den Sie jetzt noch nicht zur Génze verstehen kdnnen. Sie miissen das natiirlich bei der Priifung
noch nicht kénnen.

Bemerkung 2.4.18. Der Betrag eriillt die Dreiecksungleichung: Fiir alle u,v € C
gilt
u+ o] <fu] + o]
Wir werden im zweiten Semester sehen, wie man die Dreiecksungleichung im R™ beweist,
angewandt auf die Ebene R? gibt das die Dreiecksungleichung fiir C. Die Dreiecksungleichung
ist die Grundlage dafiir, dass man |u — v| als Ma8 fiir den Abstand zweier komplexer Zahlen

u,v verwenden kann. Kann man erst einen Abstand erkliren, kann man auch anfangen, von
Grenzwerten zu sprechen. Der Absolutbetrag ist also die Grundlage fiir die Grenzwertrechnung in

C.

Bemerkung 2.4.19. Jedes nicht konstante Polynom iiber R hat mindestens eine
komplexe Nullstelle.

Das Polynom 22 + 1 hiitte zum Beispiel keine reelle Nullstelle. Braucht man also zur Behand-
lung eines Problems die Nullstellen eines Polynoms, so muss man im Reellen Fallunterscheidungen
treffen zwischen Situationen, in denen das Polynom Nullstellen hat, und dem Fall, dass es keine
Nullstelle gibt. Im Komplexen gibt es immer Nullstellen, und daher keine umsténdlichen Fallun-
terscheidungen. Wir gehen auf dieses Thema im zweiten Semester noch einmal griindlich ein.

Bemerkung 2.4.20. Die Eulersche Zahl
1
e:= lim (1+ —)" ~2,7183
n—oo n

148t sich auch zu komplexen Potenzen erheben. Ist ¢ eine reelle Zahl, so ist
¢ = cos(¢) + isin(¢).

In der Theorie der linearen Systeme gibt es exponentielles Wachstum. Eine exponentiell wach-
sende oder fallende Funktion f ldsst sich durch die Formel

ft) = cet
beschreiben. Dabei sind C, A € R. Das Vorzeichen von A entscheidet, ob die Funktion exponentiell
steigt oder fillt.
Es gibt aber auch Systeme, welche schwingen:
f(t) = Ccos(wt) mit C,w € R.
Nach der Formel oben ldsst sich f als der Realteil einer Exponentialfunktion schreiben
ft) = R(Ce™t).

Durch die komplexen Zahlen lassen sich Systeme mit exponentiellem Wachstumsverhalten und
Systeme die schwingen mit derselben Theorie anfassen, der komplexen Exponentialfunktion.

Bemerkung 2.4.21. Die differenzierbaren Funktionen f : C — C haben eine sehr
reiche Theorie mit iiberraschenden Ergebnissen, zum Beispiel

e lassen sie sich immer durch Potenzreihen ausdriicken,

e konnen sich Nullstellen nicht h&ufen,

e wird der maximale Betrag, den die Funktion auf einem Kreis (oder auch
allgemeineren Gebieten) annimmt, immer am Rand angenommen,

e bestimmen die Werte, die sie am Rand des Kreises annimmt, bereits ein-
deutig die Werte, die sie im Inneren des Kreises annimmt.

Die Theorie dieser Funktionen heifit Funktionentheorie oder komplexe Analysis, und hat un-
geheuer weittragende Anwendungen in Differentialgleichungen, Statistik und Wahrscheinlichkeits-
theorie, Regeltechnik, Signalverarbeitung, u.a.m. Was zuerst wie ein Spleen weltfremder Mathema-
tiker aussieht, die unbedingt die Wurzel aus —1 ziehen wollen, hat sich als eines der fruchtbarsten
und erstaunlichsten Konzepte der Mathematik bewéhrt!
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3. VEKTORRAUME

3.1. Definitionen und Beispiele, Unterrdume.

3.1.1. Definition von Vektorrdumen, einfache Rechenregeln.

Definition 3.1.1. Sei (K, +,-) ein Koérper, und V eine nichtleere Menge. Gegeben
seien zwei Verkniipfungen @ und ©:

VxV =V KxV =V
(a,b) +—a®b’ (ya) —aGa

(V,®,®) heift ein Vektorraum iiber K, wenn folgende Gesetze gelten:

1) (V,®) ist eine abelsche Gruppe.
2)
Va,BeKveV) (af)®v=a6 (8Ov).
3) Es gelten die Distributivgesetze (fiir alle a, 8 € K, v,w € V):

a@dw) = advdadw,
(a+B8)0v = aGvefou.

4) Fiir das Einselement 1 des Korpers gilt
MeV)lov=nr.

Schreibweise 3.1.2. Die Elemente von V heiflen Vektoren, die Elemente von K
heiflen Skalare. Das neutrale Element der Gruppe (V, ®) hei8t Nullvektor, und wir
bezeichnen es mit 0 — aus dem Zusammenhang muss erkannt werden, ob mit 0 der
Nullvektor oder das Nullelement des Kérpers gemeint sind. Das inverse Element zu
v € V beziiglich & bezeichnen wir mit —v, und v—w bedeutet wie tiblich v&(—w). In
der Praxis unterscheidet man auch nicht die Korper- und Vektorraumaddition und
das Produkt in K und das Produkt von Skalaren mit Vektoren in der Schreibung,
wir schreiben also statt @ und ® einfach + und -. Aus dem Zusammenhang muss
gesehen werden, welche Verkniipfung gemeint ist.

In dieser Vorlesung werden wir zumeist Vektoren mit romischen Kleinbuchstaben
und Skalare mit griechischen Kleinbuchstaben bezeichnen.

Beispiel 3.1.3.

(1) SeiK ein Kérper. Ein n-dimensionaler Spaltenvektor iiber K ist ein n-Tupel
von Skalaren, als Spalte angeordnet. Mit K™ bezeichnen wir den Raum der
n-dimensionalen Spaltenvektoren iiber K:

&
]K”::{ ’xiieruri:1,~~n}.
&n

(2) Eine m x n-Matrix iiber einem Korper K ist eine Tabelle, in der Elemente
von K in m Zeilen und n-Spalten angeordnet sind. K™*™ Raum der m x n-
Matrizen iiber K.

(3) Sei Q # () eine Menge und K ein Korper. Mit Q¥ oder F(Q, K) bezeichnen
wir die Menge aller Funktionen von 2 nach K.

Fir f,g € F(2,K), a, 8 € K definieren wir die Funktion o f + g € F(£2,K)
durch

[af + Bgl(x) := af(z) + By(z) .
Mit diesen Operationen ist F(2, K) ein Vektorraum iiber K. Der Nullvektor
ist die konstante Funktion f(z) = 0.
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(4) Zumeist verwendet man Réume von Funktionen, die noch spezielle Eigen-
schaften besitzen. Zum Beispiel den Raum der beschrinkten Funktionen
von [0,1] nach R, oder den Raum der Funktionen f : R — R, fiir die
ffooo |f(z)| dx < oo ist, oder Rdume von stetigen oder gar differenzierbaren
Funktionen.

(5) Ist Ky ein Korper, der einen Korper Ky als Unterkorper enthélt, so ist K
mit den Korperverkniipfungen +, -, als Vektorraumaddition und Multipli-
kation mit Skalaren aufgefasst, ein Vektorraum iiber Ks. Beispielsweise ist
C ein zweidimensionaler Vektorraum iiber R.

Satz 3.1.4. Sei (V,+,-) ein Vektorraum iber einem Kirper K. Ausnahmsweise
verwenden wir zwei verschiedene Symbole fiir Null im Korper (0) und Nullvektor

(©).
1) (VweV)ov=0.
2) (Va e K) a® = 0.
3) VaeK, veV)av=0=a=0Vv=0.
4) VweV) (-1v=—v.
Beweis. 1.)Aus 0+ 0 = 0 folgern wir mittels Distributivitét:
0v+0v=(0+0)v=0v=0v+06.

Nun liefert die Kiirzungsregel Ov = ©.
2.)Wir beginnen mit © + © = © und verwenden Distributivitét:

a®+ a0 =a(0+0)=a0 =00 +06.

Kiirzungsregel.

3.) Sei av = © aber a # 0. Zeige: v = O. Da « # 0, gibt es das inverse Element
a~ ! und es ist

O=a'Oo=aaw)=(a"ta)=1v=".
4.) Es gilt wegen Distributivitiit:
v+ (-w=1v+ (-1)v=1+4+(-1)v=00=06.

Also ist (—1)v invers zu v beziiglich der Vektorraumaddition. 0

Zur Scharfung der Beobachtung markieren wir in diesem Beweis nachtréglich die Vektorraum-
additionen und Produkte von Skalaren und Vektoren zum Unterschied von Summen und Produk-
ten in K.

3.1.2. Unterrdume.

Definition 3.1.5. Sei (V,+,-) ein Vektorraum iiber K und W eine Teilmenge
von V. Die Menge W heifit ein Unterraum (oder Teilraum) von V', wenn folgende
Gesetze gelten:

1) W £0.

2) MaweW)v+weW.

3) VaeK, veW)aveW.

Nicht verwechseln mit affinen Unterrdumen, von denen wir in der formlosen Einfithrung gere-
det haben. Jeder Unterraum ist ein affiner Unterraum, aber nicht jeder affine Unterraum ist ein
Unterraum. Klingt verkehrt, ist aber so.

In R™ hatten wir frither eine andere Definition von Unterraum als lineare Hiille. Wir werden
spater darauf zuriickkommen, dass sich das mit der neuen Definition vertrigt.

Satz 3.1.6. Eine nichtleere Teilmenge W eines Vektorraumes (V,+,-) tber K ist
genau dann ein Unterraum wenn gilt:

(3.1.1) Vo, B €K, v,w € W) av+ pw e W.
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Beweis. Beweis einer Aquivalenz, zwei Richtungen. - Kénnte auch als Ubung gegeben werden!
Es gelte (3.1.1). Wir zeigen dass W ein Unterraum ist. Nach Voraussetzung ist W
nichtleer. Seien v, w € W, dann gilt

v+w=1lv+lweW
wegen (3.1.1). Ist @ € K und v € W, so gilt
av=av+0veW

Sei nun W ein Unterraum von V', wir zeigen (3.1.1): Seien «,8 € K, v,w €
W. Zunichst sind wegen Definition 3.1.5(3) av € W, fw € W. Wegen Definiti-
on 3.1.5(2) folgt nun aw + fw € W. O

Satz 3.1.7. Sei (V,+,-) ein Vektorraum iber einem Korper K, sei W ein Unter-
raum von V. Dann gilt:

1) (VweW) —veW.

2) Der Nullvektor 0 € W.

3) (W, +,-) ist ein Vektorraum iber K.

Beweis. 1) folgt aus —v = (—1)wv.

2) Nach Voraussetzung ist W # (), wihle ein beliebiges v € W. Es ist dann der
Nullvektor 0 = 0v € W.

3)Nullvektor und inverses Element sind in W wegen Punkten (1) und (2). Nach
Voraussetzung ist 4+ eine innere Verkniipfung in W, und die Multiplikation - zwi-
schen Skalar und Vektor bildet K x W nach W ab. Alle Rechengesetze gelten fiir
alle Vektoren in V', daher erst recht fiir alle Vektoren in der Teilmenge W. O

Satz 3.1.8. Sei (V,+,:) ein Vektorraum iber einem Kérper K. Sei I eine Index-
menge (endlich oder unendlich), und fiir jedes i € I sei U; ein Unterraum von V.
Dann ist auch der Durchschnitt

v

i€l
eimn Unterraum.

Beweis. Der Durchschnitt ist nicht leer, denn weil jedes U; ein Unterraum ist, ist
(Vi € I) 0 € U;. Das heifit aber gerade 0 € (,¢; Us.

Seien v, w € (;c; U; und seien o, 8 € K. Dann sind fiir alle i € I die Vektoren
v,w in U; und folglich (Satz 3.1.6) auch av + fw € U;. Da das fiir alle 7 gilt, ist
av + Bw € (;¢; Us. Nach Satz 3.1.6 ist der Durchschnitt also ein Unterraum. [

Bemerkung 3.1.9. Sei (V,+,-) ein Vektorraum iiber K, seien U und W Un-
terrdume von V. Wenn U UW auch ein Unterraum von V ist, dann ist U C W oder
W cU.

Beweis. Beispiel eines Beweises durch Widerspruch

Sei U U W ein Unterraum und sei weder U C W noch W C U. Dann gibt es also
ue€U\W und w e W\U. Es sind u,w € UUW, und da U UW ein Unterraum
ist, ist auch v +w € U U W. OBdA sei u 4+ w € U. Da auch v € U und U ein
Unterraum ist, ist w = v+ w — u € U, im Widerspruch zu w € W\ U. O

3.2. Lineare Hiille und Erzeugendensysteme.
3.2.1. Lineare Hiille.

Definition 3.2.1. Sei (V, +, -) ein Vektorraum iiber einem Korper K. Seien vy, - -+ , v, €
V und Aq,---, A, € K. Dann heiflt der Vektor

Av - Ay

eine Linearkombination von vy, -+, v,.
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Definition 3.2.2. Sei (V,+,) ein Vektorraum iiber einem Kérper K. Sei M C V
eine nichtleere Teilmenge (endlich oder unendlich). Die lineare Hiille von M ist die
Menge

E(M) = {ZAZUA neN, \; €K, v EM}
i=1

Fiir die leere Menge definieren wir
L(0) := {0}.

Andere Namen fiir die lineare Hiille sind Span von M oder von M aufgespannter
Unterraum.

Satz 3.2.3. Sei (V,+,-) ein Vektorraum iber einem Kdrper K. Sei M C 'V eine
nichtleere Teilmenge.

1) Die lineare Hiille L(M) ist ein Unterraum von V

2) M C L(M).

3) L(M) ist der kleinste Unterraum, welcher ganz M enthilt, im folgenden
Sinne:
Ist U ein Unterraum von V, welcher M enthdlt, so ist L(M) C U.

Beweis. 1.) Seien v,w € L(M) und «, 8 € K. Wir zeigen: av + fw € L(M). Nach
Satz 3.1.6 folgt dann, dass £(M) ein Unterraum ist. Da v,w € L(M), konnen sie
als Linearkombinationen von Vektoren aus M geschrieben werden:

vo= Apwr+ -+ Ay,

W o= Wy T+ W,
mit \;, u; € K und v;, w; € M. Es ist dann
v+ fw = adyvy + -+ + @Ay + Bpaws + -+ Bttty

wiederum eine Linearkombination von Vektoren aus M, also av + fw € L(M).

2.) Sei v € M. Dann lisst sich v trivialerweise als Linearkombination schreiben:
v =1v. Also ist v € L(M).

3.) Sei U ein Unterraum, der M enthélt. Sei v € L(M). Wir zeigen: v € U.
Tatsédchlich ldsst sich ja v als Linearkombination v = Z?:l A;v; schreiben, mit
v; € M. Weil M C U, folgt dass alle v; auch in U liegen. Linearkombinationen
fithren aber aus einem Unterraum nicht hinaus, daher ist auch v € U. O

Im obigen Beweis fehlt etwas: Namlich der Fall dass M die leere Menge ist. Kénnen Sie das
selbst?

Die folgenden Sitzchen kénnen evtl ohne Beweis gebracht werden, evtl. als Ubungsbeispiele
dienen.

Bemerkung 3.2.4. Jeder Unterraum eines Vektorraums ist seine eigene lineare
Hiille.

Beweis. Sei U Unterraum. Offensichtlich ist U ein Unterraum, der U enthélt, und
zwangsliufig gibt es keinen kleineren, in dem ganz U enthalten ist. Also ist (nach
Satz 3.2.3 (3)) U = L(U). O

Bemerkung 3.2.5. Sei (V,+,) ein Vektorraum iiber K, seien M; und M nicht-
leere Teilmengen von V' mit My C Ms. Dann ist L(M;) C L(M?).

Beweis. L(My) ist ein Unterraum, der My, und damit a fortiori (mathematisch fiir
“erst recht”) M; enthilt. Nach Satz 3.2.3 (3) ist L(M;) C L(M3). O
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3.2.2. Lineare Abhdngigkeit.
Wir motivieren zuniichst den Begriff der linearen Unabhingigkeit in R? und R? durch Zeich-
nungen.

Definition 3.2.6. Sei (V, +, ) ein Vektorraum iiber einem Korper K, seien vy, - -« , v,
Vektoren aus V. Das n-Tupel (vq,---,v,) heifit linear unabhingig, wenn es kein
n-Tupel (A1, -+, An) € K" auBer (0,---,0) gibt, fiir welches gilt:

)\11)1 + -+ /\n’Un =0.
Andernfalls heifit das Vektoren-n-Tupel (vq, - ,v,) linear abhéingig.
Die leere Menge betrachten wir immer als linear unabhéngig.

Wir versuchen einige dquivalente Formulierungen:
(v1,- -+ ,vn) ist linear unabhéngig, wenn gilt:
n
(VAL A0 €K) [D Xwi =0 = (A, ,An) = (0,-+-,0)].
i=1

(v1,- -+ ,vn) ist linear abhéngig, wenn gilt:
n
@G, A €K) [[Ge{l, - ,np) XM #0] A D v =0]].
=1

Bemerkung 3.2.7. Vektoren-n-Tupel, welche den Nullvektor enthalten, und n-
Tupel, in denen ein Vektor mehrmals vorkommt, sind immer linear abhéngig.

Beweis. Im n-Tupel (vy,---,v,) sei vg = 0 fiir einen Index k. Wir setzen
N 0 falls i # kK,
"1 fallsi = k.
Dann ist

zn:)\i'l}i = ]."Uk :0,
i=1

aber nicht alle A; sind Null. Also ist (v1,--- ,v,) linear abhingig.
Sei nun (v1,---,vy) ein n-Tupel, in dem fiir zwei Indices p # ¢ gilt: v, = vq. Wir
haben

0’01+"'+1Up+"'+(—1)’0q+"'+0Un:Oa
aber nicht alle Koeffizienten dieser Linearkombination sind Null. Also ist das n-
Tupel linear abhéngig. O
Satz 3.2.8. Sei (V,+,:) ein Vektorraum iber einem Korper K. Seien vy,--+ v, €
V. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1) Das n-Tupel (vi,--- ,vy,) ist linear unabhdingig.
2) Firjedesz € L({v1,--- ,vn}) gibt es nur ein eindeutiges n-Tupel (A1, , Ay) €
K" sodass © =Y | \iv;.
3) Fir jedesi e {1,---,n} gilt:
vi € L{v1,- Vo1, Vit1, 0 Un )
4) Fir jedesi € {1,--- ,n} gilt:
E({Ul, Ly Ui—1, V41,0 77)11}) 7é ﬁ({vh U1, Vi, Vi1, s 0 avn})-

Beweis. (1) = (2): Sei (v1,- - ,vy,) linear unabhéngig. Sei
Tr = Z)\{Ui = Z,uwi.
i=1 i=1

n

Z()\l- —pi)vi=x—x=0.

=1

Dann ist
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Wegen der linearen Unabhéngigkeit folgt fiir alle 4 dass A\; — u; = 0, also \; = ;.
(2) = (3): Angenommen, es gilt (2). Sei i € {1,--- ,n} beliebig, und nehmen wir
an, v; € L({vy, * ,0i—1,Vixr1, ** ,Un}). Dann lisst sich v; als Linearkombination
schreiben:

UV = AU+ N 1Vim1 + A 1Vig1 o ApUn.
Andererseits ist natiirlich

v; = 0vy + -+ 1o, + -+ - + Ov,,.

Das sind zwei offensichtlich verschiedene Arten, v; als Linearkombination der vy, - - - , vy,
anzusetzen, und ist ein Widerspruch zu (2).
(3) = (4): Wenn (3) gilt, ist fiir alle ¢ der Vektor v; & L({v1, -+, Vi—1,Vit1, " ,VUn})-

Andererseits ist offensichtlich v; € L({v1, -+ ,vi—1, Vi, Vig1, - ,Un}). Daher sind
diese beiden linearen Hiillen verschieden.

(4) = (1): Angenommen, (vq, -+ ,v,) sind linear abhéngig. Dann gibt es A1, -+ , A, €
K sodass

Avr 4 -+ Apu, = 0.
Dabei ist mindestens ein \; # 0. Wir erhalten

A1 Aic1 Ait1 An
Vi = ——V] — ++— ——Vj_1 — Vi1 — =+ — —Up.
A NoTh o A
Offensichtlich ist
L{vi, - 01, Vi1, U }) C LV, Vi1, Vi, Vig 1,0, Un ).
Ist x € L({v1, "+ ,Vi—1,Vi,Vit1," " ,Un}), SO konnen wir x in folgender Form schrei-
ben:
T = ULt 11 iV i1 Vi1 s iU
= U1+t i1V
A Aie i A
‘HM(—)T?M — = ;\Z_I'Ui—l - ;\7—:1%-&-1 — = ijn)
Fip1Vip1 + o+ UpUn
iA iNi iAi
= (- a 1)’01 ot (o1 — a 1)%‘—1 + (pi1 — u)vm-l +oee
)\i )\i )\i
2
+(N’TL - Mz)\in)vn
Also ist z € L({v1, -+ ,0i_1,Vi41," - ,Un}). Daher ist
E({’Ula 5y Ui—1, Ui Vi1, - 0 avn}) C ‘C({Ulv U1, Vi1, 0 7U7L})7
und letztlich sind die beiden linearen Hiillen gleich, im Widerspruch zu (4). O

3.2.3. Erzeugendensysteme.

Definition 3.2.9. Sei (V,+,:) ein Vektorraum iiber K, und S C V. Wenn V =
L(S), dann heifit S ein Erzeugendensystem von V.

Besitzt V' eine endliche Menge als Erzeugendensystem, so heifit V' ein endlich er-
zeugter Vektorraum.

Bemerkung 3.2.10. Sei (V,+,-) ein Vektorraum iiber K. Sei S ¢ T'C V. Wenn
S ein Erzeugendensystem von V ist, dann ist auch T" ein Erzeugendensystem von
V.

Beweis. Easy to see! (auch fiir Sie?) O

Definition 3.2.11. Sei (V, +,-) ein Vektorraum iiber K. Seien vy, --- ,v, € V. Das
System (v1, - -, vy,) heiBft eine Basis von V| wenn folgende zwei Bedingungen erfiillt
sind:
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1) (v1,-+-,vy,) sind linear unabhéngig.
2) {v1, -+ ,v,} ist ein Erzeugendensystem von V.

Satz 3.2.12. Sei (V,+,-) ein Vektorraum iiber K. Seien vy,--- ,v, € V. Folgende
Aussagen sind dquivalent:

1) (v1,---,vy) ist eine Basis von V.

2) (v1,---,vy,) ist ein maximales linear unabhingiges System in folgendem
Sinn: (vy, -+ ,v,) ist linear unabhingig, und fir jeden Vektor w € V st
das System (v1,- - ,vp,w) linear abhdngig.

3) Fir jeden Vektor x € V' existieren eindeutig bestimmte k1, -+ , k, € K so,
dass

T =K1U1 + -+ KpUp.
4) (v1,- - ,vy) ist ein minimales Erzeugendensystem in folgendem Sinne: Das
System (v1,-+- ,v,) erzeugt den Vektorraum V', aber fir keinen Index i
erzeugt das System (v1,+-+ ,Vi—1,Vit1, " ,Upn) ganz V.

Beweis. (1) = (2): Nach Definition einer Basis ist (v1,- - ,v,) linear unabhéngig.
Weil L({v1,--+,v,}) =V, gibt es fiir jedes w € V Skalare Ay, --- , A\, sodass
w= Av1+ -+ A\Un.
Es ist dann also
)\1U1+"'+Anvn_w20a
und weil der letzte Koeffizient dieser Linearkombination —1 # 0 ist, ist das System
(v, ,vp,w) linear abhiingig.
(2) = (3): Es gelte (2). Sei x € V. Dann ist das System (vy,--,v,,x) linear
abhéngig, also gibt es A1, -, A\, p € K sodass
Av1 + - A + px =0,
und mindestens einer der Skalare A1, ---, A, u ungleich null ist. Wire p = 0, so
ware
)\1U1+"'+)\nvn:0
und mindestens eines der A; ungleich null. Das widerspricht aber der linearen Un-
abhéngigkeit von (vy, -+ ,v,). Also ist u # 0. Wir erhalten

A1 An
r=——v —— —Up,
" 1Y
Also ldsst sich = als Linearkombination der v; schreiben. Da (vy,- -+ ,v,) linear un-

abhéingig sind, ist diese Linearkombination nach Satz 3.2.8 eindeutig bestimmt.
(3) = (4): Es gelte (3). Da sich jedes x € V als Linearkombination der v; schreiben

lisst, ist (vy, -+ ,v,) ein Erzeugendensystem. Angenommen, (v1, -« ,V;—1, Vit1, " ,Up)

wére auch ein Erzeugendensystem. Dann ldsst sich v; schreiben:
Vi = A0+ N1 Vim1 + A1 Vi1 o ApUn.

Andererseits ist aber auch v; = 1.v;, im Widerspruch zur Eindeutigkeit der Dar-
stellung, wie sie in (3) gefordert ist.

(4) = (1): Es gelte (4). Es ist also (v1, -+ ,vp) ein Erzeugendensystem. Andererseits
ist fiir jedes @

C(Ula oty Ui—1, Vi1, 0 7”77,) 7{ V= E('Ul, T 7’Un)~
Nach Satz 3.2.8 folgt die lineare Unabhéngigkeit. O

Satz 3.2.13 (Basisauswahlsatz). Aus jedem endlichen Erzeugendensystem eines
Vektorraums ldsst sich eine Basis auswdhlen. Insbesondere besitzt jeder endlich er-
zeugte Vektorraum eine Basis.
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Beweis. Sei (vq,--+ ,v,) ein Erzeugendensystem von V. Wenn (vq,---,v,) keine
Basis ist, dann ist das System linear abhéngig, und es lasst sich ein v; weglassen,
sodass (v1,- - ,Vi—1,Vi+1," - , V) auch ein Erzeugendensystem ist. Wenn nun die-
ses System linear unabhéngig ist, haben wir eine Basis, sonst kénnen wir wieder
einen Vektor weglassen, solange bis das Verfahren bei einer Basis abbricht. Da es nur
endlich viele Vektoren zum Weglassen gibt, muss das Verfahren einmal enden. [

Im folgenden definieren wir lineare Unabhingigkeit fiir (endliche oder unendliche) Mengen
von Vektoren. Der feine Unterschied liegt darin, dass in n-Tupeln von Vektoren derselbe Vektor
mehrfach vorkommen kann.

Definition 3.2.14. Sei (V,+,") ein Vektorraum iiber einem Korper K, sei M C
V eine (endliche oder unendliche) Teilmenge von V. Die Menge M heifit linear
abhingig, wenn es ein endliches System von paarweise verschiedenen® Vektoren
v1,++ ,U, € M und ein System von Skalaren Ai,--- ;)\, € K gibt, sodass fiir
mindestens einen Index 7 gilt \; # 0, und

)\1U1+"'+)\nvn:0

Anders ausgedriickt, eine (moglicherweise unendliche) Menge M ist linear unabhéngig, wenn
jedes endliche System von paarweise verschiedenen Vektoren aus M linear unabhéngig ist.

Definition 3.2.15. Sei (V,+, ) ein Vektorraum iiber einem Korper K, sei M C V
eine (endliche oder unendliche) Teilmenge von V. Die Menge M heifit eine Basis
von V', wenn sie ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem ist.

Mit Aufwendung hochkarétiger Mittel der Mengenlehre (Auswahlaxiom, Zornsches Lemma)
kann man dann beweisen, dass jeder Vektorraum (auch ein nicht endlich erzeugter) eine Basis
besitzt. Allerdings haben Basen in nicht endlich erzeugten Vektorrdumen eine weit geringere Be-
deutung. Statt jeden Vektor von V als Linearkombination von jeweils endlich vielen Vektoren aus
der Basis darzustellen, beniitzt man Vektorsysteme, mit Hilfe derer sich jeder Vektor von V als
unendliche Reihe schreiben lésst.

3.3. Erste Schritte in der Matrizenrechnung.

3.3.1. Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor.
Definition 3.3.1. Sei K ein Korper, m,n € N. Sei

Q11 o O1p &1
A= : : € K™, r=|: | K"
Qmi - Qmm &
Wir definieren das Produkt Az € K™ durch

o118+ Ry
Ax = :

O‘m,lgl +-- O‘m,ngn

Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, dass die Reihenfolge der Schreibung Az
wichtig ist. Das Produkt xA wiirde, wie wir spéter sehen werden, etwas anderes
bedeuten!

Bemerkung 3.3.2. Damit man eine Matrix A mit einem Spaltenvektor x mul-
tiplizieren kann, muss A soviele Spalten haben wie z Komponenten. Das Produkt
Az ist dann wieder ein Spaltenvektor, und hat soviele Komponenten, wie A Zeilen
hat.

9das heift: v; # vj falls i # j.
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Beispiel 3.3.3.

12 3 4\ (] 1-242-443-(=5)+4-1 -1
001 =2 0f| Lf=0-2+1-44(=2)-(-5)+0-1] = [ 14
23 0 1) | 2:243-440-(-5)+1-1 17

Beispiel 3.3.4. Das Produkt

1 2 3 4 2
01 -2 0 0
2 3 0 1 —6

ist nicht definiert, weil die Spaltenzahl der Matrix (=4) und die Zeilenzahl des
Vektors (=3) nicht gleich sind.

Bemerkung 3.3.5. Ein Grund (nicht der einzige) fiir die zunéchst seltsam anmu-
tende Definition von Az ist, dass man damit lineare Gleichungssysteme anschreiben
kann:

Ist K ein Korper, m,n € N, sind

Q11 o Olp fl B1
A=| ¢ : e K™, r=|: ] ek b=1 : | eK™
Am1 Qg &n Brm
Dann ist die Gleichung Ax = b nichts anderes als das Gleichungssystem
a1+ 0+ apén = B
ami&t + 0+ amabn = Bm

Satz 3.3.6. Sei K ein Korper, m,n € N, A € K™*"™. Die Abbildung
K — K™
x — Ax

erfillt die folgenden Bedingungen: Sind A € K, z,y € K", so gilt

1) A(\z) = \(Axz).
2) A(x +vy) = Az + Ay.

Beweis. Wir rechnen Punkt (2) nach, Punkt (1) geht ebenso durch direktes Nach-
rechnen. Seien also

Q11 a1 n &1 T
A= : : e Kmxn, z=|: | eK", y=1: | e K"
Qm,1 Am,n é-n Ui
Es ist
Djer (&5 + 1) D g &G+ D0y
Alx+y) = : = :
Do am g (& + ) Do Q&G+ 20Ty Qg
D1 o1,5& D1 M
— : 4 : = Az + Ay.

Dio1 Om g D=1 Qg
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Spéter werden wir eine Abbildung, die Punkte (1) und (2) aus Satz 3.3.6 erfiillt, eine lineare
Abbildung nennen. Lineare Abbildungen und die Tatsache, dass die Multiplikation mit Matrizen
linear ist, werden eine ganz zentrale Rolle in dieser Vorlesung spielen.

Definition 3.3.7. Sei K ein Korper, m,n € N. Sei
11 o Qap
A= : : e Km™x™,
Qma " Qmm
Die Spalten von A sind die Vektoren
71 a1 n
, o, c K™,
Q1 Am.n
Die Zeilen von A sind die Zeilenvektoren (d.s. 1 x n-Matrizen)

(041,1 alm) S, (am,l am,n) c len'

Satz 3.3.8. Sei K ein Korper, m,n € N. Seien
o1 Qi &1

A= : : e Kmxn, r=1] 1| eK"

Umi  Qmm &

Dann ist das Produkt Ax eine Linearkombination der Spalten von A:
Qg1 Q1,n

Av=g | o |+t

Beweis. Direkt nachrechnen! O
3.3.2. Kern, Spaltenraum, Zeilenraum.

Definition 3.3.9. Sei K ein Korper und A eine m xn-Matrix iiber K. Wir definieren
die folgenden Mengen:

(1) Den Kern von A:
ker(A) := {z € K" | Az =0}
(eine Teilmenge des K™).
(2) Den Spaltenraum von A (geschrieben rg(A)) als die lineare Hiille der Spal-
ten von A (eine Teilmenge von K™).

(3) Den Zeilenraum von A als die lineare Hiille der Zeilen von A (eine Teilmenge
von K1xm)

Bemerkung 3.3.10.

(1) Der Kern einer Matrix A € K™*™ ist die Menge aller Losungen des homo-
genen Gleichungssystems Az = 0, vgl. Bemerkung 3.3.5. Der Kern heifit
im Englischen auch oft Nullspace, darf aber nicht mit dem Nullraum {0}
verwechselt werden.

(2) Der Spaltenraum einer Matrix ist

rg(A) = {4z | z €e K"},
vgl. Satz 3.3.8. Anders ausgedriickt, der Spaltenraum von A ist
rg(A) = {b € K™ | Az = b besitzt eine Losung} .
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Die Schreibweise rg kommt vom englischen Wort “range” (Wertebereich,
Bildraum), nicht zu verwechseln mit “rank”, dem Rang, den wir spéter
definieren werden.

(3) Fiir den Zeilenraum fithren wir hier keine Schreibweise ein, wir werden ihn
relativ selten verwenden.

Satz 3.3.11. Sei K ein Korper und A € K™*",

(1) Der Kern von A ist ein Unterraum des K™.
(2) Der Spaltenraum von A ist ein Unterraum des K™.
(3) Der Zeilenraum von A ist ein Unterraum des K1*™.

Beweis. Da Spaltenraum und Zeilenraum als lineare Hiillen definiert sind, sind
sie Vektorrdume. Um zu zeigen, dass ker(A) ein Unterraum ist, nehmen wir x,y €
ker(A) und A\, u € K. Es ist dann Az = Ay = 0, und unter Beniitzung von Satz 3.3.6
erhalten wir:

Az + py) = A(dx) + A(py) = MA(z) + pA(y) = A0 + p0 = 0.
Also ist auch \x + py € ker(A). O

3.3.3. Elementare Zeilenumformungen.

Definition 3.3.12. Sei K ein Koérper, A € K™*" (kann auch ein Spaltenvektor
in K™*1 sein). Die folgenden Umformungen in der Matrix A heifien elementare
Zeilenumformungen:

(1) Vertauschen zweier Zeilen.
(2) Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar A € K\ {0}.
(3) Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.

Lemma 3.3.13. Jede elementare Zeilenumformung ldsst sich durch eine elemen-
tare Zeilenumformung des gleichen Typs riickgdngig machen:

(1) Vertauschen der Zeilen i und k durch ein nochmaliges Vertauschen der
Zeilen i und k.

(2) Multiplikation der Zeile i mit A durch anschlieflende Multiplikation der Zeile
i mit AL

(3) Addition des A-fachen der Zeile i zur Zeile k durch anschlieffende Addition
des (—\)-fachen der Zeile i zur Zeile k.

Beweis. Offensichtlich. (D.h. wissen Sie, warum?) O
Satz 3.3.14. Sei K ein Korper, A € K™*" b € K™. Mit z1,--- , zy, bezeichnen
wir die Zeilen von A, mit s1,--- , s, die Spalten von A.

Eine elementare Zeilenumformung forme A in die Matriz A um, und durch dieselbe
Zeilenumformung werde b in den Vektor b umgeformt. Mit zy,--- , Z;, bezeichnen
wir die Zeilen von fl, mit §1,--- , 8, die Spalten von A.

Dann gilt:

(1) Ein Vektor x € K" list genau dann das Gleichungssystem Ax = b, wenn er
das Gleichungssystem Ax = b lést.

(2) A und A haben denselben Kern.

(3) Sind ji,---,jr € {1,--- ,n}, so ist das r-Tupel (sj,, -, ;) genau dann
linear abhingig, wenn das r-Tupel (3;,,--- ,3;,) linear abhdngig ist.

(4) Der Vektor b liegt genau dann im Spaltenraum von A, wenn b im Spalten-
raum von A liegt.

(6) Sind ji,---,jr € {1,--- ,n}, so spannt {s;,, -, s;.} genau dann den Spal-
tenraum von A auf, wenn {3;,,---,5;.} den Spaltenraum von A aufspannt.
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(6) Die Matrizen A und A haben denselben Zeilenraum.

Beweis. Es seien « ; die Koeffizienten von A, §8; die Koeflizienten von b, und &; die
Koeffizienten von z. Wir werden in diesem Beweis immer wieder verwenden, dass
die folgenden drei Aussagen dquivalent sind (Bemerkung 3.3.5, Satz 3.3.8):

(3.3.1) Az = b,
o1&+ o 4+ aaRén = b
(3.3.2) : : :
am,lfl + -+ amm&n = Bm
(3.3.3) &151+ -+ E&nsn =0

Punkt (1): Wir nehmen an, dass x eine Losung von Az = b ist, und zeigen, dass

Ax =b.

Vertauschung der Reihenfolge der einzelnen Gleichungen dndert natiirlich nichts an
der Losungsmenge, in diesem Fall ist also auch Az = b.

Wird die Zeile Nummer ¢ mit einem Faktor A # 0 multipliziert, so 16st x natiirlich
alle unverénderten Gleichungen des Systems (3.3.2), und zusétzlich die Zeile

/\Oéi,lgl + -+ Aai,ngn = AB;.

Damit 16st  wiederum das gesamte Gleichungssystem Az =b.
Wird das A-fache der i-ten Zeile zur k-ten Zeile addiert, so gehen wir davon aus,
dass gilt:
ai1&r + o+ apén = B
ap1§r + -+ apén = Bk
Folglich gilt auch

(1 + A 1)61 + -+ (en + Ain)én = B + AB;

Dies ist aber die einzige neue Zeile im Gleichungssystem Az = b.

In jedem Fall ist also jede Losung von Az = b erst recht eine Losung von Az = b.
Weil nach Lemma 3.3.13 auch A aus A und b aus b durch eine elementare Zeile-
numformung hervorgehen, gilt nun auch: Wenn z eine Loésung von Az = b ist, so
ist auch Ax =b.

Punkt (2): Das folgt aus Punkt (1), denn der Kern von A ist nichts anderes als die
Losungsmenge von Az = 0.

Punkt (3): Sei das r-Tupel (sj,,--- ,s;,) linear abhéngig. Es gibt also &;,,--- ,&;,. €
K, nicht alle gleich null, sodass
§jrsin &85, = 0.
Setzen wir
€j = 0 fiir ]g{]h 7.77‘}
(fiir die anderen j ist £; ja bereits gegeben), und
&

z=1:1,
&n
so erhalten wir

5151 ++£nsn =0.

Das heifit aber zugleich dass z eine Losung des homogenen Gleichungssystems Az =
0 ist. Nach Punkt (1) 16st = auch das Gleichungssystem Az = 0, also gilt
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Lassen wir aus dieser Summe die Nullterme weg, die fiir j & {j1,- - ,jr} auftreten,
erhalten wir

§inSjy + - +&,85,. =0.

Weil nach Voraussetzung nicht alle &;, gleich null sind, ist das r-Tupel (§;,,- -, §;,.)
linear abhéngig. Wieder entstehen auch A und b durch eine Zeilentransformation
aus A, b, sodass ebenso gilt: Wenn (5j,,- - ,8;,.) linear abhéngig sind, so sind auch
(Sji,- - +8;4,.) linear abhéngig.

Punkt (4): Punkt (1) und Bemerkung 3.3.10.

Punkt (5): Wir nehmen an, dass der Spaltenraum von A durch {3;,,---,3;, } er-
zeugt wird, und beweisen, dass der Spaltenraum von A durch {s;,,--- ,s;.} aufge-

spannt wird. Sei also b € rg~(A). Wir wenden auf b dieselbe Zeilentransformation
an wie auf A und erhalten b. Nach Punkt (4) ist b € rg(A) und kann deshalb als
Linearkombination von §;,,--- ,3;, geschrieben werden.

b=¢;,8;, +--+E&.55,-
&
Wir setzen wieder &; = 0 fir j € {j1,---,jr} und & = [ @ |. Dann ist also
o &n
b = Ax und folglich b = Ax. Wenn wir das als Linearkombination der Spalten

umschreiben und die Nullterme bei j & {j1, - ,j.} weglassen, erhalten wir b als
Linearkombination der Spalten s;,,--- ,s;,:

b= fjl Sj1 +o gj'r'sj'r"

Punkt (6): Es ist klar, dass Umordnung der Zeilen an der linearen Hiille der Zeilen
nichts dndert. Bei den beiden anderen elementaren Umformungen geht die neue
Zeile aus den alten Zeilen durch Linearkombination hervor. Es sind also die Zei-

len Z,- -+, Z,, Linearkombinationen von z, -+ , 2, und folglich ist {Z1,--- ,Z,} C
L({z1, ", zm}). Da aber nach Satz 3.2.3 die lineare Hiille £L({Z1,- - , Zp,}) in jedem
Unterraum als Teilmenge enthalten ist, welcher {21, - - , Z,,} enthilt, gilt insbeson-
dere

5({217"' ’Zm}) - ‘C({Zl"" 7Zm})'

Wieder kann man die Rollen von A und A vertauschen, und erhilt ebenso

L{z1,-- 5 2m}) CL{ZL 5 Zm})-

3.3.4. Verallgemeinerte Zeilenstufenform.

In der Lehrbuchliteratur wird bei der Erorterung des Gausschen Eliminationsverfahrens iibli-
cherweise als Ergebnis der Eliminationsphase eine Matrix in Zeilenstufenform (siehe unten) prisen-
tiert. Damit man eine Zeilenstufenform erhélt, muss man bei der Pivotsuche stets jenes Ele-
ment wéhlen, das unter allen moglichen Pivotelementen am weitesten links in der Matrix steht.
Tatséchlich kénnte aber in vielen Fillen die Wahl eines anderen Pivotelementes bequemer oder
aus numerischen Griinden giinstiger sein (z.B. konnte ein kleines Pivotelement, das in einer Zeile
steht, in der sonst sehr grofle Elemente stehen, sich ungiinstig auf Rundungsfehler auswirken). Um
freie Wahl der Pivotspalte zuzulassen, werden wir als Endform der Elimination eine Form wé&hlen,
in der kein weiterer Pivotschritt moglich ist. Wir werden diese Form, die sich durch Umordnung
der Zeilen und Spalten in eine Zeilenstufenform umwandeln lisst, als eine “verallgemeinerte Zeilen-
stufenform” benennen. Mir ist leider aus der Literatur kein Name bekannt. Die grofle Beliebtheit
der Zeilenstufenform unter Lehrbuchautoren kommt sicher daher, dass es leichter ist, die Zeilen-
stufenform zu beschreiben!Y. Damit die schwer lesbare Definition 3.3.15 besser verstindlich wird,
habe ich unter jede Zeile eine Interpretation im Sinne von Pivotelementen geschrieben.

10Faulheit war schon immer eine starke Antriebsfeder fiir mathematische Kreativitit.
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Definition 3.3.15. Sei K ein Kérper und A = (& j)i=1,-- ;m; j=1,-. ,n € K™*". Wir
sagen, dass A in verallgemeinerter Zeilenstufenform vorliegt, wenn gilt:
Es gibt r Indexpaare (i1,j1), -+, (ir,Jr) € {1,--- ,m} x {1,--- ,n} sodass die fol-
genden Bedingungen erfiillt sind:
(1) Firalle k=1,--- ,rist a;, ;, #0.
Den Koeffizienten o, j, bezeichnen wir als das k-te Pivotelement, und fordern hier, dass
die Pivotelemente nicht Null sind.

(2) Die Indices i1, -+ , 4, sind paarweise verschieden, und die Indices jq,- - , jn
sind paarweise verschieden.
Keine Zeile und keine Spalte enthélt zwei Pivotelemente.
(3) Fir alle k,l € {1,--- ,r} mit k£ > gilt: o, ;, = 0.
Enthélt eine Spalte das [-te Pivotelement, so sind die Eintrige in dieser Spalte gleich
Null ab der (I + 1)-ten Pivotzeile.
(4) Fir i & {i1,--- ,ir} und jedes j =1,--- ,nist a; ; = 0.
Alle Zeilen, die kein Pivotelement enthalten, sind Nullzeilen.
Wir bezeichnen die Spalten mit Indices ji, - - , j, als basische!! Spalten, die anderen
(falls es welche gibt) sind nichtbasische Spalten.
Gilt zuséatzlich: i1 < i < -+ < @y, j1 < j2 < -+ < jr, s0 sagen wir, die Matrix A
liegt in Zeilenstufenform vor.

Beispiel 3.3.16. Die folgenden Schemata sind Beispiele von Matrizen in verallge-
meinerter Zeilenstufenform und in Zeilenstufenform. Dabei sind die Pivotelemente
in ihrer Reihenfolge mit (1), (2),--- markiert, * bedeutet ein Element, das nicht
unbedingt 0 sein muss. Die linke Matrix kann man durch Vertauschung der Zeilen
und Spalten in die rechte Matrix {iberfiihren.

*x 0 0 0 0 (4 = (1) = % = * %
* 3) 0 0 0 =*x = 0 (2) * = * %
x ox & (1) % % x 0 0 0 (3 * ok
00 0 0 0 0 0| o 0 0 0 @ % x
x o+ (2) 0 % x % 0 0 0 O 0 00
0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 O 0 00

Bemerkung 3.3.17. Wir wissen bereits aus Algorithmus 1.1.19, dass sich jede
Matrix durch Zeilentransformationen auf verallgemeinerte Zeilenstufenform brin-
gen ldsst (Eliminationsphase), und von dort aus weiter auf eine verallgemeinerte
Zeilenstufenform, in der alle basischen Spalten Einheitsvektoren sind (Riicksubsti-
tution). Ist das System Ax = b iiberhaupt 16sbar, und geben wir fiir jeden Spal-
tenindex j der nichtbasischen Spalten einen Wert {; vor, so lassen sich eindeutige
¢; fiir die basischen Spaltenindices finden, sodass der Vektor z = (&1,---,&,)7 das
System Ax = b 16st.

Satz 3.3.18. Sei K ein Korper, sei A = (04 j)i=1,.. mj=1,..n € K™ in ver-
allgemeinerter Zeilenstufenform mit i1,--- 4., j1,- -, jr wie in Definition 3.3.15.
Die Zeilen von A bezeichnen wir mit z1,- -+ ,Zm, die Spalten mit s1,--- ,8,. Wir
bezeichnen mit B = {j1,--+ ,jr} die Menge der basischen Spaltenindices.

(1) Sei b = (Bi)i=1,..m € K™ so, dass B; = 0 falls i & {i1,--- ,ir}. Wihlt
man fir jeden nichtbasischen Spaltenindex j je einen Skalar §; € K, so
lassen sich fiir die basischen Spaltenindices in eindeutiger Weise Skalare
&), bestimmen, sodass der Vektor x = (§;)=1,... n das System Ax =b Ist.

HDie Bezeichnung basische Spalten ist in der linearen Optimierung iiblich. Der Simplexalgo-
rithmus der linearen Optimierung bedient sich ebenfalls der elementaren Zeilentransformationen.
Wir werden sehen, dass die basischen Spalten eine Basis des Spaltenraumes bilden.
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(2) Fiir jeden nichtbasischen Spaltenindex k sei xj, € K™ jeweils die eindeutige
Losung Az = 0, fiir die die k-te Komponente eins und die j-ten Kom-
ponenten fir j # k, j & B gleich Null sind. Dann ist das Vektorsystem
(zr)rgB eine Basis des Kerns von A.

(3) Die Spalten (sj,,--- ,s;,.) sind eine Basis des Spaltenraumes von A.

(4) Die Zeilen (zi,,--- , 2, ) sind eine Basis des Zeilenraumes von A.

(5) Insbesondere gibt es eine Basis des Zeilenraumes und eine Basis des Spal-
tenraumes, jeweils mit Mdchtigkeit v, und eine Basis des Kerns mit Mdchtig-
keit n —r.

Beweis. Punkt (1): Durch Riicksubstitution, siehe Algorithmus 1.1.19.

Punkt (2): Wir beobachten zuerst, dass fiir jeden der so berechneten Vektoren zj
und jeden nichtbasischen Spaltenindex j die Komponente Nummer j entweder null
oder eins ist, wobei eins nur im Falle k = j gilt. Bilden wir also eine Linearkombina-
tion x = ngB Ajxj, so ist fiir jeden nichtbasischen Index k die k-te Komponente
von z gleich \i. Daraus folgt unmittelbar, dass keine nichttriviale '? Linearkombi-
nation der x; den Nullvektor ergibt, also ist (x;);¢p linear unabhéngig.

Sei nun y = (1;)j=1,..,n € ker(4). Wir definieren x = } .. pn;z; und erhalten
wieder eine Losung « = (§)i=1,... » von Az = 0 mit §; = n; fir alle j ¢ B. Nach
Punkt (1) ist diese Losung aber eindeutig bestimmt, also muss 2 = y sein. Daher
ist y = « und folglich y € L({x1,- -+ ,2n—r}). Also spannt (1, ,Zn—,) den Kern
von A auf.

Punkt (3) Sei b = (8;)i=1,-,m € rg(A). Ist i & {i1,--- ,i,}, dann ist die i-te Zeile
von A eine Nullzeile, und weil b = Ax mindestens eine Losung hat, muss auch 8; = 0
sein. Wegen Punkt (1) ldsst sich b eindeutig als Linearkombination Z;;l &js; der
Spalten von A so schreiben, dass die Koeffizienten der nichtbasischen Spalten null
sind: & = 0 fiir k¥ ¢ B. Entfernt man aus der Linearkombination die nichtbasischen
Spalten (welche ohnehin nur mit Koeffizient 0 vorkommen), so hat man b in ein-
deutiger Weise als Linearkombination der basischen Spalten geschrieben. Damit ist
(vgl. Satz 3.2.12) (s;,,--- ,s;,) eine Basis von rg(A).

Punkt (4): Da es sonst nur Nullzeilen gibt, spannen die Zeilen z;,,--- , z; jeden-
falls den ganzen Zeilenraum von A auf. Zu zeigen bleibt, dass diese Zeilen linear
unabhéngig sind. Seien A;,,---, \;,. € K so, dass gilt

)\ilzil 4+ -4+ )\Z-Tzir = 0
Ausgeschrieben heifit das fiir alle Spaltenindices j = 1,--- ,n:

Aiy @iy g+ A = 0.

Wir fithren einen Induktionsbeweis, dass fiir alle s € {1,--- ,r} gilt:
Aip ==X, =0.
Der Fall s = r liefert dann, dass alle A;;, = 0 sind, und damit die lineare Un-

abhéngigkeit der z;, .
Induktionsverankerung: s = 1. Wir betrachten die ji-te Spalte der Matrix A. Es
gilt a;, j, 70 und oy, ;, = 0 fiir alle & > 1. Daher ist

T
0= E iy, Qi g1 = Aiy @iy o s
k=1

und weil oy, j, # 0, folgt A;; = 0. Damit ist die Induktion verankert.
Induktionsschritt: Wir nehmen an, A;, = --- = A;, = 0 fiir ein s < r und miissen
nun zeigen, dass \;,, = 0. Dazu betrachten wir die j,1-te Spalte von A. Hier sind

124 h. keine Linearkombination, bei der einer oder mehrere Koeffizienten ungleich Null sind.
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fiir k > s+1 die Koeffizienten «, ;,,, = 0, und «;_,, ;,., # 0. Wir verwenden auch
dass A;, =0 fiir £ < s. Damit ist

T
0= E /\ikaik,js+1 - Ais+1ais+17js+l'
k=1

Also ist A;,_,
Punkt (5): ist eine direkte Folge der oberen Punkte. O

= 0, und der Induktionsschritt ist fertig.

Korollar 3.3.19. Sei K ein Korper, A € K™ ™ und durch elementare Zeilen-
transformationen werde A in eine Matriz A ibergefihrt. A sei in verallgemeinerter
Zeilenstufenform, mit iy, -+ ,ir, j1, - , Jr wie in Definition 3.3.15. Sei B die Men-
ge der Spaltenindices, die basische Spalten beschreiben. Dann gilt:

(1) Die Spalten mit Indices ji,--- ,jr der Matriz A bilden eine Basis des Spal-
tenraumes von A.

(2) Die Zeilen der Matriz A, welche nicht Nullzeilen sind, bilden eine Basis
des Zeilenraumes von A.

(3) Firk ¢ B seixy = (&1, -+ ,Ekn)T die eindeutige Lésung des Gleichungs-
systems Az = 0 mit { ; =0 fir alle j € B, j # k und &, = 1. Dann ist
(zk)kgp eine Basis von ker(A).

(4) FEs gibt Basen des Zeilenraumes und des Spaltenraumes von A jeweils mit
Mcdichtigkeit r, und eine Basis des Kerns von A mit Mdachtigkeit n — r.

Beweis. Satz 3.3.14 und Satz 3.3.18. O

Bemerkung 3.3.20. Aus der Lage der Pivotelemente sieht man, wo die Zeilen und
Spalten liegen, die man zur Bildung einer Basis von Zeilen- und Spaltenraum her-
anziehen kann. Fiir die Basis des Spaltenraumes nimmt man dann Spalten aus der
urspriinglichen Matrix A, fiir die Basis des Zeilenraumes Zeilen der transformierten
Matrix A.

Noch haben wir nicht gezeigt, dass jedesmal, wenn eine Matrix in verallgemeinerte Zeilenstu-
fenform iibergefiihrt wird, dieselbe Anzahl r von basischen Spalten herauskommt. Zunéchst kénnte
man sich ja vorstellen, dass die Anzahl der Pivotelemente, die gebraucht werden, vielleicht von
der geschickten Wahl der Pivotelemente abhéngt. Wir werden aber bald wissen, dass alle Basen
eines endlich erzeugten Vektorraums gleich viel Vektoren enthalten, und damit ist die Zahl » vom
Rechengang unabhingig. Dann werden wir r als den Rang der Matrix bezeichnen.

3.3.5. Fin Beispiel.

Beispiel 3.3.21. Wir untersuchen die Matrix:

2 6 8 =5 17
2 8 6 —-10 8
A= 2 6 7 =8 11

0 01 3 6
Pivotschritte auf verallgemeinerte Zeilenstufenform:

2 6 8 -5 17

2 8 6 —-10 8
A= 2 6 7 =8 11
0 0 1x 3 6
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2 6 0 =29 -31

2 8 0 —-28 -28

2« 6 0 —29 —31
0

0 1%
0 0 O 0
Ao 0 2 0 1* 3
2« 6 0 —29 -31
0 0 1x 3 6

1) Die Spalten von A sind linear abhiingig, denn es gibt nichtbasische Spalten.
Daher hat das Gleichungssystem Az = 0 nichttriviale Losungen.'?

2) Eine Basis des Spaltenraumes: aus der alten Matrix A die basischen Spalten,
also die Spalten, aus denen Pivotspalten wurden:

2 8 -5
2 6 -10
2|’ 71’ —8
0 1 3

3) Eine Basis des Zeilenraumes: aus der neuen Matrix B jene Zeilen, die Pi-
votzeilen waren (also nicht Nullzeilen sind).

02013, (260 —29 -31), (001 3 6).

Riicksubstitutionsschritte:

0 0 O 0 0
~ 0 2 0 1x 3
A 2« 6 0 —-29 -31
0 0 1x 3 6
0O 0 0 0 o0
0 2 0 1x 3
2« 64 0 0 56
0 -6 1x 0 =3
0O 0 0 0 o0
C— 0 2 0 1« 3

1+« 32 0 0 28
0 -6 1x 0 -3
4) Eine Basis des Kerns. Je eine nichtbasische Variable wird mit 1 angesetzt,
die andere mit 0, und das Gleichungssystem Cz = 0 (dquivalent zu Az = 0)
durch Riicksubstitution aufgelost.

—32 —28
1 0
6 |, 3

—2 -3
0 1

5) Eine andere Basis des Zeilenraumes: Die Zeilen in der neuen Matrix, die
nicht Nullzeilen sind. Falls man mit der Basis weiterrechnen muss, ist diese
Basis des Zeilenraumes bequemer als die in Punkt (3) gegebene, weil sie
mehr Nullen enthélt.

02013, (1 32200 2), (0 -6 10 =3).

131n diesem Fall kénnten wir die lineare Abhéngigkeit der Spalten viel leichter feststellen: Wenn
im R" mehr als m Vektoren gegeben sind, dann miissen sie linear abhéngig sein. Aber noch haben
wir die theoretischen Grundlagen dafiir nicht entwickelt.
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3.4. Eindeutigkeit der Dimension.
3.4.1. Austauschsatz von Steinitz.

Lemma 3.4.1 (Austauschlemma von Steinitz). Sei (V,+,-) ein Vektorraum iber
einem Korper K, sei (v1,--+ ,v,) eine Basis von V, und sei w € V mit
w= A0+ + A Up.
Fiir einen Index k € {1,--- ,n} sei A\, # 0. Dann ist
(U17' S UR—1, W, Vg1, 7Un)
eine Basis von V.

Beweis. Wir zeigen zuniichst, dass das n-Tupel (v1,--+ ,wg, - ,v,) linear unab-
héngig ist. Sei

M1V e g1V —1 + W + P 1 Vg1 + 0+ fpU, = 0.
Wir miissen zeigen, dass alle p; = 0 sind. Wir schreiben die Summe um:

n

0= Z Wivi + ppw = Z Wivi + ik Z Aiv; = Z(Mz + Xiftg)Vi + A plr -
ik ik i=1 ik
Da die v; eine Basis bilden, sind sie linear unabhéngig, und es folgt
At = 0und (Vi # k) ps + N = 0.
Da A\, # 0, folgt nun px = 0 und daraus p; = p; + Aug = 0 fiir alle anderen 1.

Wir zeigen nun, dass {vq,--+ ,w,- - ,v,} ganz V aufspannt. Dazu geniigt es zu zei-
gen, dass v, € L({v1,-+ ,w, - ,v,}), denn dann ist die Menge {vy, -+ ,vg, -+ , v, }
in L({vy, -+ ,w, -+ ,v,}) enthalten, und damit ist

V:ﬁ({v17... 7/Uk,... 71}77,}) C £({v1’ 7u)’... 7UTL})'
Es ist aber

U = )\,;1 w — Z)\ivi
i#k
O

Satz 3.4.2 (Austauschsatz von Steinitz). Sei (V,+,-) ein Vektorraum iber einem

KérperK, sei (vy,--- ,vy) eine Basis von V, und (wy, - - ,w,) ein linear unabhingi-
ges r-Tupel von Vektoren aus V. Dann gilt:

1) r<n.

2) Istr =n, so ist (w1, -+ ,w,) eine Basis von V.

3) Istr < m, so gibt es Indices iy, -+ ,in—r $0, dass (Wi, -+ , Wy, Uiy, 05 _ )

eine Basis von V ist.

Beweis. Vollstindige Induktion nach 7.

Verankerung: Fiir r = 1 folgt wegen der linearen Unabhingigkeit von (wq) dass
wy # 0. Da V also nicht der Nullraum sein kann, enthélt auch die Basis (vy, -+ ,v,)
mindestens einen Vektor. Damit ist n > 1. Mit Hilfe der Basis schreibt sich w; =
Z?:l Aiv; mit mindestens einem A # 0. Nach dem Austauschlemma von Steinitz
(Lemma 3.4.1) ist (vy,- -+ ,Vp—1,W1,Vgs1," - ,Vy) eine Basis von V. Im Falle, dass
n = 1 ist, bleiben beim Austausch keine v; iibrig, und es ist also (w;) eine Basis
von V.

Induktionsschritt: Wir nehmen an, der Satz gilt fiir » und zeigen, dass er auch fiir
linear unabhéingige Systeme (wy, -+ ,w,y1) gilt. Sei also (wy, -+ ,w,41) ein linear
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unabhéngiges (r + 1)-Tupel von Vektoren. Wir kénnen die Induktionsvorausset-
zung auf (wy,--- ,w,) anwenden. Daraus folgt r < n. Wiire aber r = n, so wire
(w1, ,w,) bereits eine Basis von V, und (wy, - -+ , w,4+1) konnte nicht mehr linear
unabhéingig sein. Also ist r < n, das heifit, r + 1 < n. Wiederum nach der Induk-
tionsvoraussetzung hat V' eine Basis (w1, -, w,, vy, -+ ,v;, _, ). Der Vektor w41

schreibt sich
T n—r
Wry1 = Z Hiw; + Z AjUi; -
i=1 j=1

Es muss mindestens ein A\, # 0 sein, sonst wire w,1 € L({w1,- - ,w,}) im Wider-
spruch zur linearen Unabhéngigkeit von (wy,- -+ ,w,4+1). Nach dem Austauschlem-
ma kann nun v;, gegen w,;; getauscht werden, und es ist

(wla"' s Wr41,Vgyy """ avik717vik+17"' avinfr)

eine Basis. Ist n = r + 1, dann bleiben nach dem Austausch keine v;; in der Basis
iibrig, und es ist (wy, -+ ,w,41) eine Basis. Damit ist der Induktionsschritt fertig.
O

3.4.2. Dimension.

Satz 3.4.3. Sei (V,+,-) ein endlich erzeugter Vektorraum iber einem Korper K
mit einer Basis (v1,- -+ ,vp). Dann besteht auch jede andere Basis von V aus genau
n Elementen.

Beweis. Sei (wy,--- ,w,) eine andere Basis von V. Nach Satz 3.4.2 ist r < n,
weil (wq, -+ ,w,) linear unabhéngig ist. Umgekehrt ist aber (v, -+ ,v,) linear un-
abhéngig und (wq,--- ,w,) eine Basis, und wieder wegen Satz 3.4.2 ist n < r. Also
ist r =n. U

Definition 3.4.4. Sei (V, +, -) ein endlich erzeugter Vektorraum iiber einem Korper
K mit einer Basis (vq,- -+ ,vp).
Dann hei8t n die Dimension von V' (dim(V') := n).

Bemerkung 3.4.5. Eine Definition muss man nicht beweisen, aber man muss
sicher stellen, dass sie eindeutig ihr Objekt festlegt. Deshalb mussten wir erst
Satz 3.4.3 haben, um sicher zu gehen, dass die Dimension wirklich nur von V'
und nicht von der speziellen Wahl der Basis abhangt! Auch wissen wir bereits
(Satz 3.2.13) dass jeder endlich erzeugte Vektorraum mindestens eine Basis besitzt.

Bemerkung 3.4.6. Die Dimension des Nullraumes {0} ist Null. Die Dimension
des K" ist n.

Satz 3.4.7. Ist (V,+,-) ein endlich erzeugter Vektorraum diber einem Kirper K,
und W ein beliebiger Unterraum von V.

Dann ist auch W endlich erzeugt, und es gilt dim(W) < dim(V'). Wenn dim(W) =
dim(V), dann ist W = V.

Beweis. Sei n = dim(V), also besitzt V eine Basis von n Vektoren. Nach Satz 3.4.2
kann kein linear unabhéngiges Vektorsystem in V' (und somit auch keines in W)
mehr als n Vektoren enthalten. Damit muss aber W ein maximal linear unabhéngi-
ges System, also eine Basis, mit hochstens n Vektoren haben. Hat diese Basis von
W genau n Vektoren, so ist sie nach Satz 3.4.2 auch eine Basis von V', und somit
ist W=V. O
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3.4.3. Basiserginzungssatz.

Satz 3.4.8 (Basisergiinzungssatz). Sei (V,+,-) ein endlich erzeugter Vektorraum
iber einem Korper K, sei (wy,--- ,wy,) ein linear unabhdngiges m-Tupel von Vek-
toren aus V. Wenn (wy,--- ,wy) nicht selbst Basis ist, dann gibt es Vektoren
Wity s Wy €V so, dass (wy,- -+ ,w,) eine Basis von V ist.

Beweis. Beweis 1: Da V endlich erzeugt ist, besitzt V' eine Basis (v1, -+, v,). Nach
dem Austauschsatz von Steinitz (Satz 3.4.2) lassen sich aus dieser Basis m Vektoren
gegen die Vektoren ws, - -+ , w,, austauschen.

Beweis 2: Wir bringen diesen Beweis, weil er gleichzeitig eine bequeme Methode
zeigt, ein lineares System zu einer Basis aufzufetten. Da V' endlich erzeugt ist,
besitzt V' eine Basis aus endlich vielen Vektoren (Satz 3.2.13). Wir setzen n :=
dim (V). Jedes linear unabhiéingige System hat hochstens n Vektoren (Satz 3.4.2).
Erzeugt das System (wq,--- ,wy,) bereits den ganzen Raum V', so ist m = n und
(wy,- -+ ,wy,) ist eine Basis. Andernfalls gibt es mindestens einen Vektor wy,+1 &
L({w1, -, wn}). Wir zeigen, dass das System (wq, -+, Wy41) linear unabhingig
ist. Wére es nicht linear unabhéngig, gdbe es A1, -+ , Ay, A1 € K| nicht alle gleich
null, so dass 227:{1 Aw; = 0. Wére A,41 = 0, konnte man den Nullvektor durch
eine nichttriviale Linearkombination von wy, - - ,w,, schreiben, und (w1, -+, wy,)
wire linear abhéngig. Also ist A;,,41 # 0 und w11 = —ﬁ Zzl A;w;. Dann wére
aber wy,+1 € L({w1, -+ ,wy}), im Widerspruch zur Wahl von w,,,+1. Nun haben
wir also das linear unabhéingige System um einen Vektor erweitert. Wir wiederholen
diesen Schritt so oft, bis wir eine Basis erreicht haben. Da ein linear unabhéngiges
System hochstens n Vektoren enthélt, muss das Verfahren abbrechen, wenn wir n
Vektoren gesammelt haben. O

3.4.4. Rang einer Matrix.

Definition 3.4.9. Sei K ein Korper und A € K”™*™, Der Rang!* von A (geschrieben
p(A) oder rk(A)) ist die Dimension des Spaltenraumes von A.

Satz 3.4.10. Sei K ein Korper und A € K™*", sei p(A) der Rang von A. Dann
gilt:

1) Der Rang wird durch elementare Zeilenumformungen nicht verdindert.

2) Wird A durch elementare Zeilentransformationen in eine Matriz A in ver-
allgemeinerter Zeilenstufenform umgewandelt, so ist p(A) die Zahl der Zei-
len in A, welche nicht Nullzeilen sind, zugleich die Zahl der basischen Spal-
ten.

3) p(A) ist zugleich die Dimension des Zeilenraumes von A (man sagt: “Zei-
lenrang ist Spaltenrang”).

4) n— p(A) ist die Dimension des Kernes von A.
5) Es gilt p(A) < min(m,n).

Beweis. 1.) Wir nehmen an, dass A durch eine elementare Zeilenumformung in A
umgeformt wird. Seien sq, - , s, die Spalten von A, 31, --- , §, die Spalten von A,
und sei 7 = p(A). Es gibt also eine Basis (s;,,--- ,s;,.) des Spaltenraumes von A
aus r Vektoren. Nach Satz 3.3.14, Punkte (3) und (5) ist (5;,,---,3§;,) eine Basis
des Spaltenraumes von A, und somit hat auch rg(A) die Dimension 7.

2.) Sei 7 die Anzahl der basischen Spalten in A. Nach Definition der verallgemei-
nerten Zeilenstufenform ist r gleichzeitig die Anzahl der Zeilen von A, die nicht

14eng1isch: rank, nicht zu verwechseln mit range!
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Null sind. Nach Satz 3.3.18 bilden die basischen Spalten von A eine Basis des Spal-
tenraumes von A, und die Nicht-Nullzeilen von A eine Basis des Zeilenraumes.
Also ist sowohl die Dimension des Spaltenraumes als auch des Zeilenraumes von A
gleich r. Da nach Punkt (1) der Rang durch die elementaren Zeilenumformungen
nicht veréindert wird, ist auch p(A) = r.

3.) Wir kniipfen gleich an Punkt (2) an. Nach Satz 3.3.14 (6) haben A und A
denselben Zeilenraum. Daher ist die Dimension des Zeilenraumes von A ebenfalls
gleich r.

4.) Wieder greifen wir auf die verallgemeinterte Zeilenstufenform A zuriick. (Dann
ist, wie wir jetzt wissen, 7 = p(A).) Wieder nach Satz 3.3.14 (2) ist ker(A) = ker(A)
und besitzt eine Basis von n — r Vektoren. Also ist dim(ker(A)) =n —r.

5.) Da der Zeilenraum von A von m Zeilen erzeugt wird, aus denen man nach
Satz 3.2.13 eine Basis auswihlen kann, kann seine Dimension nicht grofler als m
sein. Da der Spaltenraum von A von n Spalten erzeugt wird, kann seine Dimension
nicht grofler als n sein. O

Bemerkung 3.4.11. Man bestimmt den Rang einer Matrix A, indem man sie
durch Pivotschritte auf verallgemeinerte Zeilenstufenform bringt, und zahlt, wie-
viele Zeilen nicht Null geworden sind (zugleich die Anzahl der Pivotelemente).

Satz 3.4.12. Sei K ein Korper, A € K™*", b € K™. Dann ist das lineare Glei-
chungssystem Ax = b genau dann ldsbar, wenn die Systemmatriz A und die erwei-
terte Matriz (A,b) denselben Rang haben.

Beweis. Da der Spaltenraum von (A, b) alle Spalten von A enthilt, enthélt er auch
den ganzen Spaltenraum von A als Unterraum. Nach Satz 3.4.7 sind die beiden
Réume gleich, wenn ihre Dimensionen gleich sind. Sind nun die Dimensionen gleich,
so ist b € rg((A,b)) = rg(A) und damit ist Az = b losbar (siche Bemerkung 3.3.10).
Sind die Dimensionen verschieden, so kann b nicht im Spaltenraum von A liegen,
und das Gleichungssystem ist unlosbar. O

Dieser Satz darf in keiner Einfithrung tiber lineare Algebra fehlen. In der Praxis konnte ich ihn
allerdings nie brauchen. Die Rangbestimmung geht durch Pivotschritte, und damit kann man auch
gleich ausprobieren, ob das Gleichungssystem lgsbar ist, und gegebenenfalls die Lésung ausrechnen.

3.5. Summenridume und Dimensionsformel.

3.5.1. Summenraum.

Wir wissen, dass der Durchschnitt zweier Unterrdume wieder ein Unterraum ist. Dagegen ist die
Vereinigung nur dann ein Unterraum, wenn einer der Unterrdume im anderen enthalten ist. Wenn
wir zwei oder mehrere Unterrdume zu einem Unterraum verbinden wollen, bietet sich der Begriff
des Summenraumes an. — An dieser Stelle einige Zeichungen in R? und R zur Vorbereitung des
Begriffes.

Definition 3.5.1. Sei (V,+,) ein Vektorraum iiber einem Kérper K. Fiir i =
1,---,n sei W; jeweils ein Unterraum von V. Wir definieren den Summenraum

Wit ot W= {w +-+wp | (Vi=1--n)w € Wi}

Satz 3.5.2. Sei (V,+,-) ein Vektorraum iber einem Korper K. Seien Wq,--- | W,
Unterrdaume von V. Dann gilt:
(1) Der Summenraum Wy + - -+ Wy, ist ein Unterraum von V.
(2) Fiir jedesi=1,--- ,n sei M; jeweils ein Erzeugendensystem von W;. Dann
ist die Vereinigung J;_, M; ein Erzeugendensystem von Wy + -+ + W,.
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(3) Der Summenraum Wy + --- + W, ist der kleinste Unterraum, der alle W;
enthdlt.

Beweis. Punkt (1): Seien x,y € Wy +---+ W,,, o, € K. Wir zeigen: ax + fy €
Wi+ --- + W, (das reicht nach Satz 3.1.6). Nach Definition des Summenraumes
lassen sich x,y in folgender Weise schreiben:

n n
T = E wi, Y= g w;, mit w;, w; € W.
i=1 i=1

Dann ist
n

azr + By = Z(Oéwi + Bib;).
i=1

Da die W; Unterrdume von V sind, ist aw; + fw; € W;, und somit ist ax + By €
I/V1 + .o+ Wn_

Punkt (2): Sei nun U ein Unterraum von V', welcher alle M; enthélt. Wir miissen
zeigen, dass W1 + - - - + W, ein Unterraum von U ist. Zunéchst enthélt U jedes M;,
und damit auch L(M;) = W,. Ist z € Wy + --- + W, so lisst sich x schreiben als
T = Z?:l w; mit w; € W;. Da alle W; in U enthalten sind, sind alle w; € U, und
weil U ein Unterraum ist, ist damit auch Z;;l w; € U. Somit ist Wy +---+W,, C U.
Punkt (3): Setze in Punkt (2) einfach M; := W;. O

Achtung: Wenn (w;,1,- - ,w;,r,) jeweils eine Basis von W ist, folgt daraus noch nicht, dass
(w11, ,Wn,r, ) eine Basis des Summenraumes ist. Zwar haben wir noch ein Erzeugendensystem
des Summenraumes, aber dieses konnte linear abhéngig sein. — Weiteres im Abschnitt iber direkte
Summen weiter unten.

3.5.2. Dimensionsformel.

Satz 3.5.3 (Dimensionsformel). Sei (V,+,-) ein endlich erzeugter Vektorraum iber
einem Korper K. Seien A, B zwei Unterrdume von V. Dann gilt

dim(A + B) + dim(AN B) = dim(A) 4+ dim(B).

Beweis. Da V' endlich erzeugt ist, ist jeder Unterraum von V endlich erzeugt
und besitzt eine Basis aus endlich vielen Vektoren. Wir beginnen mit einer Ba-
sis (21, ,x,) von AN B. Weil AN B sowohl in A als auch in B enthalten ist, ist
(z1,- - ,x,) ein linear unabhéngiges Vektorsystem sowohl in A als auch B, und 148t
sich nach dem Basisergidnzungssatz 3.4.8 zu je einer Basis von A und B erweitern.
Wir haben also die folgenden Basen und Dimensionen:

(x1,,2p) Basis von ANB; dim(ANB)=r
(x1, - ,2p,a1, - ,as) Basis von A ; dim(A)=r+s
(1, ,2p, b1, -+ ,b;) Basis von B ; dim(B)=r+t
Wir zeigen nun, dass (21, , &y, a1, - ,as,b1,- -+ ,bs) eine Basis von A + B ist.

Nach Satz 3.5.2 ist dieses System jedenfalls ein Erzeugendensystem von A + B, da
es Vereinigung einer Basis von A mit einer Basis von B ist. Wir zeigen die lineare
Unabhéngigkeit. Es sei also

T s t
Z )\7,1'1 + Z Hiaj + Z kak =0.
i=1 j=1 k=1
Wir schreiben das in der Form

T s t
Z NiT; + Z pia; = — Z v by
i=1 j=1 k=1
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Daallez; € A,aj € A,ist >\, )\ixi—kZ;:l pja; € A. Andererseits ist — 22:1 by €
B. Also ist — 2221 vpbr, € AN B. Weil aber (21, -+ ,2,) eine Basis von AN B ist,
muss es jedenfalls eine Darstellung der Form geben (mit geeigneten Skalaren &;):

t T
=Y bk =) &
k=1 i=1

Das System (z1,- -+, 2, b1, -+, by) ist aber eine Basis von B. Wir kénnen also den-
selben Vektor auf zwei Arten als Linearkombination dieser Basis schreiben. Wegen
der linearen Unabhéingigkeit der Basis muss es sich in Wirklichkeit um dieselbe Li-
nearkombination handeln. Die erste Darstellung enthélt keinen der Basisvektoren
x;, die zweite enthélt keinen der Basisvektoren by. Folglich sind alle Koeffizienten
v und &; gleich Null.

T s t
Z ANizi + Z/J/jaj =— Z viby = 0,
i=1 =1 k=1

und wegen der linearen Unabhéingigkeit von (1, - , &y, a1, - , as) sind auch alle A;

und alle 41, gleich Null. Also ist das System (z1,--- ,2r, a1, -+, as, b1, -+ , by) linear

unabhéngig, und somit ist es eine Basis von A 4+ B. Insbesondere ist dim(A + B) =

r+s+t.

Nun kénnen wir die Dimensionsformel zusammensetzen:

dim(A+ B)+dim(ANB)=(r+s+t)+r=(r+s)+ (r+t) = dim(A) + dim(B).
O

3.5.3. Direkte Summen innerhalb eines Vektorraums.

Definition 3.5.4. Sei (V,+,-) ein Vektorraum iiber K. Seien Wiy, --- W, Un-
terraume von V. Der Summenraum Wi + --- + W,, heifit direkte Summe von
Wy, -+, W, wenn gilt:

Fiir jedes x € Wy + --- + W, gibt es eindeutig bestimmte w; € W, sodass x =

Z:‘L:I ws.

Schreibweise 3.5.5. Manche Autoren schreiben fiir die Summe von Unterrdumen
innerhalb eines Vektorraumes, wenn sie direkt ist, Wy @ - - - @ W,,. In diesem Skrip-
tum werde ich diese Schreibweise vermeiden, um nicht Konfusion mit der &ufleren
direkten Summe zu schaffen.

Bemerkung 3.5.6. Sei (V,+,) ein Vektorraum iiber einem Koérper K. Sei W =
Wy + .-+ W, die direkte Summe von Unterrdumen W; C V. Dann ist fiir jedes
k=1,---,n die folgende Abbildung wohldefiniert:
_ w — Wk,
b Z?:l w; = Wg.
Diese Abbildung heifit die Projektion des Summenraumes auf den Teilraum Wj.
Beweis. Nach Definition des Summenraumes 148t sich jedes w € W als die Summe

>, w; schreiben. Weil die Summe direkt ist, ist diese Zerlegung von w eindeutig,
sodass die obige Definition von 7, eine eindeutige Abbildung festlegt. O

Satz 3.5.7. Sei (V,+,-) ein Vektorraum iber einem Korper K. Seien Wq,--- | W,
Unterrdaume von V. Dann gilt:
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1) Ist die Summe Wy +---+ W, direkt, dann gilt: Jedes System von Vektoren
(w1, ,wy) mit w; € W; \ {0} ist linear unabhéingig. Falls W; # {0} fir
alle i, so gilt auch die Umkehrung.

2) Ist n = 2, so gilt: Die Summe W1 + Wy ist genau dann direkt, wenn gilt

Wy NWy = {0}.
3) Ist V endlich erzeugt, so gilt: Die Summe Wy + --- + W, ist genau dann
direkt, wenn gilt: Sind (w;1,--- ,w; ;) jeweils Basen von Wy, so ist das

System (w11, , Wy, ) eine Basis von Wy + --- + W,.
4) Ist V endlich erzeugt, so ist die Summe der W; genau dann direkt, wenn
gilt:

dim(Wy + -+ W,,) =Y dim(W5).
i=1

Beweis. Punkt (1): Sei die Summe direkt, seien w; € W;, alle ungleich Null. Wir
zeigen, dass (w1, -+ ,wy) linear unabhingig ist. Sei also > ., Ayw; = 0. Da die
Summe direkt ist, 148t sich der Nullvektor nur in einer eindeutigen Form 0 =
2?21 w; mit w; € W; zerlegen, und natiirlich geschieht das durch w; = 0. Also
muss fiir jedes i gelten: \;w; = 0. Weil aber w; # 0, folgt \; = 0 fiir alle .

Umgekehrt sei nun jedes n-Tupel von Vektoren w; € W; \ {0} linear unabhiingig.
Wir zeigen, dass die Summe direkt ist, also das jedes w € Wy + --- 4+ W,, sich nur
auf eine Weise in Vektoren aus W, zerlegen lisst. Sei also w = Z?:l u; = Z?:l V;

n

mit u;,v; € W;. Dann ist 0 = > (u; — v;). Wir setzen:

w; = U — V4 falls u; —v; # 0,
w; € W; \ {0}  Dbeliebig, falls u; —v; = 0.

N 1 falls u; —v; #0,
o falls u; —v; = 0.

Dannist Y. ; A;w; = 0, und da alle w; # 0, gilt wegen der linearen Unabhéngigkeit
A; = 0 fiir alle ¢. Nach Definition von \; muss also fiir alle ¢ gelten: u; = v;.

Punkt (2): Sei Wi + Wy direkt, und u € Wi N Ws. Dann lidfit sich « als Summe
u = w1 +we mit w; € W; auf die folgenden Weisen zerlegen: u = u+0 = 0+ u. Da
die Zerlegung aber nach Voraussetzung eindeutig ist, folgt u = 0.

Umgekehrt sei W1 N Wy = {0} und v = wy + we = vy + vo mit v;, w; € W;. Dann
ist wy —v1 = vg — wsy. Nun ist wy — vy € Wy, derselbe Vektor vo — wy € Wy, Daher
ist wy — vy € Wi NWa, also wy — v1 = 0, und ebenso vo — wo = 0. Also ist die
Zerlegung eindeutig: v; = wy, vo = ws.

Punkt (3): Sei die Summe direkt. Wir zeigen: (wy 1, -+ , Wy, ) ist linear unabhéngig.
Da dieses Vektorsystem den Summenraum erzeugt, ist es dann eine Basis. Sei also

n T
> > Aijwiy =0
i=1 j=1

Da die Summe direkt ist, 148t sich der Nullvektor nur auf eine Weise zerlegen, und
es muss also gelten:

Z /\mwi,j = 0 fiir alle 7.

j=1
Da aber (wj 1, ,w; ) eine Basis von W;, und daher linear unabhéngig ist, folgt
iy = 0 fur alle 4, j.

Sei umgekehrt (wy 1, ,wp,r,) eine Basis des Summenraumes. Wir zeigen, dass

die Summe direkt ist. Sei = Y v; = Y u; mit u;,v; € W, Es lassen sich u;, v;
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mit Hilfe der Basen schreiben:
T Ti
U; = Z )\i_ijm, v; = Zﬂivjwinj'
j=1 j=1
Dann ist
n T n T4
T=D 0D NigWig =D Y Wi
i=1j=1 i=1 j=1
Wegen der linearen Unabhéngigkeit der w; ; folgt A; j = p; 5 fiir alle ¢, j, und folglich

u; = v; fur alle 7.

Punkt (4): Direkte Folge aus Punkt (3). O

Satz 3.5.8. Sei (V,+,:) ein endlich erzeugter Vektorraum tber einem Kirper K
und U ein Unterraum von V. Dann gibt es mindestens einen Unterraum W von V
sodass V =U 4+ W, wobei die Summe direkt ist.

Beweis. Sei uq,--- ,uy, eine Basis von U. Nach dem Basisergédnzungssatz 3.4.8 148t
sich diese Basis zu einer Basis (u1, -+ ,Um, V1, "+ ,Un—m) von V erweitern. Setze
nun W := L({v1, - ,vn_m}). Nach Satz 3.5.7 (3) ist die Summe U + W direkt,
und offensichtlich!® ist U + W = V. O

Dieser Satz gilt auch in unendlich dimensionalen Vektorrdumen, man muss nur die Theorie
von unendlichen Basen beherrschen. Allerdings interessiert man sich in unendlich dimensionalen
Vektorrdumen zumeist fiir abgeschlossene Unterrdume. (Was eine abgeschlossene Menge ist, lernen
Sie in Analysis.)

3.6. Aulere direkte Summe.

Manchmal will man aus zwei Vektorrdumen, die nicht von vorneherein Teilrdume eines gemein-
samen Oberraumes sind, eine Summe konstruieren.

Definition 3.6.1. Seien (Vi,+1,1) und (Va, +2,2) zwei Vektorrdume iiber dem-
selben Korper K. Die (duflere) direkte Summe von V; und Vo wird definiert als
Produktmenge:
Vi@ Vo = {(v1,v2) | v; € Vi},

mit folgenden Rechenoperationen fiir (x1,x2), (y1,y2) € V1 ® Vo, a € K.

(w1, 22) + (y1,92) = (214191, 72 +292),

a(z1,z2) = (azy,qzs).

Durch die injektiven Abbildungen
)V =2WieVs, Vo =2 Via Vs,
e x1 +— (21,0), Nz e (0,12),

betten wir V3 und V5 in den Summenraum ein. (d.h. wir identifizieren z; € V7 mit
dem Vektor ji(x1) € V1 @ Vs, ebenso wird 25 € Vo mit jo(22) € V1 &V identifiziert.)
Die Abbildungen

(w1,22) > 21, (r1,22) > T2,

{%@% -V, {%@% Vs,
T - 2
heiflen die kanonischen Projektionen von Vi & V5 auf Vi bzw. Vs,

Bemerkung 3.6.2. Diese Definition 148t sich analog ohne Schwierigkeiten auf die
Summe von mehr als 2 Vektorrdumen verallgemeinern.

150der ist es falsch und ich bin nur zu faul, einen richtigen Beweis zu iiberlegen? Uberpriifen
Sie selbst.
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Schreibweise 3.6.3. Manchmal wird die duflere direkte Summe als direktes Pro-
dukt bezeichnet (ein Unterschied zwischen direkter Summe und direktem Produkt
tritt erst auf, wenn man unendlich viele Vektorrdume verbindet). Auch die Schreib-
weise V1 ® Vo kommt vor. Sie ist nicht ganz unproblematisch, weil es ein (véllig
anderes) sogenanntes Tensorprodukt gibt, und auch dieses wird von manchen Au-
toren als V; ® V5 bezeichnet. Facit: Schauen Sie genau, und erfassen Sie aus dem
Zusammenhang, was der Autor meint!

Satz 3.6.4. Seien (V1,+1,1) und (Va,+2,-2) zwei Vektorrdume iber demselben
Korper K, und sei Vi @ Vo deren duflere direkte Summe.
1) Vi & Vs, ist ein Vektorraum dber K.
2) Identifiziert man V; mit j;(V;), so sind Vi,Va Unterriume von Vi @ Va,
und Vi @ Vo ist auch ihre direkte Summe im Sinne einer direkten Summe
innerhalb eines Vektorraums.

Beweis. Punkt (1): Der Beweis erfolgt durch Nachrechnen aller Rechenregeln.

Punkt (2): Jedes Paar (x1,z2) € Vi @ Vo ldBt sich in eindeutiger Weise in zwei
Vektoren aus j; (V1) und ja(Va) zerlegen: (x1,x2) = (x1,0) + (0,22). Weil es eine
solche Zerlegung gibt, ist V1 ®V, = ji1 (V1) +72(V2), und weil die Zerlegung eindeutig
ist, ist diese Summe direkt. (]

Man kann auch duflere direkte Summen von unendlich vielen Vektorrdumen definieren. Hierbei
unterscheidet man die direkte Summe und das direkte Produkt:

oo
@ Vi = {(vi)i=1,. 00 | vi € Vimit v; # 0fiir hochstens endlich viele i},
i=1

oo
QRVi = {(i)i=1,. o0 | vi € Vi}.
=1

Wir werden diese, durchaus sehr niitzliche, Konstruktion in dieser Vorlesung aber nicht weiter
brauchen.

4. LINEARE ABBILDUNGEN
4.1. Definitionen und Beispiele linearer Abbildungen.
4.1.1. Lineare Abbildung.

Definition 4.1.1. Seien (V,+1,1) und (W, 43, -2) Vektorrdume iiber dem selben
Korper K. Eine Abbildung f : V' — W heif}t linear, wenn die folgenden Eigenschaf-
ten gelten:

(Vz,y €V) flz+1y) = f(2) +2 f(y),
Ve eV, aeK) fla12) =a-2 f(x).

Eine lineare Abbildung heifit auch (Vektorraum)-Homomorphismus. Die Menge der
linearen Abbildungen f : V — W bezeichnen wir mit Hom(V, W).

Eine bijektive lineare Abbildung f : V' — W heifit (Vektorraum)-Isomorphismus.
Existiert ein Isomorphismus f : V — W, so heifit V zu W isomorph.

Schreibweise 4.1.2. Fiir die Menge der linearen Abbildungen von V nach W wird
auch oft die Schreibweise £(V, W) verwendet, £(V) ist dann die Menge der linearen
Abbildungen von V nach V. Autoren, die diese Schreibweise verwenden, miissen
natiirlich ein anderes Zeichen fiir die lineare Hiille einer Menge M verwenden, zum
Beispiel span(M).

Wir werden kiinftig die Zeichen fiir + und - in verschiedenen Vektorrdumen nicht
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mehr unterscheiden. Aus dem Zusammenhang wird ja klar, in welchem Raum gerade
gerechnet wird.

Beispiel 4.1.3. Folgende Abbildungen sind Beispiele von linearen Abbildungen:

1)

2)

3)

K® — K™
mit einer Matrix A € K™*".
x = Az
Drehungen, Streckungen, Projektionen in R? oder R? : durch Zeichnungen
illustrieren.
Sei Q eine Menge und F := {f | f : @ — R ist Funktion} (mit der

in Funktionenrdumen iiblichen Addition und Multiplikation mit Skalaren).
Sei w € Q. Dann ist folgende Abbildung linear:

F =R,
[ fw).
Sei C([0,1];R) der Raum der stetigen Funktionen f : [0,1] — R und sei
C'([0,1]; R) der Raum der stetig differenzierbaren Funktionen f : [0,1] — R,
dann ist die Ableitung eine lineare Abbildung:
CH([0,15R) —C([0,1]:R),
f = f
(Auch die hoheren Ableitungen und partielle Ableitungen sind linear.)
Ist g € C([0,1]; R), dann ist die folgende Abbildung linear:
C([0,1;R) —R,
1
f = Jo 9(2)f(z) da.
Sei /' = {(@i)iz1, 00 | @ € R, 357 Jay| < oo}, mit den Rechenvor-
schriften
(@i)i=1, 00 + (Bi)iz1, 00 = (@i + Bi)i=1, 005
A (@)i=1, 00 1= (A )i=1, 00

Dann ist die folgende Abbildung linear:

I — R,
(Qi)iz=1, 00 7> Doy Qi

Sei V' ein Vektorraum iiber K und Vi, V5 Unterrdume von V so, dass die
Summe V; + V5 direkt ist. Dann sind die Projektionen 7; : V3 + Vo — V;
linear.

Sei K ein Korper und 7' : K™*™ — K™*™ eine elementare Zeilenumfor-
mung. Dann ist T eine lineare Abbildung.

Satz 4.1.4. Seien (V,+,-) und (W, +,-) Vektorriume iber dem selben Kérper K.
Sei f:V — W eine Abbildung. Dann ist f genau dann linear wenn gilt:

(Vo,y € V) (Vo, B € K) flax + By) = af(x) + B (y).

Beweis. Leicht zu sehen. Vergleichen Sie Satz 3.1.6. (|



LINEARE ALGEBRA 73

4.1.2. Hintereinanderausfihrung linearer Abbildungen.

Satz 4.1.5. Seien (U,+,-), (V,+,-) und (W,+,-) Vektorriume iiber dem selben
Korper K.
1) Ist f € Hom(U,V) und g € Hom(V,W), dann ist die Hintereinander-
ausfithrung g o f € Hom(U, W).
2) Ist f € Hom(U,V) ein Isomorphismus, so ist auch die Umkehrabbildung
f~':V = U ein Isomorphismus.
3) Die Identitit idy : U — U ist ein Isomorphismus.

Beweis. Punkt (1): Seien z,y € U und «a, 8 € K. Wenn f und g linear sind, dann
gilt
lgo fllax+By) = g(f(ax+By)) =g(af(z)+Bf(y))
= ag(f(z))+Bg(f(y) = elgo fl(z) + Blg o fl(y).
Punkt (2): Seien &, € V und x = f~4&), y = f~%(y). Seien o, € K. Wir

miissen zeigen: f~1(aZ + BY) = af1(%) + Bf1(§). Das bedeutet dasselbe wie
flax + By) = ax + B§. Das folgt aber unmittelbar aus der Linearitit von f, weil

f(z) =7 und f(y) = 3.
Punkt (3): Als Ubung der geneigten Leserschaft anempfohlen. O

Korollar 4.1.6. Seien (U,+,-), (V,+,-) und (W, +,-) Vektorriume iber dem sel-
ben Korper K. Dann gilt:

1) Ist U isomorph zu V und V isomorph zu W, dann ist U isomorph zu W.
2) Ist U isomorph zu V', so ist V isomorph zu U.
3) U ist isomorph zu sich selbst.

Beweis. Satz 4.1.5, Punkte (12), (2), (3). O

4.1.3. Lineare Abbildungen und Unterrdume.

Bemerkung 4.1.7. Scien (V,+,-) und (W, +,-) Vektorrdume iiber dem selben
Korper K. Sei f € Hom(V, W). Dann gilt: f(0) = 0.

Beweis. Der Ubersicht halber unterscheiden wir hier die Nullvektoren 0y € V,
Ow € W, und den Skalar 0 € K. Es ist

fOy)=f(0-0v) =0 f(Ov) = Ow.

Zur Erinnerung: Sind V und W Mengen, und ist f : V — W eine — nicht unbedingt bijektive!
— Funktion, so hat das Symbol f~! trotzdem eine Bedeutung, obwohl es keine Umkehrfunktion
gibt. Ist ndmlich B C W, so ist f~1(B) := {x € V| f(z) € B} das Urbild der Menge B unter f.
Ist ACV,soist f(A):={f(z)| z € A} das Bild der Menge A unter f.

Satz 4.1.8. Seien (V,+,-) und (W,+,-) Vektorriume iber dem selben Kérper K.
Sei f € Hom(V,W). Dann gilt:

1) Ist A ein Unterraum von V., so ist f(A) ein Unterraum von W.
2) Ist B ein Unterraum von W, so ist f~1(B) ein Unterraum von V.



74 GERTRUD DESCH

Beweis. Punkt (1): Seien Z,5 € f(A), a,8 € K. Wir zeigen: aZ + 5§ € f(A).
Nach Definition von f(A) gibt es z,y € A sodass £ = f(z), § = f(y). Da A ein
Unterraum von V ist, ist ax + By € A. Wegen der Linearitét von f ist

flaz + By) = af () + Bf(y) = ai + B7.
Daher ist aZ + 5y € f(A).
Punkt (2): Seien z,y € f~Y(B), o, € K. Wir zeigen: ax + By € f~(B). Wir
wissen nach Definition von f~1(B), dass f(z), f(y) € B. Weil B ein Unterraum
von W ist, ist auch af(x) + B8f(y) € B. Also ist wegen der Linearitéit von f

flaz + By) = af(z) + Bf(y) € B,
das heiit, ax + By € f~1(B). O

Definition 4.1.9. Seien (V| +, ) und (W, +, -) Vektorrdume iiber dem selben Kérper
K. Sei f € Hom(V, W). Wir definieren die folgenden Unterrdume:

1) Der Kern von f ist ker(f) := f~1({0}).

2) Der Bildraum oder Range von f ist rg(f) := f(V).

Es ist leicht zu sehen, dass fiir eine Matrix A € K™*™ und die lineare Abbildung f(z) = Az
die obigen Definitionen von Kern und Bildraum mit den Definitionen von Kern und Spaltenraum
einer Matrix iibereinstimmen. Daher fiihrt die neuerliche Verwendung der Schreibweisen ker und
rg zu keinen Missverstindnissen!

Satz 4.1.10. Seien (V,+,-) und (W, +,-) Vektorriume iber dem selben Korper K.
Sei f € Hom(V, W).

1) Kern und Bildraum von f sind Unterrdume von V bzw. W.

2) f ist genau dann surjektiv, wenn rg(f) = W.

3) f ist genau dann injektiv, wenn ker(f) = {0}.

Beweis. Punkt (1): Folgt aus Satz 4.1.8, weil V ein Unterraum von V und {0} ein
Unterraum von W ist.
Punkt (2): Das ist genau die Definition der Surjektivitdt: f(V) = W.
Punkt (3): Sei f injektiv. Jedenfalls ist (fiir jede lineare Abbildung) f(0) = 0.
Ist dann z € V so, dass f(z) = 0, so ist wegen der Injektivitit = 0. Also ist
ker(f) = {0}.
Sei umgekehrt ker(f) = {0}. Seien z,y € V so, dass f(z) = f(y). Dann ist wegen
der Linearitdt von f

[z —y)=f(z) = f(y) = 0.
Also ist ¢ — y € ker(f), und folglich ist  —y = 0. Damit ist aber = y. Also ist f
injektiv. (]

Satz 4.1.11. Sei U ein endlichdimensionaler Vektorraum und V' ein Vektorraum
tber demselben Korper K. Sei f : U — V eine lineare Abbildung.
Dann ist

dim(U) = dim(rg(f)) + dim(ker(f)).

Beweis. Nach Satz 3.5.8 gibt es einen Unterraum W von U so, dass U = ker(f)+W,
wobei diese Summe direkt ist. Wir betrachten die Einschrankung von f auf W:

Flw W — rg(f),
x = f(x).
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Als Einschrénkung einer linearen Abbildung ist auch f |y linear. Fiir jedes u € U
gibt es eine (eindeutige) Zerlegung u = x + y mit x € W und y € ker(f). Dann ist

fw)=f@)+fy) =Flw @) +0=flw (2).

Also ist der Bildraum von f zugleich der Bildraum von f |y . Insbesondere ist
flw: W — rg(f) surjektiv. Aber f |y ist auch injektiv: Es sei € ker(f |w), also
ist € Wund f(z) = f |w () = 0. Damit ist x € W Nker(f). Weil die Summe
W +ker(f) aber direkt ist, ist der Durchschnitt WNker(f) der Nullraum und z = 0.
Der Kern ker(f |w) ist also der Nullraum, und f |y ist injektiv. Damit haben wir
einen Isomorphismus f |w: W — rg(f), insbesondere haben W und rg(f) dieselbe
Dimension. Nun ist wegen der direkten Summe

dim(U) = dim(W) 4 dim(ker(f)) = dim(rg(f)) + dim(ker(f)).

O
Wir kennen ja schon den Satz fiir eine m X n-Matrix A:
n = p(A) + dim(ker(A)).
Der obige Satz sagt dasselbe, auf einem abstrakteren Niveau ausgedriickt.
4.1.4. Lineare Abbildungen und Basen.
Satz 4.1.12. Seien U,V zwei Vektorriume iber demselben Korper K, sei (uq, -+ ,up)

eine Basis von U, und seien vy,--- ,v, € V.

(1) Es gibt genau eine lineare Abbildung f : U — V, sodass fir allei =1,--- ,n
gilt f(u;) = v;.

(2) Diese Abbildung f ist genau dann injektiv, wenn (vy,--- ,v,) ein linear
unabhdngiges System ist.

(3) Die Abbildung f ist genau dann surjektiv, wenn {vy,- - ,v,} ein Erzeugen-
densystem von V ist.

(4) Die Abbildung f ist genau dann ein Isomorphismus, wenn (vy,--- ,vy) eine
Basis von V ist.

Beweis. Punkt (1): Weil (uq,--- ,u,) eine Basis von U ist, besitzt jedes z € U
eine eindeutige Zerlegung = = Y. | A\;u; mit \; € K. Wir definieren dann f(z) :=
Z;;l Aiv;. Offensichtlich ist f(u;) = f(lu;) = lv; = v;. Um die Linearitéit von f
zu zeigen, betrachten wir z = > | Ny, y = i i, und o, B € K. Es ist dann
offensichtlich

ar+ By = (aX + Bui)ui,
i=1
und daher ist

flax+By) = (adi+ Bui)vi = a Y Avi+ B> pivi = af(x) + Bf(y) .
i=1 i=1 i=1

n

Sei g : U — V linear mit g(u;) = v;. Dann gilt fiir jedes x = >, ; \ju;

g(z) = Z Nig(u;) = Z Avi = f(z).

Daraus folgt die Eindeutigkeit.
Punkt (2): Fiir z =Y | \u; gilt

xeker(f)«bz}\ivi =0.

i=1
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Ist das System (vy,---,v,) linear abhingig, so gibt es A1, -+, Ay, nicht alle gleich
null, so dass Y. ; A\;v; = 0. Dann ist aber wegen der linearen Unabhéngigkeit der
Basis (u1,- -+ ,un) der Vektor z := Y. | A\;u; nicht der Nullvektor. Andererseits ist
f(x) = 0. Daher hat f einen nichttrivialen Kern, und ist nicht injektiv.

Sei andererseits (v1,--- ,v,) linear unabhéngig und = = >, Aju; € ker(f). Dann
ist also 0 = f(z) = >, \jv;, und wegen der linearen Unabhéngigkeit des Systems
(v1,---,vp) sind alle A; gleich Null. Daher ist © = 0 der einzige Vektor in ker(f),
und f ist injektiv.

Punkt (3): Sei {vy,---,v,} ein Erzeugendensystem von V. Dann ldsst sich jedes
y € V in der Form

y:Z/\i’Ui :f(ZAiUi) € f(U)
i=1 i=1

schreiben. Folglich ist f surjektiv.

Sei andererseits {v1, - - - , v, } kein Erzeugendensystem von V. Dann gibt eseiny € V
das keine Linearkombination der v; ist. Weil aber f(U) per definitionem nur aus
Linearkombinationen der v; besteht, kann f nicht surjektiv sein.

Punkt (4): folgt unmittelbar aus Punkt (2) und Punkt (3). O

4.1.5. Der Vektorraum Hom(V, W).

Definition 4.1.13. Seien (V,+,:) und (W, +,:) Vektorrdume iiber dem selben
Korper K. Auf Hom(V, W) fithren wir folgende Rechenoperationen ein: + : Hom(V, W) x
Hom(V, W) — Hom(V, W), - : K x Hom(V, W) — Hom(V, W):

Fiir f,g € Hom(V,W), a € K setzen wir (fiir alle z € V)

[f+9l(x) = [flz)+g(2),
lafl(z) = of().
Satz 4.1.14. Seien (V,+,-) und (W, +,) Vektorrdume iber dem selben Kirper K.

Mit den Rechenoperationen aus Definiton 4.1.18 ist Hom(V, W) ein Vektorraum
iber K.

Beweis. Wir miissen zuerst zeigen, dass die Rechenoperationen nicht aus Hom(V, W)

hinausfithren. Seien also f, g € Hom(V, W), o € K. Wir zeigen: f + g ist linear. Fiir

allez,y e V, \, u € K gilt

[f+gl(Az+py) = [z +py) + 9+ py) = (Af(z) + pfy) + (Ag(@) + ng(y))
= AMf(2) +9(x) + p(f(y) +9()) = Alf + 9l(z) + plf + 9](y)-

Also ist auch f + g linear. Die Linearitit von a.f zeigt man ebenso durch direktes

Nachrechnen.

Nun sind alle Rechengesetze eines Vektorraumes nachzupriifen. Diese Rechnerei

fithrt zu keinen Uberraschungen. Der Nullvektor im Raum Hom(V, W) ist die kon-
stante Abbildung f(z) = 0, und die Abbildung —f ist [—f](z) := —f(z). O
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4.2. Lineare Abbildungen in K", Matrizen.

4.2.1. Lineare Abbildungen K™ — K™.

Wiederholung: Produkt einer Matrix mit einem Vektor.

Definition 4.2.1. Sei K ein Koérper. Die Einheitsvektoren in K" sind die Vektoren

1 0 0

0 1 0
€1 1= , €2 1= . y Tty Ep =

0 0 1

Satz 4.2.2. Sei K ein Korper, m,n € N.
1) Ist A e K™*™, so ist die Abbildung

f K* — K™
e — Ax
linear. Dabei sind die Spalten s1,--- , s, von A die Bilder der Einheitsvek-
toren:
Sj = Aej.

2) Ist f : K" — K™ eine lineare Abbildung, so gibt es genau eine Matriz
A e K™*" so, dass

(Ve € K") f(x) = Ax.

Beweis. Punkt (1): Dass die Abbildung x — Az linear ist, wurde bereits in Satz 3.3.6
bewiesen. Sei nun A = (@ j)i=1,... ,m,j=1,- n, S€i €; der j-te Einheitsvektor in K".
Dann ist
1.1 '0+"'+0117j_1'0—|-041,j '1+041,j+1 '0+"'+051,n'0 1,5
Aej = : =1
Am,1 -0+t amj1-0+tam;-T+amjp-04+am,-0 QU j
und das ist gerade die j-te Spalte von A.

Punkt (2): Wegen Punkt (1) ist die einzige Matrix, fiir die gelten kann dass f(z) =
Az, die Matrix, deren Spalten aus den Bildern der Einheitsvektoren gebildet wer-

den. Sei also s; = f(e;), und sei A die Matrix mit den Spalten s;,---,s,. Wir
miissen zeigen, dass fiir alle 2 € K" gilt: f(x) = Az. Es sei also
&1
r=|: | eK"
fn

Nach Satz 3.3.8 ist

Av=>"gs; =Y &fley) =1 _&e;) = f(2).
j=1 j=1 j=1

Die folgende Definition, mit der wir bereits schweigend manchmal gearbeitet haben, schreiben
wir der Vollstéandigkeit halber endlich auch im Skriptum nieder.
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Definition 4.2.3. Sei K ein Korper. Seien A = (;,5)i=1,.. ;m, j=1,..,n und B =
(Bi,;) zwel Matrizen in K™*". Sei A € K. Wir definieren

ar1+Bip aap+Bie 0 it Bim
A+B = )
Qm,1 + Bm,l Om,2 + ﬂm,2 e Um.n + ﬁm,n
)\06111 ACVLQ s )\al,n
M = : :
>\a7rL,1 Aam,Q e )\am,n

Satz 4.2.4. Sei K ein Kdorper, und M : Hom(K", K™) — K™*" die Abbildung,
die jeder linearen Abbildung f : K® — K™ ihre Matriz im Sinne von Satz 4.2.2
zuordnet.

Dann ist M ein Vektorraumisomorphismus*S.

Beweis. Da zu jeder linearen Abbildung genau eine Matrix, und zu jeder Matrix
genau eine lineare Abbildung gehort, ist M bijektiv. Seien nun f, g € Hom(K", K™)
und A, B ihre Matrizen, sei A € K. Nun ist nur mehr die Linearitdt nachzuweisen:

1) Die Matrix von f + g ist A+ B.

2) Die Matrix von Af ist AA.
Wir zeigen Punkt (1), der andere Punkt geht ebenso. Sei C' die Matrix von f + g.
Seien ay, - - ,a, die Spalten von A, by, - - , b, die Spalten von B, und ¢y, - - , ¢, die
Spalten von C. Wegen Satz 4.2.2 ist also a; = f(e;), b; = g(e;) und ¢; = [f+g](e;).
Dann ist also

¢; = [f+9l(e;) = fle;) + gle;) = a; +b;.

Daraus folgt aber C' = A + B. O

Definition 4.2.5. Sei K ein Kérper, m,n € N. Die m x n-Nullmatrix ist die m x n-
Matrix
0 --- 0

0 --- 0

Verwechslungen der Nullmatrix mit dem Nullvektor und dem Skalar 0 passieren nicht, wenn man
auf den Zusammenhang achtet. Auch miisste man streng genommen am Symbol fiir die Nullmatrix
kenntlich machen, um welche Nullmatrix es sich handelt, also die Anzahl der Zeilen und Spalten,
z.B in der Art wie Oy, xn. Das ist aber absolut uniiblich und auch nicht nétig, der Zusammenhang
macht alles klar.

Bemerkung 4.2.6. Die m xn-Nullmatrix ist der Nullvektor im Vektorraum K" *™,

Beweis. Klar? O

163ind wir nicht gebildet?! So gelehrt kénnen wir ausdriicken, dass

1) zu jeder linearen Abbildung eine Matrix gehort und umgekehrt,

2) wir die Matrix von f + g einfach erhalten, indem wir die Matrizen von f und von g
zusammenzéahlen,

3) wir die Matrix von Af erhalten, indem wir die Matrix von f mit A multiplizieren.
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4.2.2. Matrizmultiplikation.

Definition 4.2.7. Sei K ein Kérper, k,m,n € N. Sei A = (a; ;) € KF*™ und
B = (i) € K™*". Wir definieren die Produktmatrix A - B € K*¥*" durch

A-B = (Ci,j)i=1,~~ kj=1,n mit

m
Cij = D sy
s=1

Bemerkung 4.2.8.

1) Um A - B zu bilden, muss also die Anzahl der Spalten von A gleich der
Anzahl der Zeilen von B sein. Das Element ¢; ; der Matrix A - B wird dann
aus der i-ten Zeile von A und der j-ten Spalte von B berechnet.

2) Ist A € K™*" und = € K", so ist das Produkt Az nichts anderes als das
Matrizenprodukt, wenn man z als eine Matrix mit n Zeilen und einer Spalte
auffasst.

Beispiel 4.2.9.

(213)3?_ 17)
12 0)7 (0 ] 0 -7

1 9
-2 6

1 3 4 3
. i i |
1 _9 O) (5 1 2) gibt es nicht!

17

-1

3 —6 12
)

2

POUTRERS
RS
DN = Ot
7 N\
| o
—_
| =
[\
o W
NalihZ
I

[\

Definition 4.2.10. Sei K ein Kérper und n € N. Die n x n-Einheitsmatrix E,, ist
die Matrix

10 - 0
0 1 0

Schreibweise 4.2.11. Den Index n ldsst man oft weg und schreibt einfach F fiir die
Einheitsmatrix, wenn ohnehin klar ist, wieviele Zeilen und Spalten sie hat. Andere
gebrauchliche Symbole fiir die Einheitsmatrix sind I oder 1. Ist A € K so schreibt
man oft einfach A anstatt A\F — aus dem Zusammenhang muss dann geschlossen
werden, ob man den Skalar meint oder eine Matrix, die auf der Diagonalen iiberall
A hat, und sonst Nullen.
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Definition 4.2.12. Das Kronecker-Delta 6 : Z x Z — {0, 1} wird definiert durch

1  wenni=j,
5i,j = . .
0 wenn i # j.

Bemerkung 4.2.13. Das Kronecker-Delta ist eine sehr praktische Schreibweise!
Zum Beispiel kann man damit bequem die Einheitsmatrix definieren
Ey = (6i)i=1, n, j=1,-n

Auch die Einheitsvektoren in K™ kann man schon hinschreiben:

et = (0ik)i=t1, n-

Satz 4.2.14. Sei K ein Kiorper, A € K™*", E,, und E,, die m X m bzw. n X n
FEinheitsmatrizen tiber K. Dann ist

E,A=AFE, = A.

Insbesondere gilt fiir alle x € K": E,x = x. Das heif§t, die n x n-Einheitsmatriz ist
die Matrix der Identitdtsabbildung auf K™.

Beweis. Wir zeigen E,, A = A. Sei also A = (@ j)i=1,.-- ,m, j=1,-- n. Dann ist der

Koeffizient an der Stelle i, j der Matrix F,, A nach Definition des Matrixproduktes

m
E 5i,kak,j-
k=1

Nun ist J;  immer Null, ausser wenn k£ = 4 ist, und daher bleibt von der ganzen
Summe nur {ibrig

Z5i,kak,j = 0i,iij = Qi j.
k=1
Die Gleichung AFE,, = A geht ebenso. O

Manchmal ist der Beweis fiir einen sehr einfachen Sachverhalt schwierig formal aufzuschreiben.
Wenn Thnen nicht einleuchtet, was da oben steht, rechnen Sie einmal

GG s)

Es ist grundsétzlich oft hilfreich fiir das Verstdndnis, wenn man abstrakte Beweise an Hand ein-
facher Beispiele nachvollzieht.

Definition 4.2.15. Sei K ein Kérper und A € K"*™ eine quadratische Matrix
(d.h., eine Matrix, die soviele Zeilen wie Spalten hat). Wir definieren rekursiv die
Potenzen von A:

A° E, (die n x n-Einheitsmatrix),
AL = A AR firk=0,1,2,- .
Wir haben formal einfach das definiert, was wir uns unter einer Potenz vorstellen:
AF:=A.A...A (das Produkt von k gleichen Faktoren).

Ist die rekursive Definition keine Zirkeldefinition? Nein, denn A° ist ja definiert, und sobald A°
bekannt ist, kénnen wir sagen, dass A = A. A® = A. Nun kennen wir A! und kénnen A? =
AA! = AA definieren, und auf diese Weise erreichen wir jede Potenz. Im Prinzip funktioniert eine
rekursive Definition wie ein Induktionsbeweis, nur dass definiert statt bewiesen wird.

Bemerkung 4.2.16. An Beispiel 4.2.9 kann man sehen:

1) Das Matrixprodukt existiert nur, wenn die erste Matrix soviele Spalten hat
wie die zweite Matrix Zeilen.
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2) Das Matrixprodukt ist nicht kommutativ: Es gibt Matrizen A, B sodass
AB # BA.

3) Das Matrixprodukt hat Nullteiler, das heifit, es gibt Matrizen A, B, beide
nicht Null, sodass das Produkt AB trotzdem die Nullmatrix ergibt.

4) Idempotente Matrizen sind Matrizen A € K™*™ fiir die AA = A ist. Das ist
klar fiir die n x n-Nullmatrix und die Einheitsmatrix. Aber dariiber hinaus
gibt es auch andere idempotente Matrizen.

5) Nilpotente Matrizen sind n x n-Matrizen, fiir die es eine Potenz A" gibt,
welche die Nullmatrix ergibt. Das ist klar fiir die Nullmatrix, aber dariiber
hinaus gibt es auch andere nilpotente Matrizen.

Es folgt eine Litanei von Rechenregeln fiir das Matrixprodukt. Alle diese Regeln kann man durch
direktes Nachrechnen beweisen: Beweis durch Férderung der Papierindustrie. Versuchen Sie selbst,
die eine oder andere Regel zu beweisen.

Satz 4.2.17. Sei K ein Korper, k,m,n,p € N, seit” A € KF*™ B ,C € K™*",
D € K"*P_ sei 0 die Nullmatriz, jeweils in geeigneten Dimensionen. Sei A € K. Es
gilt:
(A-B)-D=A-(B-D) Assoziativitit,
A-(B+C)=A-B+A-C Distributivitit,
(B4+C)-D=B-D+C-D Distributivitdt,
(M)-B=XA-B)=A-(AB),
A-0=0, 0-A=0,
A-E,=A FE,-A=A.

Bemerkung 4.2.18. Ist K ein Korper, und n € N, so ist K™*" mit der Matrizen-
addition und der Matrixmultiplikation ein Ring mit Einselement F,,. Eine Struktur,
die zugleich Ring und Vektorraum ist (wobei die Vektorraumaddition zugleich die
Ringaddition ist, und sich die Multiplikation mit Skalaren mit der Ringmultiplika-
tion vertriigt, siehe vierte Gleichung von Satz 4.2.17) heifit eine Algebral®,

«

In einem Mittelschullehrbuch fand ich einmal die folgende Passage: ... Richtig geraten! Die Menge
der n X n-Matrizen bildet einen Koérper!” Was sagen Sie? Immer ein Korper? Nie ein Korper, oder
vielleicht doch in bestimmten Féllen? Was alles konnte gegen einen Koérper sprechen? — Lesen
Sie alle Texte kritisch, auch dieses Skriptum! Wir alle, auch sehr gute AutorInnen, sind nicht
gefeit gegen Fehler. Aber Sie als MathematikerInnen sind im Stande, Fehler zu erkennen und
auszubessern!

4.2.3. Transponierte und adjungierte Matriz.

Definition 4.2.19. Sei K ein Kérper, A = (v ;)i=1, ,m, j=1,...n € K™*™.

1) Die transponierte Matrix AT € K"*™ entsteht, indem man die Zeilen von
A als Spalten,und die Spalten von A demnach als Zeilen schreibt:

T (075 % R € 790 |
a1 Q2 o Qlgp ’
Q12 0 Q2
6% 1 6% 2 e [6%
m, m, m,n Qip 0 Qo

17Die Dimensionen der Matrizen sind einfach so festgelegt, dass es die Produkte, die unten
gebildet werden, wirklich gibt.

18Das Wort Algebra kann also zwei ganz verschiedene Dinge bezeichnen: Einen Zweig der
Mathematik, oder eine bestimmte Struktur.
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2) Ist K = R, so ist die adjungierte Matrix A* := AT, Ist K = C, so entsteht
die adjungierte Matrix A* aus der transponierten Matrix A" indem man
fiir jeden Koeffizienten die konjugiert komplexe Zahl nimmt:

* 1.1 Ay 1

a1 Q12 o Qi T’Z QL’Q
9 m?

QAm1 Qm2 - OQpmn as - @

9 bR

Schreibweise 4.2.20. Statt AT findet man auch A? oder A’.

Beispiel 4.2.21.
T

bz 1o 142 0 4—i
0 3 - \1-2 3 5 )
4-i 5

B <1—2¢ 0 4+i)
A 5 14+2¢ =3¢ 5

Die folgenden Rechenregeln sind keine Uberraschungen. Achten Sie aber auf konjugiert komplexe
Zahlen bei der adjungierten Matrix, und auf die Reihenfolgen beim Matrixprodukt!

Satz 4.2.22. Sei K ein Kirper, seien A,B € K™, C € KF*™ ynd X € K. In
jeder Regel fiir adjungierte Matrizen nehmen wir zusdtzlich an K = C.

(A4+ BT = AT + BT, (A4 B)* = A* + B,

AT = X(AT),  (AA)* = \(AY),

(CA)T = ATCT, (CA)* = A*C~.
Beweis. Von diesen Regeln zeigen wir nur (CA)T = ATCT.
Sei A = (ai,j)izl,m,m, j=1,,n, C = (Vp,i)p=1wwk7 i=1,---,m- Sei €i.p der Koeffizient
von (CA)T in Zeile j und Spalte p. Wir miissen zeigen, dass €;,p auch der entspre-

chende Koeffizient von ATCT ist.
Es ist €, der Koeffizient von C'A in Zeile p und Spalte j, das ist

m
€jp = E :'Vp,so‘s,j-
s=1

Andererseits ist die j-te Zeile von AT die Zeile
(al,j’ .. ’Oémyj)
und die p-te Spalte von C7 die Spalte
Yp,1

Yp,m
Daher ist der Koeffizient an der Stelle (j,p) von ATCT

m
§ Qs,iYp,s = €j,p-
s=1



LINEARE ALGEBRA 83

4.2.4. Hintereinanderausfihrung von linearen Abbildungen und Matrizprodukt.

Zunichst mutet die Definition des Matrizenproduktes willkiirlich und kompliziert an. Der folgende
Satz erklédrt, was das Matrizenprodukt eigentlich bedeutet, und warum es so wichtig ist.

Satz 4.2.23. Sei K ein Korper, k,m,n € N, A € KF*™ B € K™*", Seien f, g
die Homomorphismen

;. K™ — K, JK™ = K™,
Ny — Ay, |z — Buz.

Dann ist AB die Matriz der Hintereinanderausfihrung f o g, d.h. fir alle x € K"
15t

[f o gl(x) = (AB)z.
Beweis. Sei C die Matrix von f o g. Da f o g € Hom(K",K*), ist C € K<™, Wir
schreiben
A= (api)p=1, k, =1, .m> B=(Bij)i=1m, j=1,.ns C= (Vpjlp=1. k, j=1. n-

Nach Satz 4.2.2 sind die Spalten von C' die Bilder der Einheitsvektoren in K™ unter
f og, und die Spalten von B sind die Bilder der Einheitsvektoren des K™ unter g.
Wir bestimmen die j-te Spalte von C, dies ist also f(g(e;)):

V1,4 B, B1,j SianiBi;
C = Sele) =S 2 PD=AL = :
Vkj Bm.j Bm.i Dim1 kB
Dies ist aber zugleich die j-te Spalte von AB. O

Man kann aus Satz 4.2.23 auch einen einfachen Beweis fiir die Assoziativitit des Matrixproduktes
ableiten, denn wir wissen, dass die Hintereinanderausfithrung von Abbildungen assoziativ ist:

fo(goh)=(fog)oh.

4.2.5. Zeilentransformationen, Spaltentransformationen und Matrizen.

Satz 4.2.24. Sei K ein Korper, sei A = (qpi)p=1.- k. i=1,.m € KF*™ und B =

(Bij)i=1, m, j=1,. n € K™ " Mit zp;, zap, bezeichnen wir die Zeilen von B

bzw. AB, mit 54, sap,; bezeichnen wir die Spalten von A bzw. AB. Dann gilt:
1) Die Zeilen von AB sind Linearkombinationen der Zeilen von B. Es gilt

m

ZAB,p = § Qp i ZB,i-
=1

2) Die Spalten von AB sind Linearkombinationen der Spalten von A. Es gilt

m
SAB,j = E 57:,1' SAi-

i=1
3) Der Zeilenraum von AB ist ein Unterraum des Zeilenraums von B, und
der Spaltenraum von AB ist ein Unterraum des Spaltenraumes von A.

Beweis. Punkt (1): Wir gehen von der Definition des Matrixproduktes aus und
berechnen die p-te Zeile von AB:

zaBp = (CiiiopaBin 0 Yy apifin)
m m
= Z Qp,i (ﬁi,l e 5i,n) = Z Qpi ZB.i-
i=1 P

Punkt (2) geht ebenso, und Punkt (3) ist eine direkte Folge der Punkte (1) und (2).
(]
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Definition 4.2.25. Sei K ein Kérper, m € N, A € K\ {0}, 7 # j € {1,--- ,m}.
Wir definieren folgende Matrizen in K™*™  die sogenannten Elementarmatrizen:
Wir haben zur besseren Orientierung die Zeilen- und Spaltennummern an den linken und oberen
Rand der Matrizen geschrieben, und alle nicht eingefiillten Koeffizienten sind wie in der Einheits-
matrix. Unterstrichen sind die Koeffizienten, die sich von der Einheitsmatrix unterscheiden. Die
Reihenfolge der Zeilen und Spalten von ¢ und j kann auch umgekehrt sein, je nachdem ob ¢ < j
oder j < 1.

(1) (i) () (m)

(1) 1 -~ 0 --- 0 --- 0
) 0 (:) 1 0
Ttausch(iaj) = ( ) : 7 B
G o 1 0 0
(m) 0 0 0 1
(1) (i) §) (m)
(1) 0 0 0
1 0 1 A 0
Tadd(iaja )‘) = ( ) . . N
§)) 0 0 1 0
(m) 0 0 0 1
(1) (i) §)) (m)
1 1 0 0 0
i) o0 /\ 0 0
Tmult(iy )\) = ( ) : 7
() 0 0 1 0
m) 0 - 0 - 0 1

Satz 4.2.26. Die elementaren Zeilenumformungen (siehe Definition 3.3.12) kénnen
mit Hilfe der Matrixmultiplikation mit Elementarmatrizen geschrieben werden: Ist
K ein Kéorper, myn € N, A € K™*"™ und die m x m FElementarmatrizen wie in
Definition 4.2.25 gegeben. Sei A € K\ {0}, i # j € K. Dann gilt:
1) Ttausch(4,7) - A entsteht aus A indem man die i-te und die j-te Zeile von A
vertauscht.
2) Taad(i,J,A) - A entsteht aus A indem man das \-fache der j-ten Zeile zur
i-ten Zeile von A addiert.
3) Twmut(i, A) - A entsteht aus A indem man die i-te Zeile von A mit A multi-
pliziert.

Beweis. Nachrechnen mit Hilfe von Satz 4.2.24, Punkt (1). O

Multipliziert man zu A € K™*"™ von rechts die n x n-Elementarmatrizen: A - Tiausch, A * Tadd,
A - Tihuis, dann bekommt man analoge Transformationen fiir die Spalten von A.
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4.3. Inverse Matrix.
4.3.1. Regulire Matrizen.

Definition 4.3.1. Sei K ein Korper und A € K"*" eine quadratische Matrix. Die
Matrix B € K™*" heifit inverse Matrix zu A wenn gilt:

AB = BA=F,.
Wir schreiben in diesem Fall: A~! := B.
Der folgende einfache Satz rechtfertigt die Schreibweise A1 fiir die inverse Matrix:

Satz 4.3.2.

1) Zu jeder Matrixz kann es hichstens eine Inverse geben.
2) Besitzt eine quadratische Matriz A eine Inverse A=Y, so ist die Inverse zu

A=Y wiederum A, also (A~1)71 = A.
Beweis. Punkt (1): Seien B und C' inverse Matrizen zu A. Dann ist
B=E,B=(CA)B = C(AB) = CE, = C.
Punkt (2): Trivial auf Grund der Definition der Inversen. O

Beispiel 4.3.3. Das folgende Beispiel zeigt, dass nicht jede quadratische Matrix
1 1

eine Inverse besitzt: Sei A = (_1 1

). Dann besitzt A keine inverse Matrix.

Beweis. Angenommen, A besitzt eine inverse Matrix A~!. Man kann leicht nach-
rechnen: A% = 0. Dann wiire aber

A=FE,A=(AT"A)A=A"142=A"10=0,
aber A # 0, und wir haben einen Widerspruch. O

Anders als in einem Korper ist also im Ring der n x n-Matrizen das Nullelement nicht das
einzige Element, das keine Inverse fiir die Multiplikation besitzt.

Definition 4.3.4. Eine quadratische Matrix, heifit regulér, wenn sie eine Inverse
besitzt. Andernfalls heifit die Matrix singulér.

Satz 4.3.5. Sei K ein Korper und seien A, B € K"*"™ zwei requlire Matrizen. Dann
ist auch AB regulir, und (AB)~! = B=YA~'. (Achtung, die Reihenfolge dreht sich
um!)

Beweis.
(AB)(B™'A™Y) = A(BB H)A™'=AE,A7' = AAT' = E,,
(B7'A™Y)(AB) = B Y(A'AB=B'E,B=B 'B=E,.
O

Bemerkung 4.3.6. Sei K ein Korper und A € K™*" eine reguléire Matrix. Dann
ist auch die transponierte Matrix A7 regulir, und es gilt: (A7)~ = (A~HT.

Beweis. Ubung. O
Satz 4.3.7. Sei K ein Kéorper, A € K"*" eine quadratische Matriz, und
PR S
Nz — Ax

der dazugehorige Homomorphismus.
Dann ist A genau dann reguldr, wenn f ein Isomorphismus ist. In diesem Fall
gehort die Matriz A~' zur Umkehrabbildung =1 von f.
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Beweis. Sei zunéchst A reguldr. Wir definieren den Homomorphismus
JK" =K,
9 T — A lg.
Dann ist fiir z € K™
A(A7 ') = (AA Y2 = B,z =,
[go fl(x) = AYAz)=(A"'A)z=E,x=u.

—
o]
=2,
—
&
|

Also ist
fog=ygof=idgn

die Identitdt auf K™. Daher ist g die Umkehrabbildung zu f.

Sei nun f bijektiv und f~! die Umkehrabbildung zu f. Wir wissen, dass zu f~*
eine Matrix B gehort, sodass fiir alle x € K" gilt f~!(z) = Bz. Dann ist BA die
Matrix zur Hintereinanderausfithrung f~!o f, also zur Identitét, also ist BA = E,,.
Ebenso ist AB die Matrix zu fo f~! = idgn, also AB = E,,. Damit ist B die inverse
Matrix zu A. O

Satz 4.3.8. Sei K ein Kirper und A € K"*™ eine nxn-Matriz. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

1) Der Rang von A ist n.

2) Der Spaltenraum von A ist der ganze Raum K.
3) Die Spalten von A sind eine Basis des K™.

4) Die Spalten von A sind linear unabhdingig.

5) Der Zeilenraum von A ist der ganze Raum K1*™.
6) Die Zeilen von A sind eine Basis des K!X™.

7) Die Zeilen von A sind linear unabhdingig.

8) Der Kern von A ist der Nullraum.

9) A ist regulir.

Beweis. (1) = (2): Sei p(A) = n. Nach Definition des Ranges hat also der Spalten-
raum von A die Dimension n. Weil aber rg(A) also ein n-dimensionaler Unterraum
des n-dimensionalen Raumes K" ist, gilt wegen Satz 3.4.7 Gleichheit: rg(A) = K.
(2) = (3): Ist rg(A) = K™, so bilden die Spalten von A ein Erzeugendensystem
des K”. Aus diesem 148t sich jedenfalls eine Basis auswéhlen (Satz 3.2.13). Da aber
jede Basis des K™ aus genau n Vektoren besteht, miissen alle Spalten bleiben. Sie
bilden also ein minimales Erzeugendensystem, eine Basis, des K”.
(3) = (4): Jede Basis ist linear unabhéingig.
(4) = (1): Seien die Spalten von A linear unabhéingig. Wegen Satz 3.4.2 ist die
Dimension des Spaltenraumes von A also mindestens n. Da der Spaltenraum von
A aber ein Teilraum von K" ist, kann seine Dimension auch nicht grofier als n sein.
Wir haben also p(A) = dim(rg(A4)) = n.
(1) = (5) = (6) = (7) = (1): Genau wie die eben bewiesenen Aquivalenzen, unter
Berticksichtigung, dass der Rang von A zugleich die Dimension des Zeilenraumes
von A ist (Satz 3.4.10).

(1) & (8): Nach Satz 3.4.10 hat der Kern von A die Dimension dim(ker(A)) =
n — p(A), und diese ist genau dann 0, wenn p(A4) = n ist.

(1) & (9): Sei f der zu A gehorige Homomorphismus

f:{K” S K»

T — Ax.
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Sei zunichst p(A) = n. Dann ist (wegen Punkt(2)) der Spaltenraum von A der
ganze K" also ist f surjektiv. Wegen Punkt (8) ist der Kern von f der Nullraum,
also ist f injektiv (Satz 4.1.10). Also ist f bijektiv und nach Satz 4.3.7 ist A regulir.
Ist umgekehrt A regulér, so ist f bijektiv, insbesondere surjektiv. Damit ist der
Spaltenraum von A der ganze Raum K”. Das ist Punkt (2), und aus diesem folgt
Punkt (1). O

Satz 4.3.9. Sei K ein Korper, f : K* — K" ein Endomorphismus'® des K", und
A die dazu gehirige Matriz. Dann sind dquivalent:

1) A ist requldr.

) f ist ein Isomorphismus.

) Fiir jedes b € K™ ist das Gleichungssystem Ax = b eindeutig lisbar.

) f ist injektiv.

) Fiir jedes b € K™ hat das Gleichungssystem Ax = b hochstens eine Lisung.
) f ist surjektiv.

) Fiir jedes b € K™ hat das Gleichungssystem Ax = b mindestens eine
Lésung.

2
3
4
5
6
7

In diesem Fall ist die Losung des Gleichungssytems Ax = b gegeben durch
z = A"1h.

Beweis. (1) < (2): Satz 4.3.7.

(2) & (3): Ist einfach eine dquivalente Formulierung fiir Bijektivitéit: f ist bijektiv
wenn fiir alle b € K die Gleichung f(z) = b eindeutig l6sbar ist.

(2) = (4): Jede bijektive Abbildung ist injektiv.

(4) < (5): Aquivalente Formulierung der Injektivitit.

(4) = (1): Ist f injektiv, so ist nach Satz 4.1.10 ker(f) = ker(4) = {0}. Nach
Satz 4.3.8 folgt dass A regulér ist.

(2) = (6): Jede bijektive Abbildung ist surjektiv.

(6) < (7): Aquivalente Formulierung von Surjektivitét.

(6) = (1): Ist f surjektiv, so ist der Spaltenraum von A der ganze Raum K", und
nach Satz 4.3.8 ist dann A regulér.

Sei nun A reguldr, dann besitzt also Az = b eine eindeutige Losung. Wir zeigen,
dass x = A~'b das Gleichungssystem lost:

Az = A(A7') = (AA Yo = E,.b=b.
O

Um ein einzelnes Gleichungssystem Az = b zu losen, zahlt sich aber die Berechnung von A~1
nicht aus, sie macht mehr Arbeit als die Lésung des Gleichungssystems. Will man dagegen das
System fiir viele verschiedene rechte Seiten l3sen, ist es schon sinnvoll, die Inverse zu berechnen.
Der Hauptnutzen des Satzes besteht aber in seiner Anwendung als Hilfsmittel fiir Beweise und
zur Konstruktion weiterer Formeln und Rechenregeln.

4.3.2. Berechnung der inversen Matriz.

Algorithmus 4.3.10 (Berechnung der inversen Matrix). Sei K ein Korper, A eine
n x n-Matrix iiber K. Der folgende Algorithmus entscheidet, ob A regulér ist, und
berechnet gegebenfalls die inverse Matrix A~1:
1) Schreibe nebeneinander die Matrix A und die Einheitsmatrix E,,.
2) Forme die linke Seite A durch Pivotschritte in verallgemeinerte Zeilenstu-
fenform um. Fiihre gleichzeitig alle Zeilenumformungen auch auf der rechten
Seite durch.

4als0 eine lineare Abbildung von K™ in denselben Raum K"
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3) Wenn auf der linken Seite eine Nullzeile entsteht, ist A singulir, und es gibt
keine Inverse. Stop.

4) Wenn auf der linken Seite keine Nullzeile entsteht, waren alle Zeilen Pivot-
zeilen. Verwende nun Pivotschritte wie in der Riicksubstitution, um {iberall
ausser auf den Pivotelementen Nullen zu erzeugen. (Wieder werden alle
Zeilentransformationen zugleich auf die rechte Seite ausgefiihrt.)

5) Dividiere jede Zeile durch ihr Pivotelement. Auf der linken Seite stehen nun
nur mehr Einsen und Nullen. (Wieder werden die Divisionen auch auf der
rechten Seite ausgefiihrt.)

6) Ordne die Zeilen so um, dass auf der linken Seite die Einheitsmatrix steht.
(Wieder werden die Zeilen rechts ebenso umgeordnet.) Rechts steht dann
die Inverse zu A.

Beweis. Die Matrix A ldsst sich jedenfalls auf verallgemeinerte Zeilenstufenform
bringen. Entsteht dabei eine Nullzeile, so ist der Rang von A kleiner als n, folglich
ist nach Satz 4.3.8 A singuldr. Werden alle Zeilen als Pivotzeilen verwendet, kann
man die Einheitsmatrix auf der linken Seite erzeugen. Wir miissen noch zeigen, dass
auf der rechten Seite die Inverse von A entsteht, wenn A regulér ist.

Sei also A reguldr. Wir beginnen mit Xy := A, Yy := E,,. Nach der k-ten elementa-
ren Zeilentransformation sei Xy, die linke Seite, und Yy die rechte Seite. Wir zeigen
durch Induktion: Vi, = XA~ 1.

Induktionsverankerung:

Yo=E,=AA"!' = XA~ L.

Induktionsschritt: Sei nun Y, = X;A™'. Jede elementare Zeilenumformung lisst
sich durch Multiplikation mit einer Elementarmatrix 7' beschreiben: Yj 1 = TY},
Xi+1 =TXy. Dann ist also

Vi1 =TY, = T(Xp A7 = (TX)A™ = X470

Damit ist die Induktion beendet.
Am Ende aller Zeilenumformungen, sagen wir, nach dem m-ten Schritt, steht links
X,, = E,,. Damit steht rechts

Y, = XpnA ' =E, A7 =A"1.

Beispiel 4.3.11. Ist die folgende Matrix A regulér? Wenn ja, berechne die Inverse:

2 3 12 6
4 3 10 5
A= 21 3 2
6 1 4 11
Losung:
1.) Umformung auf verallgemeinerte Zeilenstufenform:
2 3 12 6 1 0 00
4 3 10 5 01 00
2« 1 3 2 0 01 0
6 1 4 11 0 0 01
0 2 9 4 10 -1 0
0 1x 4 1 01 -2 0
2% 1 3 2 00 1 O
0 -2 -5 5 0 0 =3 1
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0 0 1x 2 1 -2
0 1+« 4 1 0 1
2« 1 3 2 0 O
o o 3 7 0 2
0 0 1x 2 1 -2
0 1x 4 1 0 1
2« 1 3 2 0 0
0 0 0 1x -3 8
Der Rang ist 4, es gibt eine Inverse!
2.) Riicksubstitutionsschritte:
0 0 1x O 7 —18
0 1x 4 0 3 =7
2« 1 3 0 6 —16
0 0 0 1% -3 8
0 0 1 0 7 18
0 1x 0 0 —-25 65
2« 1 0 O -15 38
0 0 0 1% -3 8
0 0 1x 0 7  —18
0 1x 0 O —-25 65
2« 0 0 O 10 27
0 0 0 1x -3 8
Dividieren durch Pivotelemente:
0 0 1x O 7 —18
0 1x 0 O —25 65
1= 0 0 O 5 —13,5
0 0 0 1% -3 8
Umordnen der Zeilen:
1= 0 0 O 5 —13,5
0 1x 0 O —25 65
0 0 1x 0 7 -18
0 0 0 1% -3 8

Die Inverse von A ist

5 -13,5 27
25 65  —126
7 -18 35
-3 8 ~16

ATY =

89

|
N
o oo

|
D
o oo

35 =2
14 -1
33 -2
-16 1

35 -2
—126
—72
—16

— s =g

35 =2
—-126 7
54 =3
-16 1

35 -2
126 7

27 —1,5
~16

27 —1,5

~126 7
35 -2

~16 1

~1,5
7
-2
1
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4.4. Koordinaten.

4.4.1. Finfihrung von Koordinaten.

Ist U ein endlichdimensionaler Vektorraum mit einer Basis B = (u1,--- ,un), so lidsst sich
jedes x € U in eindeutigerweise in der Form = = > 7" | &u; schreiben. Wir nennen den Vektor
(&1, ,En)T den Koordinatenvektor von x beziiglich der Basis B. In der folgenden Grafik hat

der Vektor x beziiglich der Basis (u1,u2) den Koordinatenvektor (2,3)7.

Wir werden ein Koordinatensystem nun als Isomorphismus zwischen U und K™ interpretieren.
Das sieht zunichst ein wenig umstindlich aus, hilft uns aber spéter, die Ubersicht zu behalten,
wenn wir zwischen verschiedenen Koordinatensystemen hin und her wechseln.

Satz 4.4.1. Sei U ein n-dimensionaler Vektorraum dber K und B = (uy, -+ ,uy)
eine Basis von U. Seien e1,--- , e, die Einheitsvektoren in K".
(1) Dann gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung ®p : K" — U
sodass Pp(e;) = u;.
(2) Die Abbildung ®p : K™ — U ist ein Isomorphismus.
(3) Jedes x € U lift sich bekanntlich in eindeutiger Weise in der Form schrei-
ben: v = > &u,. Es gilt:

&
Pp'(z) = |
&n
Beweis. Da (eq,- - ,e,) eine Basis K™ ist, gibt es nach Satz 4.1.12 eine eindeutige
Abbildung @5 : K — V mit ®g(e;) = u;. Diese Abbildung hat die Gestalt
fl n n
op(| ) =250 Gie) =D &ui
gn i=1 i=1

Weil (uq,---,u,) Basis von U ist, ist wegen Satz 4.1.12 die Abbildung ®p ein
Isomorphismus, und es folgt

. &
o> Gu) = |
=t &n
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O

Definition 4.4.2. Sei U ein Vektorraum iiber K und B = (uy,- - ,u,) eine Basis
von U. Seien eq,--- , e, die Einheitsvektoren in K".

Wir definieren die Abbildung &5 : K* — U als die eindeutig bestimmte lineare
Abbildung, fiir die gilt:

(VZ = 1a 7n) (I)B(ei) = Ui

Ist € U, so heifit <I>§1(;E) der Koordinatenvektor von x beziiglich der Basis B.

Satz 4.4.3. Seien U und V zwei endlichdimensionale Vektorrdume iber einem
gemeinsamen Korper K. Dann gilt: U ist genau dann isomorph zu V, wenn die
Dimensionen von U und V' gleich sind.

Beweis. Seien zunédchst U und V zwei isomorphe Vektorrdume, sei f : U — V
ein Isomorphismus, und sei (ug,- - ,u,) eine Basis von U. Wegen Satz 4.1.12 ist
(f(u1),---, f(uy,)) eine Basis von V. Damit besitzen sowohl U als auch V je eine
Basis aus n Vektoren, sie haben also dieselbe Dimension n.

Seien nun umgekehrt U und V zwei Vektorrdume mit derselben Dimension n. Sei

B = (u1,- - ,uy) eine Basis von U, und C' = (vq,--- ,v,) eine Basis von V. Wir
definieren die Koordinaten &g : K* — U und ®¢ : K* — V, diese Abbildungen
sind Isomorphismen. Daher ist auch ®¢ o CI)El : U — V ein Isomorphismus. O

Wenn wir also die Theorie des K™ beherrschen, beherrschen wir in Wirklichkeit die Theorie
aller endlichdimensionalen Vektorraume.

4.4.2. Matriz eines Homomorphismus beziiglich gegebener Basen.

Bemerkung 4.4.4. Seien V und W zwei endlichdimensionale Vektorrdume {iber
demselben Kérper K. Sei f : V' — W eine lineare Abbildung. Es sei B = (by, -+ ,by)
eine Basis von V und C = (¢, - -+ , ¢, ) eine Basis von W. Mit ® 5 und ®¢ bezeichen
wir wie iiblich die Isomorphismen

K™ -V K™ - W
(I)B : fl (I)C : n .
B i &by = 3y Mici
&n Nim,
Dann ist

(Palofo‘bB:K"—)Km

der Homomorphismus, der fiir jedes x € V' den Koordinatenvektor @gl(x) in den
Koordinatenvektor ®'(f(x)) des Bildes f(z) iiberfiihrt.

Definition 4.4.5. Seien V und W zwei endlichdimensionale Vektorrdume iiber
demselben Koérper K. Sei f : V. — W eine lineare Abbildung. Essei B = (b, - ,by)
eine Basis von V und C' = (¢1, - - , ¢, ) €ine Basis von W, und ® g, ¢ die entspre-
chenden Koordinatenabbildungen.

Dann bezeichnet ME(f) € K™*™ die Matrix des Homomorphismus &' o f o ®p.
ME(f) heiBit die Matrix von f beziiglich der Basen B und C.
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Das folgende Diagramm macht diese Situation anschaulich:

v L . ow

o
B
Kn Mg (f) Km
Jeder Pfeil stellt einen Homomorphismus dar. Wird ein Pfeil durch einen weiteren fortgesetzt,
driickt das die Hintereinanderausfithrung der beiden Homomorphismen aus. Fithren mehrere Wege
(also mehrere Hintereinanderausfiihrungen von Homomorphismen) von einem Raum zum anderen,
so ergeben die verschiedenen Hintereinanderausfithrungen dieselbe Abbildung: Wir nennen ein
solches Diagramm ein kommutatives Diagramm. Zum Beispiel ist oben: Mg ) = <I>51 ofodpg.

Satz 4.4.6. Seien V und W zwei endlichdimensionale Vektorrdume iiber demselben
Korper K. Sei f : V. — W eine lineare Abbildung. Es sei B = (by,--- ,b,) eine Basis
von V und C = (¢1,-++ ,¢m) eine Basis von W, und ®p, ¢ die entsprechenden
Koordinatenabbildungen. Sei ME(f) die Matriz von f beziiglich der Basen B und
C. Dann gilt:

Die Spalten der Matriz ME(f) sind die Koordinaten der Vektoren f(b1), -+ , f(bn)
beziiglich der Basis C'.

Beweis. Die Spalten von M (f) sind die Bilder ME (e1),-- , ME (e,,) der Einheits-

vektoren eq,--- , e, € K”. Nun ist ®p(e;) = b;, und
ME(fle; = @' o f o ®(e;) = 25 (F(by)).
Dies ist genau der Koordinatenvektor von f(b;). O

Satz 4.4.7. Seien U, V,W drei Vektorridume iber K mit den (endlichen) Dimensio-
nen n,m, k. Seien f: U — V und g : V — W lineare Abbildungen. Seien B,C, D
Basen von U, VW und &g, ®c,Pp die entsprechenden Koordinatenabbildungen.
Es gilt:

Mp(go f) = Mp(9)ME(f)-
Beweis. Die Situation wird durch das folgende kommutative Diagramm verdeut-
licht:

v 1o v 2w

[es [e [en

K" ME (f) Km MS(g) Kk

Es ist
ME(gof) =05 o(gof)o®p = (®p'ogo®) o (' o fody) = MF(9)ME(f).
O

Satz 4.4.8. Seien V und W zwei endlichdimensionale Vektorrdume iber demsel-
ben Korper K mit den (endlichen) Dimensionen n und m. Sei f : V. — W eine
lineare Abbildung. Es seien B,C Basen von V,W, und ®g, ®¢ die entsprechenden
Koordinatenabbildungen. Sei Mg(f) die Matriz von f beziiglich der Basen B und
C. Dann gilt:

Die Abbildung f ist genau dann ein Isomorphismus, wenn n = m und die Matriz
ME(f) regulir ist. In diesem Fall ist

ME(f~h) = [MEN
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Beweis. Wenn n # m, also wenn die Dimensionen von V und W verschieden sind,
sind V und W bekanntlich nicht isomorph.

Sei nun n = m und Mg (f) reguldr. Wir definieren den Homomorphismus g : W —
V' durch

g:=®po[ME(f)] tods"
Es gilt dann
gof=2po[MEN " o5t o f =Ppo[ME() ™ 0®5 0 fodpodp!
= ®po[ME(f)] 7 o ME(f) o @yl =idy.
Ebenso kann man zeigen:
Also besitzt f eine Inverse, nimlich f~! = g.
Sei nun f ein Isomorphismus und M§(f~!) die Matrix der Umkehrabbildung
beziiglich der Basen C und B. Es ist
MS(fFYHME(f) =05 o f Lodpod;lo fodp = E,.
Ebenso zeigt man
ME(f)ME(f™1) = En.
Daher ist M§(f~1) die Inverse zu ME(f). O

Bemerkung 4.4.9. Seien V und W zwei Vektorrdume iiber demselben Korper K
mit (endlichen) Dimensionen n und m. Sei f : V' — W eine lineare Abbildung. Seien
B, C Basen von V, W und ® 5, &« die entsprechenden Koordinatenabbildungen. Sei
ME(f) die Matrix von f beziiglich der Basen B und C. Dann gilt:
1) ker(f) = ®p(ker(ME(f))), insbesondere ist f genau dann injektiv, wenn
der Rang p(ME(f)) = n ist.
2) rg(f) = ®c(rg(ME(f))), insbesondere ist f genau dann surjektiv, wenn
der Rang p(ME(f)) = m ist, und es ist dim (rg(f)) = p(ME(f)).

Beweis. Leichte (hoffentlich?) Ubung. O

4.4.3. Koordinatentransformation.

Bemerkung 4.4.10. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum {iber K. Seien B =

(b1, ,bp) und C = (e1,--+ ,¢,) zwel Basen von V. Es seien &5 und &¢ die
Isomorphismen
K" -V K" -V
dp: “t Do n .
= Z?:l &b; = i MiCi
én Tin

Dann ist @Eltﬁ B : K" — K" jener Isomorphismus, der fiir jedes v € V' den Koordi-

natenvektor @gl(v) von v beziiglich B in den Koordinatenvektor <I>51(v) beziiglich
C berfiihrt.
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Das folgende Diagramm macht die Situation anschaulich. Wir kénnen <I>61<I> B
auch als die Matrix MZ (idy) auffassen.
v 2y
o Lo

N
Definition 4.4.11. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum iiber K. Seien B =

(b1, - ,bp) und C = (c¢1,- -+ ,¢,) zwel Basen von V und @5 und @ die entspre-
chenden Koordinatenabbildungen. Wir definieren
T8 =o' ®p.

Satz 4.4.12. SeiV ein n-dimensionaler Vektorraum tiber K. Seien B = (by,--- ,by)
und C = (1, ,¢,) 2wei Basen von 'V und @5 und ®¢ die entsprechenden Koor-
dinatenabbildungen. Dann gilt:

1) Die Matriz TE ist zugleich ME (idy).

2) Die Matriz TCEf st requldr, und thre Inverse ist Tg,

3) Die Spalten von Tg sind die Basisvektoren by,--- by, geschrieben in Ko-
ordinaten beziglich C.
4) Die Spalten von [TE]™' sind die Basisvektoren c1,--- ,cy,, geschrieben in

Koordinaten beziiglich B. %°
Beweis. Punkt (1): Es ist
TE =0 ' o ®p = O ! oidy o®p = ME(idy).
Punkt (2): Daidy ein Isomorphismus ist, ist nach Satz 4.4.8 TE = ME (idy ) regulér
mit der Inversen
(757" = M (idy") = M (idv) = T
Punkt (3): Nach Satz 4.4.6 die Spalten von TF = ME (idy) die Koordinatenvekto-
ren von
idy(by) =b1, -+, Wdy(bn) = by
beziiglich C.
Punkt (4): Punkt (3) und [TF]~! = T§. O

Satz 4.4.13. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum mit Basen A und B und dazu-
gehorigen Koordinatenabbildungen ® o, ®p : K" — V. Sei W ein m-dimensionaler
Vektorraum mit Basen C und D und dazugehdrigen Koordinatenabbildungen ¢, ®p :
K™ — W. Sei f:V — W eine lineare Abbildung.
Dann ist
Mp(f) = TEME ()T

Beweis. Wir schreiben f als Hintereinanderausfithrung:

f=idwofoidy,

wie das folgende kommutative Diagramm verdeutlicht:

vy vy Loy v gy

B2 A [ [ ee Jen

T<
K™ K™ D s K™

2011 manchen Aufgaben hat man die neuen Basisvektoren in alten Koordinaten gegeben und
kann so zuerst [T5]~! bestimmen und anschlieflend die Inverse berechnen.
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Nach Satz 4.4.7 gilt
Mp(f) = M (idw)ME (f)Mp (idv) = TE ME(f)T5.

Korollar 4.4.14. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum iiber K, seien B und C
zwet Basen von V- mit den entsprechenden Koordinatenabbildungen ®p, Pc : K" —
V. Sei f:V =V ein Endomorphismus. Es gilt:

ME(f) = TEME(N)TE = [T5] " ME(f)T§ .-
Beweis. Satz 4.4.13 und Satz 4.4.12. O

Definition 4.4.15. Seien m,n € N, P,Q € K™*™ Matrizen gleicher Dimension
iiber einem Korper K.

1) P und Q heiflen #dquivalente Matrizen, wenn es regulire Matrizen S €
K™*™ ynd T € K"X" gibt, so dass Q = S~'PT.

2) Sei nun zusitzlich m = n. Die Matrizen P und @ heiflen dhnliche Matrizen,
wenn es eine regulire Matrix T' € K"*™ gibt, so dass Q = T~ PT.

Bemerkung 4.4.16. Seien m,n € N, P,Q € K"™*™ Matrizen gleicher Dimension
iiber einem Korper K.

1) P und @ sind genau dann dquivalent, wenn es einen n-dimensionalen Vek-
torraum V' mit zwei Basen A, B und einen m-dimensionalen Vektorraum W
mit zwei Basen C, D gibt, sowie eine lineare Abbildung f : V' — W gibt, so
dass P und @ die Matrizen derselben Abbildung f beziiglich verschiedener
Basen in V und W sind:

P=M:(f), Q=ME(f).

2) Sei zusitzlich m = n. Die Matrizen P und @ sind genau dann dhnlich,
wenn es einen n-dimensionalen Vektorraum V mit zwei Basen A, B und
einen Endomorphismus f : V' — V gibt, so dass P und @ die Matrizen
derselben Abbildung f beziiglich verschiedener Basen in V' sind:

P=Mi(f), Q=ME5(f).

Beweis. Ubung! Konnen Sie das? Tipp: Fiir V und W kann man K" und K™
nehmen. Fiir die Basen A und C kann man die Einheitsbasen heranziehen. O

Man kann beweisen, dass zwei Matrizen gleicher Dimension genau dann dquiva-
lent sind, wenn sie denselben Rang haben, daher liefert dieser Begriff nichts Neues
und wird selten verwendet. Dagegen ist Ahnlichkeit eine viel stirkere Bedingung
und spielt eine groBe Rolle, denn durch die Wahl einer geeigneten Basis kann man
lineare Abbildungen durch besonders einfache Matrizen darstellen. Mehr dariiber
folgt im zweiten Semester.

Beispiel 4.4.17. Die Matrizen

P=(on) o= )

sind adquivalent, aber nicht dhnlich.
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Beweis. Wir betrachten den Homomorphismus

JR? S R?
=z — Px.

Wir betrachten zwei Basen, welche aus den beiden Einheitsvektoren eq, es bestehen
und sich nur durch die Reihenfolge unterscheiden: E = (ey, e2), die Einheitsbasis,
und B = (eg,e1). Beachten Sie, dass f(e1) = ey, f(e2) = 0. Offensichtlich ist
ME(f) = P. Die Spalten von ME(f) sind die Vektoren f(ez), f(e1) geschrieben
in Koordinaten beziiglich der Einheitsbasis F, also ist MZ(f) = Q. Damit sind P
und @ dquivalent.

Wiren P und @ #dhnlich, so wire also auch Q = Mg (f) beziiglich einer geeigneten
Basis C'. Es ist aber

ME(fof) = ME(f)Mg(f)=P*=P,
ME(fof) = ME(NHME(f) =Q*=0.
Dabher ist einerseits f o f = f und andererseits f o f = 0. Widerspruch! (]

Beispiel 4.4.18. Gegeben sei der Endomorphismus

4 0 -2

R? 5 R®
f:{ TR iep=[0 2 2
r +— Px, _9 9 3

(P ist also die Matrix von f beziiglich der Einheitsbasis FE.)
Wir betrachten in R3 die neue Basis

2\ /-2 1
c=(2].11].|-2).
1 2 2

Wie sieht die Matrix ME(f) von f beziiglich der Basis C aus?

Losung: Wir berechnen zunéchst die Matrix zur Koordinatentransformation: Die
Spalten von T’ g sind die Basisvektoren von C' in Einheitskoordinaten, also ist

2 -2 1
TS =12 1 -2
1 2 2

Als niichstes berechnen wir TF = [T§]~%:

2 -2 1 1 00
2 1 =2 01 0
1+ 2 2 0 0 1

0 -6 -3 1 0 -2
0 -3 -6 0 1 -2

Ix 2 2 00 1
0 -2 -1 1/3 0 -2/3
0 1x 2 0 -1/3 2/3
1« 2 2 0 0 1
0 0 3 1/3 —2/3 2/3
0 1x 2 0 -1/3 2/3

1« 0 -2 0 2/3 -1/3
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0 0 1« 1/9 —2/9 2/9

1x 2 0 -1/3 2/3
1« 0 =2 0 2/3 -1/3
0 0 1x 1/9  —2/9 2/9
0 1x 0 -2/9 1/9 2/9
1= 0 0 2/9 2/9 1/9
1= 0 0 2/9 2/9 1/9
0 1x 0 -2/9 1/9 2/9
0 0 1x 1/9 -2/9 2/9
Also ist
1 2 2 1
Téf:§ -2 1 2
1 -2 2
Nun ist
ME(f) = TEPTG
1 2 2 1 4 0 -2 2 -2 1
= 3 -2 1 2 0 2 2 2 1 =2
1 -2 2 -2 2 3 1 2 2
1 2 2 1 6 —12 0
= 3 -2 1 2 6 6 0
1 -2 2 3 12 0
1 27 0 O
= 35 0 54 0
0 0 O
Beziiglich der Basis C' hat f die Diagonalmatrix
3 00
ME(H) =0 6 0
0 0 0

O

Im zweiten Semester werden wir lernen, wie man systematisch Basen finden kann,
in denen sich Endomorphismen besonders einfach schreiben lassen.

4.5. Faktorrdume.
4.5.1. Aquivalenzrelationen.

Definition 4.5.1. Sei M eine Menge. Eine Relation auf M ist eine Teilmenge von
M x M. Ist R eine Relation, und sind a,b € M, so sagen wir: A steht zu b in der
Relation R genau dann, wenn (a,b) € R.

Fiir unseren Hausgebrauch stellen wir uns vor: Eine Relation ist eine Beziehung zwischen den
Elementen von M, zwei Elemente stehen entweder in dieser Beziehung, oder nicht. (Ich hoffe, Sie
merken, dass der eben geschriebene Satz zu einer mathematischen Definition nicht taugt!)

Die formale Definition 4.5.1 erlaubt, Relationen durch den Begriff der Menge einzufiihren,
womit man alle logischen und mengentheoretischen Schwierigkeiten, die man bei der axiomatischen
Grundlegung des Mengenbegriffs tiberwinden muss, nicht noch einmal aufs Neue fiir die Einfiihrung
des Relationsbegriffs bewéltigen muss.

Zum Beispiel: Die Gleichheit auf einer Menge ist eine Relation. Entweder zwei Elemente sind
gleich (ndmlich, wenn es in Wirklichkeit dasselbe Element ist) oder nicht. Auf der Menge R sind
< oder < zwei weitere Relationen. In der Menge Z gibt es zum Beispiel auch die Relationen “a
ist ein Teiler von b” oder “a — b ist eine gerade Zahl”.
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Definition 4.5.2. Sei M eine Menge und ~ eine Relation auf M mit den folgenden
drei Eigenschaften:

(Va € M) a~a Reflexivitit,
(Va,b e M) a~b=>b~a Symmetrie,
(Va,b,ce M) [a~bAb~c]=a~c  Transitivitit.
Dann heiBt ~ eine Aquivalenzrelation auf M.

Fiir Aquivalenzrelationen nimmt man gerne Symbole, welche dem Gleichheitszeichen @hnlich
sehen. Gleichheit ist die einfachste Aquivalenzrelation.

Beispiel 4.5.3.

1) Sei M eine Menge. Die Gleichheit auf M ist eine Aquivalenzrelation.
2) Seien M, N Mengen und f : M — N eine Abbildung. Die Relation:

v~y f(z) = fy)

ist eine Aquivalenzrelation.
3) Sei k € N. Die Relation

=~y &k teilt (y —x)
ist eine Aquivalenzrelation auf Z.
4) Sei K ein Kérper und n € N. Auf K™*" ist die Relation
A~ B :& A und B sind dhnliche Matrizen

eine Aquivalenzrelation.

Satz 4.5.4. Sei M eine Menge.
1) Seill eine Partition auf M*'. Dann ist die folgende Relation eine Aquiva-
lenzrelation auf M :
x>~y QU eld) [reUnyel].
Die folgende Definition erkldrt eine surjektive Abbildung m: M — U:
m(z)=U:&xel.

Diese Abbz’ldqng nennt man die kanonische Projektion von M auf U.
2) Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Ist x € M, so definieren wir die
Aquivalenzklasse von x durch

(2] ={ye M | x ~y}.
Dann ist die Menge U = {[z] | © € M} eine Partition auf M, und die

Abbildung
M —U
T
x [z
st die dazugehorige kanonische Projektion.

Beweis. Punkt (1): Seild eine Partition auf M. Sei z € M. Nach Definition 2.3.10 (1)
gibt es mindestens ein U € Y mit x € U. Sind U,V € Y mit z € U und = € V, so
gilt U = V nach Definition 2.3.10 (2). Daher gibt es genau ein U € Y mit = € U,
und damit ist 7 eine Abbildung von M nach U. Weil nach Definition 2.3.10 (3)
jedes U € U mindestens ein Element enthilt, ist 7 surjektiv.

Wir betrachten nun die Relation ~ und iiberpriifen die drei Eigenschaften der
Aquivalenzrelationen. Zunichst gibt es fiir jedes z € M eine Klasse U € U mit
x € U. Somit ist x e U Az €U, also x ~ .

2lgiehe Definition 2.3.10
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Sind z,y € M mit x ~ y, also gibt es eine Klasse U € Y mit x € U Ay € U, das ist
dasselbe wie y € U Az € U. Also ist auch y ~ =.

Sind z,y,z € M mit x >~y und y ~ z. Also gibt es Klassen U,V € U mit z,y € U,
y,z € V.Day e UNV, ist U = V wegen Definition 2.3.10 (2) und wir haben
x,z € U. Also gilt x ~ 2.

Punkt (2) Sei nun ~ eine Aquivalenzrelation auf M und zu jedem = € M sei [z] die
Aquivalenzklasse von z. Wir zeigen die drei Eigenschaften einer Partition. Zuniichst
gilt fiir jedes © € M wegen der Reflexivitidt x ~ z, daher ist x € [z]. Also ist jedes
2 in mindestens einer Klasse enthalten.

Sind x,y € M so, dass [z] N [y] # 0, das heiBt, es gibt ein z € M mit z ~ z und
y ~ z. Wir zeigen: [z] C [y]: Sei u € [z], also v ~ z. Dann gelten also (unter
Ausniitzung der Symmetrie) folgende Relationen:

Y~z 2T, T U

Also ist wegen der Transitivitit y ~ u und folglich u € [y]. Ebenso zeigt man
[y] C (2], also ist [y] = [z].

Da x € [z], ist keine Klasse [z] leer. O

Schreibweise 4.5.5. Es gibt keine normierte Schreibweise fiir die Aquivalenzklasse
von z, jedoch werden die Schreibweisen (), [x] und T hiufig verwendet.

4.5.2. Nebenklassen und Faktorrdume.
Wir zeigen zunéchst mit Zeichnungen einige Nebenklassen eines eindimensionalen Unterraumes
von R2, und Nebenklassen von Unterriumen des R3.

Satz 4.5.6. Sei V ein Vektorraum tber K, und W ein Unterraum von V. Wir
definieren die folgende Relation auf V :
=y ey—zeW
Dann gilt:
1) Die Relation = ist eine Aquivalenzrelation auf V.
2) Die Relation = ist im folgenden Sinn vertrdaglich mit den Vektorraumope-

rationen: Seien x1,T2,y1,y2 € V, A € K so, dass x; T2 und yp VEV Yo

‘ w
Dann ist

T4+ Yy =x2+y2 und Arp = Axo.
w w
3) Die Aquivalenzklasse [x] von x beziiglich der Relation = ist
Zl=z+W={z+w| weW}
Beweis. Punkt (1): Wir zeigen die drei Eigenschaften der Aquivalenzrelation. Wir

werden immer wieder verwenden, dass W ein Unterraum ist. Zunéchst gilt x —z =
0eWw, alsoa:%/xfiirjedesxe‘/. Sindm,ermithEVy, alsov:=y—z e W.
Dann ist x —y = —v € W, und damit y =2z Sind z,y,z € V mit « =y und y =2
soistalsov:=y—xzeW, undw=z2—y € W. Damitist z—z=w+v € W und
folglich = = 2.
w

Punkt (2): Sei 1 = 1, d.h., v:=25—21 € W, und sei y; = 4o, dh.w:=ys—1y €
W. Sei A € K. Es ist dann (22 +y2) — (x1+11) = v+w € W, also 21+ 41 = a3 + o,
und Axs — Ary = Av € W, also Azy VEV ATa.

Punkt (3): Es ist y € [z] genau dann, wenn y =, also, wenn es ein w € W gibt

mit y — x = w, d.h. aber, y = = + w. O
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Definition 4.5.7. Sei V ein Vektorraum iiber K, und W ein Unterraum von V.
Sei = und [z] definiert wie in Satz 4.5.6.

1) Zu jedem x € V heifit die Aquivalenzklasse [x] = 2 + W die Nebenklasse
oder Faser von x beziiglich W.
2) Die Partition V/W := {[z] | © € V'} heifit der Faktorraum von V' beziiglich
w.
Satz 4.5.8.
1) Die folgenden Operationen auf V/W sind wohldefiniert: Seien x,y € V und
[x], [y] € V/W ihre Nebenklassen. Sei A € K.
[#] + [yl ==l +yl,  Alz] = [Az].
2) Mit diesen Operationen ist V/W ein Vektorraum dber K. Der Nullvektor
in V/W ist [0] = W.
3) Die kanonische Projektion
Vo = V/W
RS
ist eine surjektive lineare Abbildung mit Kern W.
Beweis. Punkt (1): Jede Nebenklasse [x] € V/W lisst sich als Nebenklasse ver-
schiedener Elemente aus V' zeigen. Wir miissen zeigen, dass die Definition von der

Wahl dieser Elemente unabhéngig ist. Sei also [z1] = [z2], [y1] = [y2]. Wir miissen
zeigen [z + y1] = [22 + y2]. Es gilt aber z; = a2 weil 29 € [x9] = [21] und ¥ =y,

Axo. Damit ist aber

also nach Satz 4.5.6 auch x; + y1 To + yo und Az

=l

[1 + y1] = [z2 + yo] und [Az4] = [)\xz‘i

Punkt (2): Hier muss man die Vektorraumaxiome Punkt fiir Punkt durchrechnen.
Wir zeigen zum Beispiel eines der Distributivgesetze: Seien [z], [y] € V/W, X € K.
Es ist dann (unter Beniitzung von Punkt (1) und des Distributivgesetzes in V):

Alz] + [y]) = Ale + 9l = [Me + )] = Mo + Ay = [Az] + [Ay] = Afz] + Aly.

Die anderen Axiome gehen dhnlich. Es ist [—z] = —[z] und der Nullvektor in V/W
ist [0]. Es ist aber [0] =0+ W =W.

Punkt (3): Als kanonische Projektion auf die Klassen einer Aquivalenzrelation ist
7 eine surjektive Abbildung. Es ist wegen Punkt (2):

T(Az + py) = [Az + py] = Alz] + plyl,
also ist 7 linear. Letztlich ist
x € ker(m) & [z] =[0] & 2 € W.
O

Bemerkung 4.5.9. Sei V ein Vektorraum iiber K und W ein Unterraum von V.

1) Dann gibt es einen Vektorraum Z und eine lineare Abbildung f : V — Z
so, dass ker(f) = W.
2) Ist zusétzlich dim(V') < oo, dann gilt

dim(V/W) = dim(V) — dim(W).

Beweis. Punkt (1): Wéhle Z = V/W und f = .
Punkt (2): Es ist W = ker(n) und V/W = rg(m). Nun folgt die Bemerkung aus
Satz 4.1.11, angewendet auf die lineare Abbildung 7. O
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Die Konstruktion von Faktorstrukturen wird in der Algebra oft verwendet: Analog kann man
fiir Gruppen oder Ringe Faktorstrukturen definieren. Wihrend aber jeder Unterraum eines Vek-
torraums die Bildung eines Faktorraumes erlaubt, und damit Kern einer linearen Abbildung sein
kann, kann bei nicht-kommutativen Gruppen nur beziiglich ganz speziellen Untergruppen, den
sogenannten Normalteilern, eine Faktorgruppe gebildet werden. Auch nicht jeder Unterring eines

Ringes eignet sich zur Bildung eines Faktorringes, sondern nur die sogenannten Ideale.

4.5.3. Der Faktorisierungssatz.

Satz 4.5.10. Seien U,V Vektorrdume tber K, sei f : V — U eine lineare Abbil-
dung. Es seien

7r.{V — V/ker(f) j_{rg(f) - U
e =] B ¢ oy

Dann gibt es einen Isomorphismus f : V/ker(f) — rg(f) so, dass f = jo fo.
Das folgende Diagramm wird also kommutativ:
v v
ﬂlsurjektiv jTinjektiv
7
V/ker(f) ——— rg(f)
ijektiv

Beweis. Wir definieren

T\ - ).

Wir miissen zuniichst zeigen, dass f wohldefiniert ist. Jede Nebenklasse aus V/ker(f)
lasst sich in der Form [z] mit € V schreiben. Ist [21] = [z2], so miissen wir zeigen,
dass f(x1) = f(z2). Es gilt aber

(1] = [22] & w2 — 21 € ker(f) & f(x2) — f(21) =0 f(x1) = f(2).

Wir haben damit gezeigt, dass f wohldefiniert ist, und zugleich erhalten, dass f
injektiv ist. Da jedes y € rg(f) sich in der Form y = f(x) mit einem x € V schreiben
lésst, ist

~{wmw>%@m,

y = fla) = f([2)),

also ist f surjektiv. Wir zeigen, dass f linear ist:

FQlz] + ply]) = F(Ae + wy]) = fQz + py) = A (@) + pwf (y) = Af([2]) + wf ([y])-
0

Korollar 4.5.11. Seien U, V,W Vektorraume tber K, seien f : V — U und g :
V — W lineare Abbildungen, und sei ker(f) = ker(g). Dann sind die Bilder rg(f)
und rg(g) isomorph.

Beweis. Beide Bilder sind isomorph zu V/ ker(f). O
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5. DETERMINANTEN

5.1. Definition der Determinante. Wir erkliren zunichst an Zeichnungen anschaulich
Inhalt und Orientierung

Definition 5.1.1. Sei K ein Korper, n € N und det : K"*" — K eine Funktion.
Die Funktion det heifit eine Determinante, wenn die folgenden Eigenschaften erfiillt
sind:

1) Die Funktion det ist linear in den Zeilen, d.h., sind

- a _ - _
A=|- a -|, B=|- b -
- an, - - an, -

zwel Matrizen mit Zeilen ay, by, die sich nur in der i-ten Zeile unterscheiden,
und sind A, u € K, so ist

- a1 - - a1 = - a1 =
det | — Xa;+pub; — | =Adet| — a; —|+pdet|— b —
- Gn, - - Qn, - - Qn, -

(Man sagt auch, die Determinante ist multilinear.)
2) Hat A zwei gleiche Zeilen, so ist det(A) = 0:

det : =0.

3) Die Determinante der Einheitsmatrix ist det(E,) = 1. (Man sagt auch, det
ist normiert.)

Bemerkung 5.1.2. Wir werden im Zuge von Kapitel 5 zeigen, dass es auf K"*" ge-
nau eine Determinante gibt. Zunéchst werden wir zeigen, dass — wenn es iiberhaupt
eine Determinante gibt — diese mit Hilfe von Pivottransformationen zu berechnen
geht. Das zeigt auch, dass es hochstens eine Determinante gibt.

Erst in Unterabschnitt 5.3 werden wir, mit Hilfe einer komplizierten, fiir die
praktische Rechnung wenig niitzlichen Formel beweisen kénnen, dass es eine Deter-
minante gibt. Damit ist dann gezeigt, dass es genau eine Determinante gibt.

Erst damit wird die folgende Schreibweise endgiiltig gerechtfertigt, die wir bereits
jetzt verwendet haben: det : K"*" — K bezeichnet die Determinante. Statt det(A)
schreibt man auch oft |A|, oder die Matrix A zwischen senkrechten Strichen statt
Klammern.

Bemerkung 5.1.3. Die Determinante ist linear in den einzelnen Zeilen, aber im
Allgemeinen gilt

det(AA) # Adet(A), det(A+ B) # det(A) + det(B).
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Statt dessen gilt fiir A € K™"*":

det(AA) = A" det(A).

5.1.1. Berechnung der Determinante mit Pivottransformationen.
Der folgende Satz zeigt, wie sich eine Determinante bei Anwendung von elemen-
taren Zeilentransformationen verhélt (vgl. Definition 3.3.12).

Satz 5.1.4. Sei K ein Kéorper und det : K"*™ — K eine Determinante. Dann gilt:

1) Entsteht B aus A, indem eine Zeile von A mit einem Skalar X multipliziert
wird, so ist det(B) = Adet(A).

2) Entsteht B aus A, indem ein Vielfaches einer Zeile von A zu einer anderen
Zeile von A addiert wird, so ist det(B) = det(A).

3) Entsteht B aus A durch Vertauschung von zwei Zeilen, so ist det(B) =
—det(A). (Man sagt auch, die Determinante ist alternierend.)

4) Sind die Zeilen von A linear abhingig, so ist det(A) = 0.

Beweis. Punkt (1): ist eine unmittelbare Folge von Definition 5.1.1 (1).
Punkt (2): Wir beniitzen erst Definition 5.1.1 (1), dann Definition 5.1.1 (2):

— a;+Xa; — - a; — - a; — - a; -

— aj — - aj — - Gy — -  aj -

Punkt (3) Wir beniitzen merhmals den eben bewiesenen Punkt (2), und ganz am
Ende die Linearitét in den Zeilen:

- a; — - a;ta; — — a; + a; -
- a - - a; - - a;—(aj+a;) —
- a;t+a; — - a; - - a; —
- T4 = - T4 - - 4 =
Punkt (4) Sei A eine Matrix mit den Zeilen ay,--- ,a,. Sind die Zeilen von A linear

abhéngig, so gibt es einen Index ¢ und Koeffizienten A, € K (fiir k # ¢), sodass

a; = Z )\kak.

ki
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Wir verwenden nun die Multilinearitéit und anschlieBend Definition 5.1.1 (2):

— a1 — '
: — )\kak — - ar —

- Zk;ﬁi Akap  —| = Z : = Z)\k : = 0.
: k#i | _ ay _ k#i — ap -

— an —

O

Bemerkung 5.1.5. Wir wissen jetzt: Ist det eine Determinantenfunktion, und ist
A eine singuldre Matrix, so ist det(A) = 0. Spéiter werden wir beweisen: A ist genau
dann singulédr, wenn det(A) = 0.

Algorithmus 5.1.6. Sei K ein Korper, det : K»*" — K eine Determinantenfunk-
tion. Sei A € K"*". Das folgende Verfahren liefert det(A):

1) Setze D = 1.
2) Fiihre A durch Pivotschritte in verallgemeinerte Zeilenstufenform iiber. Da-
bei dndere bei Bedarf D:
— Wird das Vielfache einer Zeile zu einer anderen addiert, wird D nicht
veradndert.
— Wird eine Zeile mit A # 0 multipliziert, so wird D durch A dividiert.
— Werden zwei Zeilen vertauscht, so wird das Vorzeichen von D umge-
kehrt.
Wenn bei der Umformung eine Nullzeile entsteht, so ist det(A4) = 0. Stop.
4) Wenn bei der Umformung keine Nullzeile entsteht, wurden alle Zeilen als
Pivotzeilen verwendet. Ordne die Zeilen durch Vertauschung so um, dass
die Pivotelemente auf der Diagonalen stehen. Bei jeder Vertauschung édnde-
re das Vorzeichen von D. (Hinweis: Die Nicht-Pivotelemente spielen keine
weitere Rolle, man darf sie ohne Weiteres durch 0 ersetzen.)
5) Multipliziere D mit dem Produkt der Pivotelemente.
6) det(A) = D.

w
=

Beweis. Durch Schritt (2) entsteht aus A eine neue Matrix B. Wegen Satz 5.1.4 ist
det(A) = D det(B).

Ist p(4) < n, also A singulér, so enthilt B eine Nullzeile. In diesem Fall ist wegen
Satz 5.1.4 (4) die Determinante det(A4) = 0.

Ist A regulir, so entsteht keine Nullzeile. Daher kommen alle Zeilen als Pivotzeilen
und alle Spalten als Pivotspalten vor. Wir fithren in Gedanken — nicht rechne-
risch — die Riicksubstitutionsschritte aus, mit denen die Nicht-Pivotelemente auf 0
reduziert werden. Diese &ndern die Determinante nicht. Daher diirfen wir alle Nicht-
Pivotelemente durch Null ersetzen. Anschlieend kénnen wir die Zeilen vertauschen,
bis alle Pivotelemente auf der Diagonalen stehen. Es entsteht eine Diagonalmatrix
C. Mit jeder Vertauschung éndern wir das Vorzeichen von D, daher gilt nun nach
Satz 5.1.4 (3) die Determinante det(A) = D det(C). Letztlich dividieren wir (in
Gedanken) jede Zeile durch das Pivotlement, das in dieser Zeile steht, und multi-
plizieren dafiir D mit dem Pivotelement. Es entsteht die Einheitsmatrix, und wegen
Satz 5.1.4 und Definition 5.1.1 (3) ist det(4) = D det(E,) = D. O
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Beispiel 5.1.7. Berechnen Sie die Determinante
-8 3 2 -3
1 -5 -6 -21
13 6 -—-10 =27

2 4 2 9

Losung: Pivotschritte, welche die Determinante nicht verédndern:

-8 3 2 -3

1 -5 -6 =21
13 6 —10 -—-27
2 4 2% 9

—-10 -1 0 —12
7 7 0 6%
23 26 0 18
2 4 2% 9
4 13 0 0
7 7 0 6%
2% 5 0 0
2 4 2% 9

0 3% 0 0

7 7 0 6%
2% 5 0 0

2 4 2% 9

Wir wissen jetzt: Die Matrix hat vollen Rang, ist also regulir. Ab jetzt spielen
die Nicht-Pivotelemente keine Rolle mehr, wir interessieren uns nur mehr fiir die
Pivotelemente. Wir vertauschen Zeilen so lange paarweise, bis die Pivotelemente
auf der Diagonalen liegen.

0 3 00
0 0 0 6
2 0 0 0
0 0 2 0
0 3 00
2 0 0 O
0 0 0 6
0 0 2 0
2 0 0 0
0 3 00
0 0 0 6
0 0 2 0
2 0 00
0 3 00
0 0 2 0
0 0 0 6

3 Vertauschungen, eine ungerade Zahl, daher wird das Vorzeichen umgedreht. Also
ist det(4) =—-2-3-2-6=—-"72. O
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5.1.2. Dreiecksmatrizen und Blockmatrizen.

Definition 5.1.8. Sei A = (e ;)i j=1,. ,n €ine quadratische Matrix.
1) A heifit obere Dreiecksmatrix, wenn unter der Diagonalen nur Nullen ste-
hen, d.h., falls ¢ > j, dann ist o ; = 0.
2) A heiit untere Dreiecksmatrix, wenn iiber der Diagonalen nur Nullen ste-
hen, d.h., falls ¢ < j, dann ist a; ; = 0.
3) A heiit Diagonalmatrix, wenn auflerhalb der Diagonalen nur Nullen stehen,
d.h. falls ¢ # j, dann ist a; ; = 0.

Korollar 5.1.9. Die Determinante einer Dreiecksmatriz ist das Produkt der Dia-
gonalelemente.

Beweis. Eine Dreiecksmatrix ist bereits in Zeilenstufenform, und die Pivotelemente
sitzen bereits auf der Diagonalen. O

Definition 5.1.10. Sei K ein Korper, mq,mo,n1,ns € N. Seien

_ miXn
A = (@)=t my, =1, m € KM,

B = (5i,j)i=17..‘7m1,j=1,m’n2 c Kmlan’

Cc = (%J)izl,---,mg,j:LA..’nl e Kmxm,

D = (5i,j)i:1,... s, =1, s € Km2xnz
Wir definieren die Blockmatrix

aq.1 te Q1 ny 51,1 to 51,n2

A B - Qmy, 1 0 Omgng B?rn,l tt B?nhng
¢ D 10 M 011 o O,

Tma, 1 Ymama 6771271 e 677127712
Ist m; = 1 und ma = na (also A und D quadratisch) und einer der Blocke B oder
C eine Nullmatrix, so heifit die Blockmatrix eine Blockdreiecksmatrix. Sind A und
D quadratisch, und beide anderen Blocke Nullmatrizen, so heifit die Blockmatrix
eine Blockdiagonalmatrix.

Bemerkung 5.1.11. Definition 5.1.10 ldsst sich analog auch fiir Matrizen mit
mehr als 2 x 2 Blocken verallgemeinern.

Satz 5.1.12. Sei K ein Korper, seien A € K™*™ D € K"*" quadratisch und
B e Km*™ ¢ € K™, Seien det,,, det,, det,, ., Determinanten auf K™>*™ Km»x™
und K(m+n)x(m+n) (Wir werden die Indizes m,n,m + n weglassen, aus dem Zu-
sammenhang ist klar, welche der drei Determinanten jeweils gemeint ist.) Dann

15t
A B A 0
det <O D) = det (C D) = det(A) det(D).

Beweis. Der Kiirze halber schreiben wir

r-(2 2)

Sei A singulédr. Dann sind die Spalten von A, und folglich die ersten m Spalten
von T, linear abhéngig, und damit ist die Blockmatrix singuldr. In diesem Fall ist
det(T") = 0 und auch det(A)det(D) =0 - det(D) = 0.

Sei D singulédr. Dann sind die Zeilen von D, und folglich die letzten n Zeilen von T,
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linear abhéingig, und daher ist T singulédr. Wieder folgt 0 = det(T") = det(A) det(D).
Nun seien sowohl A als auch D reguldr. Durch Pivotschritte und Zeilenvertau-
chungen ldsst sich A in eine Diagonalmatrix A; umwandeln. Wir fithren dieselben
Schritte mit den ersten m Zeilen von 1" durch und erhalten eine Matrix

& Al Bl

T= ( 0 D) ’
Auch D 1Bt sich durch Zeilentransformationen in eine Diagonalmatrix D; um-
wandeln. Dieselben Transformationen, angewendet auf die letzten n Zeilen von T,

ergeben eine Matrix
(A B
= ( 0 D1> '

Sei nun a das Produkt der Diagonalelemente von A; und d das Produkt der Dia-
gonalelemente D1, sei p die Anzahl der Zeilenvertauschungen unter den Transfor-
mationen, die A in A; umwandeln, und ¢ die Anzahl der Zeilenvertauschungen bei
der Umwandlung von D in D;. Es ist dann ad das Produkt der Diagonalelemente
von T} und p + ¢ die Anzahl der Zeilenvertauschungen bei der Umwandlung von T’
in T7. Dann ist

det(A) = (=1)?a, det(D) = (—1)%d, det(T) = (—1)?*%ad = det(A) det(D).

Der Beweis fiir die andere Blockdreiecksmatrix geht ebenso. O

5.1.3. Die Findeutigkeit der Determinante.

Satz 5.1.13. Auf K"*™ gibt es hichstens eine Determinante.

Beweis. Wenn es iiberhaupt eine Determinante gibt, ist sie das eindeutige Ergebnis
der Berechnung durch Algorithmus 5.1.6. (]

5.2. Multiplikationssatz fiir Determinanten.
5.2.1. Matrizmultiplikation und Determinante.

Lemma 5.2.1. Sei K ein Korper, und seien Tiausch(4,7), Tadd(Z, 7, A), Tt (2, A)
die n x n-Elementarmatrizen aus Definition 4.2.25. Sei det eine Determinante auf
K™*™ . Dann gilt fir alle Matrizen A € K"*"™:

det(Tiausen(3,4)A) = —det(A),
det(Tadd (i,j, )\)A) = det(A),
det(Touns (i, \)A) = A det(A).

Insbesondere ist
det(Tiausen (4, 5)) = —1,  det(Taga(i,5,A) =1,  det(Tmus(i, A)) = A.

Beweis. Die Linksmultiplikation mit Elementarmatrizen ist eine elementare Zeilen-
umformung. Daher ist das Lemma nichts anderes als eine Umformulierung von
Satz 5.1.4. Die Determinanten der Elementarmatrizen ergeben sich, wenn man fiir
A die Einheitsmatrix A = E,, einsetzt. O

Lemma 5.2.2. Jede requldre Matriz in K™*™ ldsst sich als Produkt von Elementar-
matrizen schreiben.



108 GERTRUD DESCH

Beweis. Ist A reguldr, so haben wir in Algorithmus 4.3.10 gesehen, dass sich A
durch elementare Umformungen auf die Einheitsmatrix reduzieren lésst, also E,, =
TowTp_1---ThA, dh., A= T1_1 -+ T 1E,. Nach Lemma 3.3.13 sind auch die In-
versen der Elementarmatrizen wieder Elementarmatrizen. (]

Satz 5.2.3. Sei K ein Korper und det eine Determinantenfunktion auf K"*™. Seien
A, B € K"™, Dann ist

det(AB) = det(A) - det(B).
Beweis. Ist A singulér, so ist auch AB singuldr. Also gilt dann nach Satz 5.1.4 (4)
det(A) = det(AB) =
Insbesondere ist also
det(AB) = 0 = 0det(B) = det(A) det(B).

Ist A regulér, so lidsst sich A nach Lemma 5.2.2 in der Form A = Ty ---T,, mit
Elementarmatrizen T}, schreiben. Nach Lemma 5.2.1 gilt det(7;C) = det(T;) det(C)
fiir jedes C € K™*". Damit gilt (mlttels vollstédndiger Induktion nach m):

det(4) = det(T}-- E,) =11", det(T;) - 1,
det(AB) = det(T}-- ) I | det(T;) - det(DB).
Also ist det(AB) = det(A) det(B). O

Satz 5.2.4. Sei det eine Determinante auf K™*™ und A € K"*". Dann hat die
Transponierte AT dieselbe Determinante wie A:

det(AT) = det(A).
Beweis. Ist A singuliir, also p(A) < n, so ist auch p(AT) = p(A) < n. Daher ist
auch AT singuliir, und beide Determinanten sind Null: det(A) = det(AT) = 0.

Ist A regulér, so ist nach Lemma 5.2.2 A = Tj - -- T}, mit Elementarmatrizen T;.
Man sieht leicht, dass die Transponierten der Elementarmatrizen wieder Element-
armatrizen mit derselben Determinante sind. Also ist

det(AT) = det(TT .. TI) =TI, det(T}) = I, det(T;) = det(A).
O

Korollar 5.2.5. Algorithmus 5.1.6 zur Berechnung der Determinante funktioniert
ebenso, wenn man statt Zeilenumformungen Spaltenumformungen verwendet.

Beweis. Spaltenumformungen an A entsprechen Zeilenumformungen an A7, O

5.2.2. Determinante als Kriterium fir Regularitit.

Satz 5.2.6. Sei det eine Determinante auf K"*"™ und A € K"*". Es gilt:
A ist genau dann regulir, wenn det A # 0. In diesem Fall ist
1
det(A)’
Beweis. Ist A singulér, so sind die Zeilen von A linear abhéngig, folglich ist nach
Satz 5.1.4 die Determinante det(A) = 0. Ist A reguliir, so ist nach Satz 5.2.3

1 =det(E,) = det(AA™") = det(A) det(A™1).

det(A™1) =
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5.3. Existenz der Determinante.

5.3.1. Permutationen.

Definition 5.3.1. Sein € Nund o : {1,--- ,n} — {1,--- ,n} eine bijektive Abbil-
dung. Dann heifit o eine Permutation auf der Menge {1,--- ,n}.
Mit S,, bezeichnen wir die Menge aller Permutationen auf {1,--- ,n}.

Schreibweise 5.3.2. Eine Permutation ¢ € §,, konnen wir anschreiben, in dem
wir in der ersten Zeile die Zahlen 1,---  n, und darunter die Werte o(1),--- ,0(n)
anschreiben. Es ist iiblich, diesen Ausdruck in Klammern zusammenzufassen. Aus
dem Zusammenhang miissen Sie erkennen, dass dies keine Matrix, sondern die Be-
schreibung einer Permutation ist.

Beispiel 5.3.3. Die Permutation

bildet folgendermaflen ab:
o(l)=2, o(2)=4, 0(3)=3, o4 =1.

(1 2 3 4
=4 3 21

Berechnen Sie die Hintereinanderausfiihrungen o o 7 und 7 o o, und o~ 1.

Sei

Lésung: Wir berechnen nacheinander [oo7](4) fiir i = 1,2, 3,4 und tragen die Werte
in die Beschreibung von o o 7 ein. Es ist 7(1) = 4, also [c o 7](1) = 0(4) = 1. Es ist
7(2) = 3, daher [ o 7|(2) = 0(3) =3, us.w.:

4

2 )

[
goT = 1

N 4
TOO = 3 4]

Zur Berechnung von o~ ! beachten wir zuniichst: (1) = 2, daher ist c=1(2) = 1.
Wir tragen in der Beschreibung von o~ den Wert 1 unter der Stelle 2 ein, u.s.w.:

. (1 2 3 4
T =4 1 3 2/)°

— N W N
N W W

Satz 5.3.4. Sein € N.

1) S, bildet mit der Hintereinanderausfiihrung eine Gruppe, die sogenannte
symmetrische Gruppe. Dabei ist das neutrale Element die Identitdt id, das
inverse Element zu o € S,, die Umkehrabbildung o~ *.

2) Istn >3, dann ist S,, nicht kommutativ.

3) S, enthiltn! :==n-(n—1)---2-1 Elemente. (Die Zahl n! bezeichnet man

als n factorielle.)

Beweis. Punkt (1): Da die Hintereinanderausfithrung von bijektiven Abbildungen
wieder bijektiv ist, ist o eine innere Verkniipfung auf S,,. Bekanntlich ist die Hinter-
einanderausfithrung von Funktionen assoziativ. Es ist id oo = 0 0 id = o, daher ist
id das neutrale Element. Fiir die Umkehrabbildung o~! gilt coo™! = 07100 = id,

also ist 0~1 das inverse Element zu o.
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G13E)-G11E) - (31
GasiDGise) =613

Punkt (3): Wenn wir eine Permutation o auf {1, -- ,n} zusammenbauen, haben wir
zunéichst n Moglichkeiten, das Bild o (1) festzulegen. Nun ist einer der Werte aus
1---n vergeben, und wir haben noch n—1 Méglichkeiten, das Bild o(2) festzulegen.
Wir haben also bisher n(n—1) verschiedene Moglichkeiten, o(1) und o(2) zu fixieren.
Es bleiben n — 2 Moglichkeiten fiir o(3), u.s.w. O

Punkt (2) Es ist

W N =
N W W Ww
N
N W N
W W N W
R
=N W N
N W~ W
B~

Definition 5.3.5.

1) Sei ¢ € S, eine Permutation. Ein Fehlstand von o ist ein Paar (7,7) mit
i<je{l,---,n} so, dass o(j) < a(i).

2) Sei m die Anzahl der Fehlstdnde von o. Dann ist das Vorzeichen oder
Signum von o

sgn(o) == (—=1)™.

3) Ist sgn(o) = 1, so heifit o eine gerade Permutation, sonst heifit o eine

ungerade Permutation.

Beispiel 5.3.6. Welche Fehlstdnde und welches Vorzeichen hat die Permutation
S (1 2 3 45 6) 9
5 3 1 6 4 2
Losung: Fehlsténde sind iiberall da zu finden, wo in der zweiten Zeile eine grofere
Zahl vor einer kleineren steht: Es steht:
5 vor den kleineren Zahlen 3, 1, 4, 2. Daher sind die Paare (1,2), (1,3), (1,5) und
(1,6) Fehlsténde. Das sind einmal 4 Fehlsténde.
3 vor 1 und 2, das gibt 2 weitere Fehlstédnde.
1 vor keiner kleineren Zahl, kein weiterer Fehlstand.
6 vor 4 und 2, gibt 2 weitere Fehlsténde.
4 vor 2, noch ein Fehlstand.

Insgesamt haben wir 9 Fehlstéinde, eine ungerade Zahl. Also ist sgn(7) = —1, und
T ist eine ungerade Permutation. U

Definition 5.3.7. Sei 1 < i < j < n. Die Permutation
j wenn k =1,
7(k):==<4i wenn k =j,
k  wenn k & {i,j},

heifit eine Vertauschung. Ist insbesondere j = i + 1, so heifit 7 eine Nachbarvertau-
schung oder Transposition.

Lemma 5.3.8. Jede Vertauschung ist ungerade.

Beweis. Wir suchen die Fehlstédnde in der Vertauschung
S R S A S
) G e G d G
Es steht in der zweiten Zeile j vor den kleineren Zahlen (i +1),---,(j — 1),4, das

gibt j — ¢ Fehlsténde.
Es steht in der zweiten Zeile ¢ nach den groleren Zahlen j, (i 4+ 1),---,(j — 1). Das



LINEARE ALGEBRA 111

wiren wieder j — i Fehlstéinde, aber der Fehlstand (4, j) wurde schon oben gezéihlt.
7 hat daher insgesamt 2(j — 7) — 1 Fehlstéinde und ist daher ungerade. O

Satz 5.3.9.

1) SeiT € S, eine Transposition, und o € S,,. Dann hat o o T entweder genau
einen Fehlstand mehr oder einen Fehlstand weniger als o.

2) Sei o € S, eine Permutation mit m Fehlstinden. Dann gibt es (nicht un-
bedingt eindeutig bestimmte) Transpositionen T, -+ , Ty S0, dass

c=T110---0T,0id.

3) Lisst sich eine Permutation o € S,, als Hintereinanderausfiihrung von m
Transpositionen schreiben, so ist m ungerade, falls o ungerade ist, und
gerade, falls o gerade ist.

4) Sind o,p € Sy, so ist

sgn(o o p) = sgn(o) - sgn(p).
Beweis. Punkt (1): Sei 7 die Nachbarvertauschung von ¢ und i 4+ 1. Es ist

o=ty 1y DT )

ror=oty T oy W o)

Im Vergleich zu o haben in der unteren Zeile nur die zwei benachbarten Elemente
o(i) und o(i+1) Platz getauscht. Daher dndert sich in der Stellung der Elemente der
unteren Zeile zueinander nur das Paar (o(i),0(i +1)). War (i,7+ 1) kein Fehlstand
in 0, so ist es nun in go7 ein Fehlstand, und umgekehrt. Es gibt also einen Fehlstand
mehr, oder einen Fehlstand weniger.

Punkt (2): Vollstdndige Induktion nach der Anzahl der Fehlstinde m. Ist m = 0,
so ist o die Identitét, und es braucht keine Transpositionen. Wir nehmen nun an,
dass die Behauptung fiir Permutationen mit m — 1 Fehlstdnden gilt. Sei o eine
Permutation mit m > 0 Fehlstdnden. Dann gibt es ein ¢ sodass o (i) > o(i + 1).
Sonst miisste fiir alle 4 < j gelten: o(i) < o(i +1) < --- < o(j), und es kénnte gar
keinen Fehlstand geben. Sei nun 7,,, die Vertauschung des Paares (i,i41). Dann hat
0 o T, einen Fehlstand weniger als o, denn nun ist das Paar (7,74 1) kein Fehlstand
mehr. Nach Induktionsannahme gibt es Transpositionen 7y, - -- , 7j—1 S0, dass

OOTm =T10" 0 Typ_1.
Beachten wir noch, dass fiir jede Transposition 7 gilt 7 o 7 = id, dann ist
O =00THOTy =T1 00Ty,
Punkt (3): Wegen Punkt (1) ist fiir jede Permutation o und jede Transposition 7
sgn(o o 1) = —sgn(o).

Daher ist
sgn(ryo---07y,) = (—=1)™.

Punkt (4): Wegen Punkt (2) lassen sich o und p als Hintereinanderausfithrung von
Transpositionen schreiben:

O=T10: 0Ty, p=T10:0Tk.

Dann ist
COpP=T 0 -0Tp OTL O-++0Tk
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eine Hintereinanderausfiihrung von m + k Transpositionen. Nach Punkt (3) ist

sgn(o) = (=)™, sgn(p) = (-1)", sgn(oop) = (1) = (-1)™ - (-1)~.
]

5.3.2. Die Formel von Leibniz.

Satz 5.3.10. Sei K ein Korper und n € N. Die folgende Funktion det : K"*" — K
st eine Determinante.

@11 0 Qin
det [ D= sen(0) 010(1)02.0(2) O -
an,l e an,n 7ESn
Beweis. Linearitdt in den Zeilen:
o1 N Q1n
det | A1+ pBin -+ Ain+ pbin
1 Ce Qpon

= Z sgn (o) a1 o(1) - (A oy + 1Bio(i) *** Cn,o(n)

oES,
= A Z SEN(0) A1 o(1) " Qiro (i) " Unyor(n) + 1 Z sgn(0) a1 ,0(1) ** Bio(i) " Uno(n)
0cES, oES,
a1l o 01 a1 o oy
= Adet | @ix oo qin | +pdet | Ba o Bin
(779 N Qnon Qn1 - Qn n

Matrizen mit zwei gleichen Zeilen haben Determinante 0: Wir zeigen zuerst: Bei
Vertauschung zweier Zeilen dndert sich das Vorzeichen der Determinante. Sei 7 die

Vertauschung
(1 i §
T_(l R BT T n>

Nach Lemma 5.3.8 ist sgn(7) = —1. Nach Satz 5.3.9 gilt daher sgn(co7) = —sgn(o).
Damit gilt fiir die Matrix mit vertauschten Zeilen 4, j:

a1 QG
det

Qi1 Qg

)

= ) sen(0) 01e1) Qo) Qi) Ao (n)
cEeS,,

= Z Sgn(a) X1 5or(1) """ Fjoor(j) " Xiyoor(i) " " An,oor(n)
oES,
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- Z Sgn(a © T) A1 50o7(1) """ Xj,o07(3) """ Xj,o07(f) """ Xn,oor(n)

gES,
= = > s80(p) Q1) Vgl V() ()
PESRH
;1 Q4
= —det

Q1 o Qn

Im letzten Schritt haben wir ausgeniitzt, dass wenn o alle Permutationen durchlauft,
dann auch p := o o 7 alle Permutationen durchliuft.

Nun sei A eine Matrix, deren Zeilen Nummer ¢ und Nummer j gleich sind. Wenn
man die Zeilen ¢ und j vertauscht, entsteht wieder A. Daher gilt det(A) = — det(A),
und folglich ist det(A) = 0.

Determinante der FEinheitsmatriz ist Fins: Die Koeffizienten der Einheitsmatrix
sind §; ;, dabei bedeutet § das Kronecker-Delta:

&J_{l falls i = j,

2,79

0 falls i # j.
Nun gibt es fiir jede Permutation o # id einen Index ¢ mit o (i) # 4. Damit ist
sgn(0) 61,5(1) " 0i,0(i) " On,o(n) = O-
Nur fiir die Indentitét ist
sgn(id) 611+ dpp = 1.
Daher ist

det(E’ﬂ) = Z sgn(o) 61,0(1) T 61’,0(72) T 6n,0(n) =1.
oeS,

Satz 5.3.11. Es gibt genau eine Determinante K™"*"™ — K.

Beweis. Durch die Leibnizsche Formel wird eine Determinante definiert, daher gibt
es mindestens eine Determinante. Wenn det eine Determinante ist, ldsst sich sich mit
Algorithmus 5.1.6 berechnen. Daher kann es hochstens eine Determinante geben.

O

5.4. Entwicklungssatz von Laplace.
5.4.1. Entwicklungssatz von Laplace.

Definition 5.4.1. Sei K ein Kérper, A = (a; ;) € K™"*™ eine quadratische Matrix.
Fiir jedes Indexpaar (3, j) entsteht die Matrix A} ; durch Streichen der i-ten Zeile
und der j-ten Spalte:

11 151 1,541 Q1 n
Al = Q1,1 0 Qg—145-1 Q14541 0 Qi_1n
,J

Qip11 v QG415-1 0 Q41541 0 Qggln

Qnp 1 ce Qp j—1 Qnp 41 ce Qpon
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Wir definieren die komplementiire Matrix Af € K**™ zu A:

of, o,

A = : 5 mit
agL,l agL,n

af ;= (1) det(4) ).

(Achtung auf die Umkehrung der Reihenfolge der Indizes in der obigen Formel bei
det(A} ;)1

Bemerkung 5.4.2 (Schachbrettregel). Die Vorzeichen (—1)*7 liegen wie ein Schach-
brett auf der Matrix. Auf der Diagonalen liegt immer Plus:

+ - 4+ .- £+
-+ - - F
+ - + - &
+ F £ - +

Satz 5.4.3. Sei K ein Korper und A = (o, ;) € K"*".
1) (“Entwicklung nach einer Zeile”:) Seii € {1,--- ,n}. Dann ist

det(A) = Z(—l)”j i j det(A] ).

J=1

2) (“Entwicklung nach einer Spalte”:) Sei j € {1,--- ,n}. Dann ist

n

det(A) =) (-1)" a;; det(A] ;).

i=1

Beweis. Wir zeigen die Entwicklung nach einer Zeile. Die Entwicklung nach einer
Spalte folgt dann aus det(A) = det(AT).
Sei zunéachst 7; die Permutation

o 1 2 -+ 4—=1 7 i1 +1 -+ n—1 n
=\ 1 0 =2 i—1 i4+1 - n—1 n

Offensichtlich sind die Fehlsténde von 7; die Paare (1,%) mit k = 2,--- , 4. Das sind
i — 1 Fehlstande. Daher ist
sgn(m;) = (=1)""".

Wir betrachten nun die Matrix

a1 a1 Q5 Q1,541 Q1n
Qi—11 0 Q—15-1 Q-1 O®i—14541 - Qi—1n
B; ;= 0 0 1 0 0
Qip11 0 Q-1 Qg1 Qg1 41 0 O4lp
Qnp 1 T Qp,j—1 Qn, 5 Qn,j+1 e Qn o

Wir tauschen die j-te Spalte ans linke Ende, und die i-te Zeile ans obere Ende
der Matrix. Es ergibt sich eine Blockdreiecksmatrix, wenn man die erste Zeile und
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erste Spalte als einen 1 x 1-Block, und die anderen Zeilen und Spalten als einen
(n — 1) x (n — 1)-Block ansieht;:

det(Bi’j) =
1 0 0 0 0
aq 5 11 51 a7,5+1 Q1n
sgn(7;) sgn(;)
Q1,5 Qi—1,1 0 Q151 Q1541 Qi_1n
Q1,5 Qip11 o Qq15-1 0 Qi1 541 0 Qggln
Q5 Q1 e Qp, -1 Q41 e Qnon

Weil sgn(7;) sgn(r;) = (—1)"1(—=1)9~! = (=1)**J, und nach Satz 5.1.12, ergibt sich
nun o

det(B; ;) = (=1)""7 det(A] ;).
Nun sind wir in der Lage, den Entwicklungssatz fertig zu beweisen. Sind el --- e
die Einheits-Zeilenvektoren, so lésst sich die i-te Zeile von A schreiben:

T
n

T T
;1€ + -+ oy ey, .

Wegen der Linearitét in der i-ten Zeile ist

det(A Z a; ; det(B; ;) Z 1) ;. j det(Af ;).
j=1
O
Korollar 5.4.4. Fiir 2 x 2-Matrizen gilt:
a b
d‘ = ad — be.

Korollar 5.4.5 (Regel von Sarrus). Um die Determinante einer 3 x 3 Matriz
zu berechmen, schreibt man die ersten zwei Zeilen unter der Matriz noch einmal
an. Man addiert dann die drei Produkte, die sich von links oben nach rechts unten
ergeben, und subtrahiert die drei Produkte, die sich von rechts oben nach links unten
ergeben:

ai a2 ai,3 ain ai,2 ai,s
N N
az,1 az2 az3 az1 az2 az,3
hV e v v
as,1 as,2 as,s as,1 as,2 as,s
e N\ v v
ai a2 ai,3 ain ai,2 ai,s
e v
a1 a2 a3 a1 az 2 a3
[a1,1a2,2a3,3 + a2,1a3,2a1,3 + a3,1a01,2a2,3] — [a1,3a2,2a3,1 + a2,3a3,2a1,1 + a3,301,202,1] -

Beispiel 5.4.6. Der Laplacesche Entwicklungssatz eignet sich fiir Determinanten in
Matrizen, die viele Nullen enthalten. Zum Beispiel berechnen wir die Determinante

A—4 0 1 2
-2 A+3 3 0
0 0 A 1
0 1 1 A-2
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Losung: Wir entwickeln zunéchst nach der dritten Zeile, anschliefend die beiden
3 x 3-Determinanten nach der ersten Spalte. Die 2 x 2-Determinanten l6sen wir
mittels Korollar 5.4.4 auf.

’\__24 A?F:a :13 (2) A—4 0 2 A-4 0 1
— Al =2 X430 | —1]-2 A+3 3
00 0 1 A-2 o 1 1
0 1 1 A-2
B A3 0 0 2 A3 3 0 1
- A(/\_4)| 1 ,\—2‘ 2 ’1 ,\—2’ - (A_4)‘ 1 1‘ 2|1 1‘

= AMA=4)A+3)A=2)—4A—(A—4)A+2
AP 3N S 110 4240 4 2.

5.4.2. Die Komplementdirmatrixz und die Inverse.

Satz 5.4.7. Sei K ein Korper, A € K™ und A% die Komplementirmatriz zu A.
Dann st

AAP = APA = det(A) E,.

Insbesondere gilt fiir jede requldre Matrixz A

1

A= AL
det(A)

Beweis. Wir zeigen AA* = det(A) E,,. Das Produkt A*A = det(A) E,, geht genau-
S0.
Sei also A = (a; ), A¥ = (Oég,j) und AA* = (v, ;). Wir bilden eine Matrix A, indem
wir die j-te Zeile von A durch die i-te Zeile ersetzen. Fiir ¢ = j bleibt A = A, fiir
i # j kommt die i-te Zeile von A in der Matrix A zweimal vor. Daher ist

det(A) = det(A) wenni=j
o wenn i # j

= 5i,j det(A)

(mit dem Kronecker-9). Wir entwickeln die Determinante von A nach der j-ten
Zeile:

(Zeile 1:) aLl s O[Ln
51'73‘ det(A) = det(fl) = |(Zeile j:) Q1 0 Qup
(Zeilen:) ap1 ++ Qpn

n

n
= D (1) gy det(A) ) = > airah ;=i
k=1 k=1

Damit ist der Satz bewiesen. O

Bemerkung 5.4.8. Besonders einfach ist dieser Satz zur Invertierung von 2 x 2-

Matrizen anzuwenden:
a b\ ' 1 d —b
c d ad—be \—¢ a )’
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5.4.3. Cramersche Regel.

Satz 5.4.9 (Cramersche Regel). Sei A € K"*" eine requlire Matriz mit den Spal-
ten ay, -+ ,a,. Seib € K" und v = (&, ,&,)T die eindeutige Losung des Glei-
chungssystems Ax = b. Dann gilt

1
gi:ret(A) ap - a1 b oaipn - ap
Bewets. Wir setzen
B — ax i—1 Qi Gyl an b
1 T
0 0 1 0 0 ¢
Dann ist
x
n ()0
Daher ist B; singulér, und det(B; Wir entwickeln nach der letzten Zeile und
vertauschen am Ende die Spalten.
0 = (71)”“” det( ay v+ Qi1 Qir1 - ap b )
+ fi det( ay - Q-1 G Q41 Ap )
= — det( ay - Q;—1 b A1 - Qp, )
+ & det( ap -0 Q-1 G Qi41 ccc Gn )
Zur Bestimmung des Vorzeichens im letzten Schritt haben wir verwendet, dass die
Spalte b, um an die Stelle i zu gelangen, die Spalten a,,--- ,a;4+1 {iberspringen
muss. Das sind (n — ) Transpositionen. O

Die Cramersche Regel eignet sich gut zur Losung von Systemen von 2 Gleichungen in 2 Unbe-
kannten. Sonst ist die Bestimmung jeder einzelnen Determinante so aufwendig wie die Losung des
ganzen Systems, und wenn die Systemmatrix nicht regulér ist, scheitert die Cramersche Regel,
wéhrend Pivottransformationen die Losungsmenge ergeben. Die Cramersche Regel ist aber von
groflem Wert fiir die Theorie, weil sie eine geschlossene Formel liefert, aus der sich Eigenschaften
der Losung ableiten lassen.

Beispiel 5.4.10. Wir 16sen mit der Cramerschen Regel

3r + by = 7
2 — Ty = 4
Losung:
|75%]  —69 69
x = = —-— s
5% 31 31
1391 _ -2 _ 2

(O F W TR T




118 GERTRUD DESCH

6. VEKTORRAUME MIT INNEREM PRODUKT

6.1. Der euklidische Raum.

6.1.1. Etwas Elementargeometrie.

In diesem Abschnitt, der nur dazu dient, Sie an einige wichtige Fakten der Elementargeometrie
zu erinnern, gehen wir nicht streng axiomatisch vor, sondern motivieren die Resultate und Begriffe
nur anschaulich. Eine sorgfiltige Definition der Begriffe und eine strenge Beweisfithrung wiirde
viel mehr Arbeit bendtigen.

Satz 6.1.1 (Satz von Pythagoras). Gegeben sei ein rechtwinkeliges Dreieck mit
Seitenldngen a, b fir die Katheten und c fiir die Hypotenuse. Dann gilt

a®>+ v =2

Beweisidee: In einem Quadrat der Seitenlénge a + b decken wir einen Teil der
Fldche durch 4 kongruente rechtwinkelige Dreiecke mit Seitenldngen a, b, ¢ zu, siehe
untenstehende Grafik. Je nach Anordnung der Dreiecke ergibt sich fiir den nicht
abgedeckten Teil entweder ein Quadrat der Seitenldnge ¢ oder zwei Quadrate mit
Seitenlingen a und b. Daher ist die nicht abgedeckte Fliche a? + b = 2.

O

Definition 6.1.2. Gegeben sei ein rechtwinkeliges Dreieck mit den Seitenldngen a
und b fiir die Katheten und c fiir die Hypotenuse. Der Kathete a gegeniiber liege
der Winkel a. Wir definieren die Winkelfunktionen:

sin(a) = alc
¢ a cos(a) = bl/c
tan(a) = a/b
o
b

Eine axiomatisch hieb- und stichfeste Definition wiirde benétigen, dass diese Winkelfunktionen
wirklich nur vom Winkel o und nicht von weiteren Eigenschaften des gewéhlten Dreiecks abhéngt.
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Bemerkung 6.1.3. Unter dem Einheitskreis in R? versteht man die Kreislinie
mit Mittelpunkt 0 und Radius 1. Ein Strahl im Einheitskreis, der mit dem Vektor
e1 = (0,1)T einen Winkel von « einschliefit, symbolisiert den Winkel «. Positive
Winkel werden linksdrehend, negative rechtsdrehend eingetragen. Trifft der Strahl
den Einheitskreis im Punkt z = (&,7)7, so sieht man folgendes:

1)

Das Bogenmafl von « ist die Liénge des Bogens von e; nach z auf dem
Einheitskreis. (Negativ, falls der Bogen rechtsdrehend durchlaufen wird.)
Insbesondere haben die Winkel 90°, 180°, 270° und 360° die Bogenma-
Be w/2, m, 37/2 und 2xw. Winkel, die sich im Bogenmafl um geradzahlige
Vielfache von 7 unterscheiden, gelten als gleich. Die Umrechnungsformel
lautet

T
B 3= dmafl - —.
ogenma Gradma 130

Die Hypotenuse des rechtwinkeligen Dreiecks mit den Ecken 0, (£,0) und
(¢,m)7T hat die Linge 1. Daher sieht man: ¢ = cos(a), n = sin(a). Die
Vorzeichen der Winkelfunktionen hiingen davon ab, in welchem Quadranten
der Winkel liegt, und lassen sich in der Einheitskreis-Darstellung leicht
erkennen.

Da in diesem rechtwinkeligen Dreieck mit den Ecken der Satz von Pytha-
goras gilt, folgt die Formel cos?(a) + sin®(a) = 1.

/2

Bogenmal

sin(ot)

A

371/2

Satz 6.1.4 (Additionstheoreme der Winkelfunktionen). Seien «, 8 € R. Fiir den
Summenwinkel o + 3 gilt

sinfa + ) = cos(a)sin(B) + sin(a) cos(B),
cos(a+ B) = cos(a)cos(B) — sin(a)sin(S).

Beweisidee: Die folgende Graphik zeigt den Einheitskreis und eingezeichnet die
beiden Winkel o und #. Sinus und Cosinus des Summenwinkels lassen sich aus
dieser Grafik als Strecken ablesen.
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A
o
X
(04
O B Y
Es sind
sinfla + ) = AB,
cos(ae +3) = OB.
Auflosung des Dreiecks OAZ liefert
AZ = sin(B),
0Z = cos(B).
Es folgt nun
AX = AZcos(a) = sin(B) cos(a),
BX = OZsin(a) = sin(a) cos(f),
sinfa+8) = AX + BX = sin(8) cos(a) + sin(a) cos(B).
Ebenso ist
BY = AZsin(a) = sin(B)sin(a),
OY = OZcos(a) = cos(a) cos(),
sinfa +3) = OY — BY = cos(8) cos(a) — sin(a) sin(3)

O

Satz 6.1.5 (Cosinussatz). Gegeben sei ein Dreieck mit den Seitenlingen a, b, c. Der
Seite mit Linge c gegeniiber liege der Winkel v. Dann gilt

= a® + b* — 2abcos(v).

Beuweisidee Die folgende Grafik zeigt das Dreieck ABC'. Dabei sind die Seitenldngen
die folgenden Strecken: a = BC', b = AC', c = AB. Durch den Punkt B wurde eine
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Hilfslinie gezogen, welche auf die Seite C' A orthogonal steht.

B
Y
C X A
Auflésung des Dreiecks ABX liefert
CX = CBcosy,
BX = C(Bsiny.

Nach dem Satz von Pythagoras ergibt sich
AB? = AX?*+XB?
= (CA-CX)*+BX?
= (CA—CBcos(v))? + OB *sin?(v)
— OB (sin?() + cos2(7)) — 2 CA CBcos(y) + CA
= CB?+CA?-2CACBcos(y).
d

6.1.2. Euklidische Norm und inneres Produkt in R™.

Beachten Sie: Wir haben nie definiert, was eine Lénge ist, auch nie, was ein Winkel oder ein
rechter Winkel ist. Daher steht (fiir uns) alles, was wir im vorigen Unterabschnitt entwickelt haben,
auf keiner axiomatischen Basis. Wir wollen nun geeignete Begriffe definieren, mit denen Lingen,
Orthogonalitdt und Winkel erfasst werden kénnen, ohne die ganze Elementargeometrie axioma-
tisch entwickeln zu miissen. Dazu zdumen wir das Pferd vom Schwanz her auf: Wie verwenden
unsere Kenntnisse von Pythagoras und Winkelfunktionen als Motivation fiir unsere Definitionen.

Unsere erste Definition schafft einen Begriff fiir die Lénge eines Vektors:

Definition 6.1.6. Sei a = (ay, -+ ,a,)T € R". Die euklidische Norm von a ist

definiert durch
lallz == y/ad +--- + o

Schreibweise 6.1.7. Ublicherweise schreibt man einfach ||a| ohne Subskript fiir
die euklidische Norm, wenn keine Verwechslungen zu erwarten sind. Wir kénnen
aber auch andere Normen auf R™ definieren, nur haben diese keine so anschauliche
Interpretation als Liange. Was man unter einer Norm im Allgemeinen versteht,
werden wir erst in Definition 6.2.1 festlegen.

Manchmal werden die Normen auf R™ auch mit einfachen Strichen geschrieben:
la|. Statt des Wortes Norm wird auch oft das Wort Betrag oder Absolutbetrag
verwendet.
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Satz 6.1.8. Die euklidische Norm hat folgende FEigenschaften:

1) Fir alle x € R™ ist ||z||2 > 0. Der Vektor x ist genau dann der Nullvektor,
wenn ||z||2 = 0.

2) Fir alle x € R™ und alle A € R gilt ||[Az||2 = |A| ||z]|2.

3) Fiir alle x,y € R™ gilt: ||z + yll2 < ||z]|2 + [|yl|2-

Beweis. Die meisten der Eigenschaften oben lassen sich leicht nachrechnen. Nur
die sogenannte Dreiecksungleichung (3) ist etwas schwieriger. Wir beweisen sie in
abstrakterem Rahmen im néchsten Abschnitt, siehe Satz 6.2.15. O
Bemerkung 6.1.9. Ist z € R” \ {0} ein Vektor, so hat der Vektor

1
l[=[l2
dieselbe Richtung wie x und es ist ||y|j2 = 1.
Man nennt y den normierten Vektor zu x.

Definition 6.1.10. Seien a = (ay,- -+ , )T und b= (B1,- -+, Bn)T zwei Vektoren
des R™. Das euklidische innere Produkt von a und b ist definiert durch

n
= aif;.
i=1

Schreibweise 6.1.11. Andere Schreibweisen fuer das euklidische innere Produkt
sind (a,b), a-b, (a | b).

Es gibt auch andere innere Produkte auf R™. Man nennt das innere Produkt auch
skalares Produkt. Wie man ein inneres Produkt im Allgemeinen definiert, sehen wir
in Definition 6.2.12.

Der folgende Trick ist immer wieder niitzlich:

y:

Bemerkung 6.1.12. Seien a,b € R". Das euklidische innere Produkt lédsst sich
durch Matrixmultiplikation schreiben:

(a,b) = a™'b.

Satz 6.1.13. Das euklidische innere Produkt hat folgende FEigenschaften: Seien
a,b,c € R™", A\, u € R. Dann gilt

1) (a,a) > 0. Es ist (a,a) = 0 genau dann, wenn a = 0.
(a,b) = (b, a),
(A + pib.c) = Ma,c) + pu(b.c),
(e, Aa + pb) = Ae, a) + p{c,b).
lall3 = (a, a).

6) [(a,0)| < [lall2[|b]2-
Beweis. Die meisten Eigenschaften lassen sich leicht nachrechnen. Nur die soge-
nannte Cauchy-Schwarzsche Ungleichung (6) ist trickreicher. Weil wir diese Unglei-
chung in abstrakter Form in der n#ichsten Sektion beweisen werden, lassen wir hier
den Beweis aus - siehe Satz 6.2.13. O

)
3)
4)

)

Die folgende Bemerkung gibt erst die Motivation fiir die Untersuchung des euklidischen inneren
Produkte. Wenn wir auf einander orthogonale Vektoren damit charakterisieren wollen, dass der
Satz von Pythagoras gilt, ergibt sich eine sehr einfache Charakterisierung von Orthogonalitét
durch das innere Produkt:

Satz 6.1.14. Seien a = (ay, - , o) und b = (B1,--+, Bn)T zwei Vektoren aus
R™. Dann gilt

lla £ b3 = llal® + [Ib]* + 2(a, b),
lall3 + [1BlI3 = lla £ b]3 < {a,b) =



LINEARE ALGEBRA 123

Beweis.
n n

latbl3 = > (i+B)?=> (o] + B +20:8)

=1 i=1

n n n
= Y ai+Y B£2) aifi = |al3 +Ib]3 £ 2(a,b).
i=1 i=1 i=1

Und nun drehen wir wieder den Spie3 um: Statt davon auszugehen, was ein rechter Winkel
ist, und dann den Pythagorédischen Lehrsatz zu beweisen, definieren wir mit Hilfe des inneren
Produktes was Orthogonalitéit heifit.

Definition 6.1.15. Seien a,b € R", U,V zwei Teilmengen des R™. Dann sagt man

1) Die Vektoren a und b stehen aufeinander orthogonal, wenn gilt (a,b) = 0.

2) Der Vektor a steht orthogonal auf die Menge U, wenn gilt: (Yu € U) (a,u) =
0.

3) Die Mengen U und V stehen orthogonal aufeinander, wenn gilt: (Vu €
U) (Vv eV)(u,v) =0.

4) Das orthogonale Komplement von U ist definiert durch

Ut = {z € R" | z steht orthogonal auf U}.

Bemerkung 6.1.16. Besonders leicht ist das Auffinden von Normalvektoren in R?:
Ist a = (a1, a2)T € R%\ {0}, so sind die beiden Vektoren (£ag, Fay)? die einzigen
Vektoren des R?, welche auf a orthogonal stehen, und die gleiche euklidische Norm
wie a haben.

Beweis. Leichte Rechnung! Man muss allerdings die Félle 3 = 0 und «o; # 0
unterscheiden. ]

Eine geometrisch befriedigende Definition des Winkels wiirde einen viel tieferen, axiomatischen
Zugang zur Elementargeometrie bedeuten. Fiir die lineare Algebra geniigt es aber, zur Definition
des Winkels den Cosinussatz heranzuziehen: Demnach miisste fiir den Winkel v zwischen zwei
Vektoren a, b gelten

lla —blI3 = llallZ + I3 — 2llall2 [|bll2 cos().
Ein Vergleich mit Satz 6.1.14 wiirde ergeben
(a,b)
llall2 [1b]l2

Wieder verwenden wir diese Formel als die Definition des Winkels:

cos(y) =

Definition 6.1.17. Seien a,b € R™\ {0}. Der Winkel zwischen @ und b ist definiert

durch
(a, b) )
£(a,b) := arccos ( .
(@) Tl Tz

Diese Definition braucht eine Rechtfertigung: Der Arcuscosinus kann nur von Zahlen genommen
werden, die im Intervall [—1, 1] liegen. Nun ist aber wegen Satz 6.1.13 (6)

(a,b)
llall2 fIoll2 | —

Damit derArcuscosinus eindeutig bestimmt ist, lassen wir nur Winkel im Intervall [0, 7] zu.
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6.1.3. Einige geometrische Aufgaben.

Das sind einige Beispiele von einfachen geometrischen Ubungsaufgaben. Es ist nicht beabsich-
tigt, eine Liste von Rezepten zur Losung geometrischer Standardaufgaben aufzustellen und zu
beweisen. Statt dessen sollen Ihnen diese Beispiel die Denkweise und den rechnerischen Umgang
mit euklidischer Norm und Skalarprodukt nahe bringen. Wenn man denken kann, muss man keine
Rezepte auswendig lernen, sie ergeben sich dann ganz von selbst mit etwas Hausverstand. Erfinden
Sie selbst dhnliche Aufgaben und systematische Losungsverfahren.

Beispiel 6.1.18. Bestimmen Sie alle Vektoren des R*, die auf die Vektoren a =
(1,2,1,3)T, b= (5,6,2,10)T und ¢ = (6,8, 3,13)” orthogonal stehen.

Lésung: Wir suchen die Vektoren z = (&1, ---,&4)7, welche erfiillen:
(a,z) =0, (b,x) =0, (c,x) =0.

Mit der Definition des euklidischen inneren Produktes ergibt sich das homogene
lineare Gleichungssystem:

121321 0

5 9 2 10 5220

6 11 3 13/ | 0
&4

Wir bestimmen also den Kern einer Matrix. Durch Pivotschritte transformiert man
die Matrix:

I« 2 1 3 1« 2 1 3 1« 0 -5 -7
5 9 2 10) — 0 —-1x -3 —-5| — 0 1Ix 3 )
6 11 3 13 0 -1 -3 -5 0 0 O 0

Durch Nullsetzen aller nichtbasischen Variablen aufler jeweils einer erhalten wir
eine Basis des Kernes:

5 7

-3 -5
Tl = 1 ) T2 = 0

0 1

Die Menge der Vektoren, die auf a und b orthogonal stehen, ist der von x; und x»
aufgespannte Unterraum. U

Beispiel 6.1.19. Beschreiben Sie die Gerade

3 3
g{<1> +)\<4) | A e R}
durch eine Gleichung;:

9= {<§;> ER?| ;& + o =7}
Lésung: Wir wollen einen 1-dimensionalen affinen Unterraum des R? beschreiben,
daher brauchen wir ein Gleichungssystem mit einer Systemmatrix von Rang 1.

Wir wihlen einen beliebigen Normalvektor (ungleich 0) zum Richtungsvektor der
Geraden, zum Beispiel (4, —3)7". Die Matrix (4, —3) hat offensichtlich Rang 1. Nun

ist fiir alle x € ¢:
()7 =((%) () ()
(Z) )+ () A (D) =9+r0=0

(4, -3)x
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Also ist g eine Teilmenge der Losungsmenge der Gleichung
461 — 36 =9.

Da die Loésungsmenge dieser Gleichung selbst ein eindimensionaler affiner Unter-
raum des R? ist, kann ¢ keine echte Teilmenge davon sein. Daher ist

s=(oer| (L) -9
O

Bemerkung 6.1.20. Sei g = {z¢ + \v | A € R} eine Gerade in R2. Sei n # 0 ein
beliebiger Normalvektor auf g. Dann ist

g={x € R?*| (n,x) = (n,z0)}.

Man nennt diese Darstellung einer Geraden des R? die Normalvektorform.

Beispiel 6.1.21. Beschreiben Sie die Gerade

1 2
g={|0]+X|2]|]| AeR}
2 1
durch ein System von Gleichungen:
&1
g={|& | eR’ & + abo + a3és =,
8

Br&1 + P28 + B3és = d}.

Lésung: Um im R? einen eindimensionalen affinen Raum als Losung eines linea-
ren Gleichungssystems zu erhalten, brauchen wir eine Systemmatrix mit Rang 2.
Wir wéhlen also zwei linear unabhéngige Normalvektoren auf den Richtungsvektor
(2,2,1)T der Geraden. Suchen wir zunichst einen Normalvektor a = (ay, g, a3)T
mit dem Ansatz a3 = 0. Es muf} also dann gelten

2 0
0=(12],|az]|)=2a2+ as.
1 a3
Das ist erfiillt mit a = (0,1, —2)”". Suchen wir nun einen Normalvektor b = (3,0, 33)7,
so erhalten wir ebenso (zum Beispiel) b = (1,0, —2)7. Sei nun z € g. Dann ist

0 1 2 0 1

(a,zy = ([ 1 ], {0)+X[2])={([ 1 |,{0])+A0=—4,
-2 2 1 -2 2
1 1 2 1 1

bz = ([ o], fo)ex{2h=¢ o], [o])+r0o="3
-2 2 1 -2 2

Dabher ist g eine Teilmenge der Losungsmenge des folgenden Systems:

(00 2)e=(5):

Da die Losungsmenge dieses Gleichungssystems ein eindimensionaler affiner Raum
ist, und g selbst eindimensional ist, ist

s=twer | (V5 3)e= ()
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O

Bemerkung 6.1.22. Einen Normalvektor auf einen Vektor x € R™ kann man
erhalten, indem man alle Komponenten aufler zweien mit Null ansetzt, anschlieffend
die beiden verbleibenden Komponenten von z vertauscht, und bei einer von beiden
das Vorzeichen umdreht.

Beispiel 6.1.23. Sei g die Gerade aus Beispiel 6.1.21. Sei x = (0, —10,6)7". Be-
stimmen Sie den Punkt auf g, der am néchsten an = liegt. Wie grof} ist der Nor-
malabstand von z zu g7

Losung: Sei y der Punkt auf g, der am néchsten an x liegt. Dann muf3 der Vektor y—x
auf den Richtungsvektor der Geraden orthogonal stehen. Als Punkt der Geraden
148t sich y durch die Parameterform schreiben:

1 2
y=[(0]+A[2
2 1

Nun ist

[\)

)= —18 — 9.

o
I
—~
8
\
&
\/
A
NN
~
Il
—~
|
D= O
[an}
_— NN N
\
R NN DO
\
>
— DN
NN
~

—_

Also ist A = —2 und

1 2 -3
y=|(0]—-2[2]=|—-4
2 1 0
Der Normalabstand von x zur Geraden ist die Norm von = — y, also
0 -3 3
If=10)—={—-4]ll2=II|-6]|2=v9+36+36=09.
6 0 6

O

Wir haben verwendet, dass der nichste Punkt y zu x auf der Geraden dort liegt, wo x — y
normal auf die Gerade steht. Das ist uns anschaulich klar. In Unterabschnitt 6.3 werden wir das
aber beweisen.

Beispiel 6.1.24. Beschreiben Sie die Kreislinie mit Mittelpunkt (2, 1) und Radius
4 durch eine Gleichung.

Lésung: Die Kreislinie ist die Menge aller Punkte, die von (2,1)7 den Abstand 4
haben. Ist x = (£1,&2), so ist

o= (3) B =1(8 7)1
= (G-2°+(L-1)=§+& —46 25 +5.

Die Gleichung dieser Kreislinie ist also

2
o= (3) 13 =16,

oder, ausgeschrieben in Koordinaten

5%4—53—451—252—11:0.
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O

Bemerkung 6.1.25. Die Gleichung eines Kreises in R? mit Mittelpunkt = und

Radius r ist

|z — 3L‘0||2 = r2.

Beispiel 6.1.26. Die folgende Grafik zeigt einen Wiirfel mit den Ecken A, --- | H.
Bestimmen Sie den Winkel zwischen den Geraden AF und AH.

Losung: Wir kénnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass unser
Wiirfel Seitenldnge 1 hat, und legen unser Koordinatensystem so an, dass der Null-
punkt im Punkt A liegt, und die drei Einheitsvektoren die Vektoren e; = A_B,
es = AD und e3 = AE sind. Dann ist

1 0
A_F:€1+63: o1, A_H262+€3: 1
1 1

Man berechnet leicht:
|AF|, = |AH||z = V2, (AF,AH) =1.

Dabher ist
. 1 1
cos(L(AF,AH)) = ——— = —,
(4(AF. AH) = oo =
und damit ist der Winkel zwischen AF und AH gleich 7/6 oder 60°. g

Sehen Sie die Grafik genau an. Gibt es einen kiirzeren, elementargeometrischen Beweis, um zu
sehen, dass dieser Winkel 60° sein muf3?

6.1.4. Auferes Produkt in R3.

Das #uBlere Produkt oder Kreuzprodukt gibt es nur in R3. Es spielt eine groSe Rolle in der
Mechanik, z.B. zur mathematischen Formulierung von Drehimpuls und Drehmoment, und in der
Elektrodynamik bei der Beschreibung der Wechselwirkung zwischen magnetischen und elektri-
schen Feldern. In dieser Vorlesung streifen wir es nur soweit, dass Sie damit rechnen kénnen.
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Definition 6.1.27. Seien a = (a1, a2,a3)” und b = (31, B2, B3)T zwei Vektoren
des R3. Dann ist das #uBere Produkt (Kreuzprodukt, vektorielle Produkt) von a
und b definiert mit Hilfe von Determinanten:

(&%) 52

az B3
o B1

aq 1
il ol Ul Il Bl PSS g3
ag B3

(€51 51

az [

Achtung auf das negative Vorzeichen bei der mittleren Determinante!

Satz 6.1.28. Seien a,b,c € R3, A € R. Dann gilt:

1) Fiir alle x € R3 ist det(a,b,z) = (a x b, z).

2) a x b steht orthogonal zu a und orthogonal zu b.

3) Es ist det(a,b,a x b) = ||a x b||3.

4) Es gelten die Rechenregeln
ax(b+c)=axb+axe,
a X (Ab) = Aa x b) = (Aa) x b,
axb=-bxa.

Beweis. Teil (1): Wir entwickeln det(a, b, ) nach der letzten Spalte:

ar B &
B Gl = &0 o [ Dlig |0 B
as Pz &
az P2
as Ps
— < g; o aq ﬁl >
& ’ asg B [T
ar b
* as [
Teil (2): folgt direkt aus (1), weil
det(a,b,a) = det(a,b,b) = 0.
Teil (3): folgt direkt aus (1) mit z = a x b.
Teil (4): Direktes Nachrechnen. O

Bemerkung 6.1.29. Seien a,b zwei Vektoren des R3. Dann ist a x b jener Vektor,
der folgende Eigenschaften hat:

1) Er steht sowohl auf @ als auch b orthogonal.
2) Sein Betrag ist die Fliche des von a und b aufgespannten Parallelogramms.
3) Das System a, b, a x b ist positiv orientiert, falls a x b # 0.

Beweis. Teil (1): Siehe Satz 6.1.28 (2).

Teil (2): Wir haben die Fliche eines Parallelogramms in R? nicht definiert, unser
“Beweis” kann daher nur eine Heuristik sein. Da a x b orthogonal auf a und b steht,
ist das Volumen des von a, b und a x b aufgespannten Parallelepipeds die Flidche F
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des Parallelogramms von a und b, multipliziert mit der Norm von a x b. Es ist also
(unter Beniitzung von Satz 6.1.28 (3))

F|la x b||a = det(a, b, a x b) = ||a x b||3.

Daher ist F' = ||la x bl|2.
Teil (3): Folgt aus det(a,b,a x b) = ||a x b||? > 0. O

Beispiel 6.1.30. Beschreiben Sie die Ebene

2 3 4
E={[1]+AX| 1 | +nu|6]]|\peR}
5 -2 1
durch eine Gleichung
&1
E={[& || 1€+ aaa + azés =7}
€3

Lésung: Um einen zweidimensionalen affinen Unterraum des R® zu beschreiben,
braucht man ein lineares Gleichungssystem mit Rang 1. Wir suchen einen Vektor,
der auf die ganze Ebene normal steht, und bekommen diesen durch das Kreuzpro-
dukt der beiden Richtungsvektoren in der Parameterform:

1 6
-2 1
3 4 13
w=|1]|x[6]|= ‘_32 ﬂ =|-11
—2 1 14
3 4
1 6
Sei nun « € E. Dann ist
13 13 2 3 4
(| -11],2) = {({-11), {1+ 1 |4+u|[6])
14 14 5 —2 1
13 2
= (| —-11],(1])+ A0+ p0=285.
14 5
Die Gleichung der Ebene in Normalvektorform ist also
13
(| 11| ,z)=285.
14

6.1.5. Norm und inneres Produkt in C™.
Wir erwarten uns von einer Norm, dass sie die Lange eines Vektors, also eine nichtnegative
reelle Zahl ergibt. Wiirde man die Norm eines Vektors iiber C durch

& .
i le=>e
62 k=1

definieren, kénnen sich auch negative und komplexe Zahlen ergeben. Wir erinnern uns, dass fiir
komplexe Zahlen z € C gilt
|22 =z 2,
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wobei Z die zu z konjugiert komplexe Zahl bedeutet. Damit erhalten wir eine positive Norm und
ein dazu passendes inneres Produkt durch folgende Definition:

Definition 6.1.31. Seien z = (&1, ,2i,)", y = (n1,+++ ,1mn)T € C". Dann defi-
nieren wir

n

Sl

k=1

<:c,y> = Zg Nk -
k=1

]l =

Achtung: viele Autoren legen die konjugiert komplexe Zahl auf die rechte Seite und definieren:
(@y) =D & M-

Die Regeln fiir Norm und inneres Produkt bleiben wie in Satz 6.1.8 und Satz 6.1.13,
mit den folgenden wichtigen Ausnahmen:

Bemerkung 6.1.32. Sind a,b,c € C™, A\, u € C, so ist

<a’ Ab + MC> = )‘<a’ b> + /’6<a" C>,
(Ao +pc,a) = ANb,a) +Tilc, a),
(a,b) = (b,a).

Bemerkung 6.1.33. Das innere Produkt zweier Vektoren a,b € C™ ldsst sich mit
Hilfe der adjungierten Matrix a* als Matrixprodukt schreiben:

(a,b) = a™b.
Beweis. Die Adjungierte einer Matrix entsteht, indem man die Matrix transponiert

und von allen Eintrdgen die konjugierte Zahl nimmt. Damit ist

*

fa%] B1 b1 n a1 b1

Qg Bn Bn k=1 7% Bn

6.2. Norm und inneres Produkt in abstrakten Vektorriumen.

6.2.1. Definition einer Norm.

Definition 6.2.1. Sei V ein Vektorraum iiber K € {R,C}. Eine Norm auf V ist

eine Abbildung
V =R
x|

1) Fiir alle z € V ist ||«|| > 0. Die Norm ||z|| ist genau dann Null, wenn = = 0.
2) Fiir alle x € V und alle A € K gilt || Az|| = |[A| [|z]]
3) (“Dreiecksungleichung”) Fiir alle z,y € V gilt ||z + y|| < ||z]| + [|y]|-
Ist V ein Vektorraum mit einer Norm || - ||, so heifit (V;| - ||) ein normierter Vek-
torraum.

mit folgenden Eigenschaften:
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Bemerkung 6.2.2. Beachten Sie, dass wir nun nicht mehr iiber beliebigen Kérpern
arbeiten koénnen, da wir in Definition 6.2.1 (2) den Absolutbetrag eines Skalars
benstigen, und in Punkt (3) auf eine Ordnungsrelation < auf der Menge der Skalare
Bezug nehmen.

Die folgende Umkehrung der Dreiecksungleichung wird sehr oft verwendet:

Satz 6.2.3. Sei V,|| - || ein normierter Vektorraum. Dann gilt fir alle x,y € V:
Izl = NIyl | < llz =yl

Beweis. Wegen der Dreiecksungleichung ist
2]l = llz =y +yll < [z =yl + [yl
daher ist
Izl = llyll < ll= = ylI-
Ebenso ist
lyll = llzll < [ly — 2| = [lz — .
O

Um ein erstes Beispiel von Normen vorzubereiten, brauchen wir zunéchst ein
Lemma, das fiir sich selbst genommen bedeutend ist:

Lemma 6.2.4. Seien p,q € (1,00) so, dassp~! +q ! =1.
1) Seien &,n € [0,00). Dann ist*

1 1

En< —&+—n.

p q

2) (“Héldersche Ungleichung in C™*”) Seien ay,- -+ ,ap, 81, -, Bn € C. Dann

18t
1/p 1/q

n

n n
D olagBil < (D layl? > 185
i=1 i=1 =

Beweis. Punkt (1): Trivial falls £ = 0 oder n = 0. Fixieren wir nun ein 7 € (0, 00).
Durch Differentialrechnung suchen wir das Minimum der Funktion

s (0,00) = (0,00)
e oleripoo
Wir beobachten zuerst, dass limg_,o f(£) = oo. Ferner ist f(0) = ¢~ 'n? > 0. Die
erste Ableitung ist
fle=¢e7"1-n.
Nullsetzen ergibt, dass die einzige mogliche Extremstelle in (0, 00) bei £ = nt/(p=1)
liegt. Beachten Sie, dass ¢ = p/(p — 1). An der Extremstelle ist daher
Fo/ =0y = Lppro-n L Loa - ye-n, o (L qy e g
p q p g
Daher gilt fiir alle £, € (0, 00):

1 1
En < —&+—nf.
p q

22Das ist ein Spezialfall der Youngschen Ungleichung: Ist f : [0, 00) — [0, 00) streng monoton
wachsend und stetig mit f(0) = 0, ist f~! die Umkehrfunktion von f, und sind &,7 > 0, so ist

¢
§W§/0 f(w)der/Onf_l(y)dy-

Die Ungleichung in Punkt (1) erhélt man mit f(§) := ¢P~1.
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Punkt (2): OBdA seien nicht alle o; und nicht alle ; gleich Null, sonst ist die
Aussage ohnehin trivial. Zur Abkiirzung schreiben wir

A= "a;[P >0, B:=>|B;|">0.
j=1

j=1
Es gilt wegen Punkt (1) fiir jedes € > 0

n n n

D laiBil =Y lea; =2 <Y~ leay P+~ |
j=1 j=1 € =1 p q €

Jj=

1« 1 1 1
= fep2|aj|p—|—fe qZ|ﬁj|q=fepA+fe B.
P = ¢ = p q

Wir wahlen nun
€ := A~/ (ra) g1/(pa)
Dann ist
PA = A'"Vapl/a = AlV/rBl/a —ap = Al/PRI-1/P = gV/PBl/a,
Folglich ist

Z la;B;] < lAl/pBl/q + EAl/pBl/q — Al/rBl/a.
° p q
j=1

Beispiel 6.2.5. Die folgenden Definitionen geben Normen in R™ bzw. C™: Sei
a = (alv... ,Oln)TZ

n 1/p
lall, := <Z |ai|p) fir 1 < p < oo,
i=1

lalleo = max({les| | i=1,---,n}).
Beweis. Wir iiberlassen dem Leser (das sind Sie!) die einfachen Beweise, dass || - |1
und || - ||cc Normen sind. Ebenso einfach ist der Beweis fiir Punkte (1) und (2) von

Definition 6.2.1 fiir ||- || ,. Etwas trickreicher ist nur die Dreiecksungleichung fiir |||,
Seien a = (a1, ,a,)T und b= (81, , Bn)T in C™. Wir setzen ¢ = p/(p — 1), so
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dass p~! 4+ ¢~! = 1. In der folgenden Rechnung beniitzen wir Lemma 6.2.4 (2):
> o+ 8P = la + Bl lay + B 1P~
j=1 j=1

< > agllag + BP0 1By ey + BiP !
j=1 j=1
n Ve s 1/q
< (Swr] (Sweame
j=1 j=1
" e /o 1/q
+ D18l > lag + Byl
j=1 j=1
n Ve s 1-1/p
= Doyl D lay + 8517
Jj=1 j=1
1/p 1-1/p
n n
+ ) 18P > oy + Bl
j=1 j=1

Wir kiirzen nun durch |ja + b| 11,_1/ P und erhalten die Dreiecksungleichung:

. 1/p " 1/p " 1/p
> oy + B4l = AL + (D18
=1 j=1 j=1
O

Beispiel 6.2.6 (Gewichtete Normen). Seien 7q,---,7v, > 0. Fiir Vektoren a =
(a1, ,ap) € C™ definieren wir folgende Normen:

n n 1/p
v Nows s |P
Z_:I?%?g’n%mm ;%|0‘2|7 (;%|a1| ) :
Beispiel 6.2.7. Sei C([0,1],R) der Vektorraum der stetigen Funktionen von [0, 1]

nach R. Aus der Analysis wissen wir, dass jedes f € C([0,1],R) ein (endliches)
Maximum besitzt und sich integrieren lédsst. Die folgenden Definitionen ergeben

Normen auf C([0, 1], R):
1 1/p
Il = ([ 1ropa)  fwi<p<s,
0

Il = o 1700

Beweis. || - ||pe ist Norm: Zunichst ist wegen der Definition jedenfalls ||f||f > 0.
Ist das Maximum aller |f(¢)| gleich Null, so ist natiirlich f(¢) = 0 fiir alle ¢ € [0, 1].
Es ist

IAfll= = e O] = A ma 70 = 1]

Seien nun f, g € C([0,1],R), und sei to eine Maximumstelle fiir | f(¢) + g(t)|. Es gilt
dann natiirlich

F(t0)l < mas [FO] = Il la(to)] < o~

)
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Daher gilt
1+ glle = [f(to) + 9(to)| < |f(to)| + [9(o)| < [ fllzoe + llgllzoe-

I |lz ist Norm: Es ist klar, dass das Integral der Nullfunktion wieder Null ergibt.
Andererseits sagt ein Satz der Analysis: Wenn das Integral einer stetigen nichtne-
gativen Funktion Null ergibt, so ist diese Funktion iiberall Null. Ferner ist

1 1
/0 AF(8)] dt = | / ()] dt

und
1 t 1 t
/0 () + g(0)] de < / (17 (0)] + lg(t)]) dt < / )] dt + / lo(t)] dt.

I |lp: Punkte (1) und (2) von Definition 6.2.1 sind wieder leicht zu beweisen. Die
Dreiecksungleichung muss dhnlich wie in der endlichen Dimension bewiesen werden,
wir fithren dies hier nicht durch. Das wichtigste Werkzeug dazu, die Hoéldersche
Ungleichung, fithren wir hier ohne Beweis an. O

Satz 6.2.8 (Holdersche Ungleichung). Seien f, g integrierbare Funktionen von ei-
nem (endlichen oder unendlichen) Intervall I in die reellen oder komplexen Zahlen.
Seien p,q > 0 so, dass p~! +q~' = 1. Dann ist

Jiswanar< ([ If(t)l”dt>1/p (/ |g<t>|‘1dt)1/q |

6.2.2. Innere Produkte.
Definition 6.2.9. Sei V ein Vektorraum iiber K = R oder K = C. Eine Abbildung

.{VXV — K,
(z,y)  +—alz,y)

heifit
Bilinearform, wenn gilt: Sesquilinearform, wenn gilt:
a(z\a + py) = Aa(z,a) + palzy) | a(z e+ py) = Aa(z,z) + palz,y)
oAz + iy, 2) = Aa(@,2) + paly,2) | a(Az+ . 2) = Aa(a, =) + faly, 2)
Eine Bilinearform bzw. Sesquilinearform a heifit
symmetrisch, wenn gilt: hermitesch, wenn gilt:
a(y,z) = a(z,y), a(y, z) = a(z,y).

Eine Bilinearform bzw. Sesquilinearform a heifit
positiv semidefinit, wenn fiir alle z € V gilt: a(z, z) € [0, 00),
positiv definit, wenn fiir alle z € V' \ {0} gilt a(z,z) € (0, 00).

Bemerkung 6.2.10. Viele Autoren setzen in der Definition der Sesquilinearform
die Konjugation bei der Summe in der zweiten Variablen:

a(Az +py,z) = Aa(z,2) + pa(y, )

a(z, Az + py) Aa(z, x) + fa(z, y).

Bemerkung 6.2.11.
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1) Sei A € R"*™. Dann ist
R xR" — R
a:
(z,y)  —alAy
eine Bilinearform. Diese Bilinearform ist genau dann symmetrisch, wenn
gilt AT = A.
2) Sei A € C"*". Dann ist
C"xCr —C
a:
(2,9) = x* Ay
eine Bilinearform. Diese Bilinearform ist genau dann hermitesch, wenn gilt
A* = A
Definition 6.2.12.

1) Sei V ein Vektorraum iiber R. Ein inneres Produkt auf V' ist eine symme-
trische, positiv definite Bilinearform (-,-) von V' x V nach R.

2) Sei V ein Vektorraum iiber C. Ein inneres Produkt auf V' ist eine hermite-
sche, positiv definite Sesquilinearform (-,-) von V' x V nach C.

Satz 6.2.13 (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung). Sei V' ein Vektorraum iber K =
R oder K= C und (-,-) ein inneres Produkt auf V. Dann gilt:
1) Fir alle z,y € V ist [{z,y)| < /{z,x) (y,y).
2) Gleichheit in der obigen Ungleichung gilt genau dann, wenn x und y linear
abhdngig sind.

Beweis. Wir bringen den Beweis fiir K = C. Fiir reelle Vektorrdume geht er ge-
nauso. Seien zunéchst x,y linear abhiingig, also oBdA y = Az fiir ein A € C. Es
gilt

@y = |(x,A2)| = |A(z,2),
(@, 2) " (g o)) = (,a)? (O, 2a)? = (@, 2)) 2 (A (2, 2))
= Nz, ).

Seien nun z, y linear unabhéngig. Vorlaufig fixieren wir ein a € C. Es ist z +ay # 0.
Wegen der positiven Definitheit und der Sesquilinearitét des inneren Produktes gilt

0 < (z+ay,z+ay) = (z,2)+a(y,z) + ofz,y) +aafy,y)
= (z,2) +alz,y) +alz,y) +a]*(y,y).
Wegen der linearen Unabhéngigkeit ist y # 0 und daher (y,y) > 0. Wir setzen

0 _ @y
gy
e (. p)P (2)
- Ay un al? = 1\Y
ofr,y) = ) d |al*(y,y) )
Daher ist
B L2 L (2% )1 N (%) O (C2¥
0<{ma) (y,y) Wy ) = {o.2) (v, )
Also gilt

(2, y)|* < (2, 2) (y, y) -
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Definition 6.2.14. Sei V' ein Vektorraum iiber K = R oder K = C mit einem
inneren Produkt (-,-). Wir definieren die zugehérige Norm durch

]l = v/ (2, 2) -
(Dabei wird die positive Quadratwurzel genommen.)

Diese Norm wird auch oft als die von (-, -) induzierte Norm bezeichnet.

Satz 6.2.15. Sei V' ein Vektorraum tber K = R oder K = C mit einem inneren
Produkt {-,-), und sei || - || definiert wie in Definition 6.2.14. Dann ist || - || eine
Norm.

Beweis. Wir fithren den Beweis wieder fiir komplexe Vektorrdume, der reelle Fall
geht ebenso. Wir miissen die drei Punkte von Definition 6.2.1 nachweisen.
Punkt (1): Wegen der Bilinearitidt bzw. Sesquilinearitét ist immer

(0,0) = (0-0,0-0) = 0(0,0) = 0.

Also ist ||0]| = 0. Wegen der positiven Definitheit des inneren Produktes gilt (z, z) >
0 fiir alle z € V' \ {0}. Damit gibt es auch eine positive Quadratwurzel von (x,z),
und ||z| > 0.

Punkt (2): Es ist fiir alle A\ € C, z € V:
Azl = (&, Ax) = VIAR (@, 2) = A ||2]]-

Punkt (3) Seien z,y € V. In der folgenden Rechnung verwenden wir die Cauchy-
Schwarz’sche Ungleichung Satz 6.2.13.

lz+yll* = (z+yz+y)=(22)+ @+ G2+ Yy
= (z,2) 4+ (x,9) + (z,9) + (4,9)
= (z,2)+ 23‘3(@? y) +{,y)
< (@) +24(@,2) (y,y) + ()
= (v 33796) + V() = (el + llylh?.
]
Beispiel 6.2.16. Die euklidische Norm || - || in R™ bzw. C™ gehért zum inneren

Produkt (z,y) = z*y.

Beispiel 6.2.17. Sei K € {R,C}. Auf dem Raum C([0, 1], K) der stetigen Funktio-
nen von [0, 1] nach K definieren wir das innere Produkt

)= | Tt at
i1 = ( o dt)w

Lemma 6.2.18 (Parallelogrammegleichung). Sei V' ein Vektorraum iber K = R
oder K = C mit einem inneren Produkt (-,-) und zugehériger Norm || - ||. Dann gilt
fir alle x,y € V:

Die dazugehorige Norm ist

lz + 1 + llz = ylI* = 2]|=]* + 2lly]* -

In Wirklichkeit ist die Parallelogrammgleichung auch eine hinreichende Bedingung, dass eine
Norm von einem inneren Produkt stammt.
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Beweis.
lz+yl>+llz—yl?=(@+y,a+y)+(z—y,z—y)
(z,2) + (y, =) + (v, y) + (y,y) + (z,2) — (y,2) — (z,9) + (¥, )
= 2z, z)+2(y,y) = 2||z|* + 2||y|*.
0

Beispiel 6.2.19. Die folgenden Normen gehoren zu keinen inneren Produkten, weil
sie die Parallelogrammegleichung (Lemma 6.2.18) nicht erfiillen:

Die Normen | - ||, in R™ bzw. C™ fir p # 2,
die Normen || « ||z und || - || e fiir p # 2 auf C([0, 1], R) oder C([0, 1], C).

6.2.3. Norm und Grenzwert.

Die Norm bringt nicht nur den Léngenbegriff in die Geometrie der Vektorrdume,
sie ist vor allem der Schliissel zur Analysis (Grenzwertrechnung) in Vektorrdumen.
Wir gehen davon aus, dass Sie wissen, was der Grenzwert fiir reelle Zahlen bedeutet:

Definition 6.2.20. Sei (a,)22; eine Folge in R und sei § € R. Wir sagen, a,
konvergiert gegen 3 oder

lim o, =0
n—oo

genau dann, wenn
(Ve > 0) (3ng € N) (Vn > ng) lay, — 8] < €.

Anders ausgedriickt, wenn ein Abstand e vorgegeben ist, ldsst sich immer ein ng
finden, sodass ab n = ng alle a,, von 8 einen kleineren Abstand als € haben.

Im normierten Vektorraum wird der Abstand zwischen zwei Vektoren z und
y durch die Norm ||y — x| gegeben. Entsprechend liest sich die Bedingung der
Konvergenz:

Definition 6.2.21. Sei (V,| - ||) ein normierter Vektorraum iiber R oder C. Sei
(z,,) eine Folge in V und y € V. Wir sagen, x,, konvergiert gegen y (beziiglich der
Norm || - ||), oder

lim z, =y
n—oo

genau dann, wenn gilt:
lim ||z, — y| = 0.
n—oo
Bemerkung 6.2.22. Anders ausgedriickt: Eine Folge von Vektoren x,, konvergiert
genau dann gegen y, wenn gilt
(Ve > 0) (3ng € N) (¥n > no) [lzn — yll < c.

Das folgende Beispiel zeigt, dass es auch auf die Norm ankommt, ob eine Folge
konvergiert:

Beispiel 6.2.23. Im Raum C([0, 1], R) der stetigen Funktionen von [0, 1] nach R
betrachten wir die beiden Normen || - ||fe und || - ||g1 wie in Beispiel 6.2.7. Wir
betrachten die Funktionen

2nt falls t € [0,1/(2n)),
fn(t) =< 2(1—nt) fallste[l/(2n),1/n),
0 falls t € [1/n,1].

Esist fiir alle n € N

n||L>e = n(t)] =1,
I£ol= = s 1£n(t)
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daher konvergiert f,, nicht gegen Null beziiglich || - || L. Andererseits ist

1
1
s = [ puteyie = 3=

also konvergiert f, gegen Null beziiglich || - ||z:.

Uberlegen Sie selbst dass || fn — fan||Loo = 1, sodass die Folge (fr) beziiglich ||- || Lo iiberhaupt
keinen Grenzwert besitzen kann. Uberlegen Sie andererseits, dass fiir alle t € [0,1] gilt fn(t) — O.

Definition 6.2.24. Sei V ein Vektorraum iiber R oder C mit zwei Normen | - |3
und || - [|2.
1) Die Norm || - ||; heifit stérker als die Norm || - ||2, wenn fiir alle Folgen (z,,)
in V gilt:

lim ||z,|i =0 = lim |jz,|2 =0.
n—oo n—oo
2) Die beiden Normen heiflen dquivalent, wenn jede stéirker als die andere ist,
d.h., fur alle Folgen (x,) in V gilt:

lim ||z,|1 =0 < lim |jz,|2 =0.
n— oo n—oo

“Wenn eine Vektorfolge beziiglich der stirkeren Norm konvergiert, dann konvergiert sie erst
recht beziiglich der schwécheren Norm.”

Satz 6.2.25. Sei V' ein Vektorraum iiber R oder C mit zwei Normen || - |1 und
| - |l2- Dann gilt:
Die Norm || - ||1 ist genau dann stirker als die Norm || - ||2, wenn gilt:

(3AM > 0) (Vz € V) [lwfla < M| .
Die beiden Normen sind genau dann dquivalent, wenn gilt:
(Fm, M > 0) (Vo € V)mljz|ly < [|z]l2 < Mzl

Beweis. Sei zunéchst ||z|ls < M||z||; fiir alle x € V. Konvergiert die Folge ()
gegen Null beziiglich || - ||1, so folgt

[£nll2 < Mllzn[ly — 0,

also konvergiert (z,,) auch beziiglich || - |2 gegen Null.
Angenommen, es gibt nun kein M > 0, sodass fiir alle x € V gilt ||z||2 < M||x]:.
Insbesondere gibt es also fiir jedes M = n? einen Vektor z,, € V mit

znll2 > n®||zn s -

Wir setzen nun

1
Yn = In.
nl|znll1
Dann ist
_1 _ Nzl
lynlli == lynll2 =
n nflzn |1

Also geht ||yn||1 gegen Null, aber ||y,||2 geht gegen unendlich. Daher ist dann || - ||
nicht stérker als || - ||2. O

Beispiel 6.2.26. In C([0,1],R) ist || - ||p stérker als || - ||z
Beweis. Sei f € C(]0,1],R). Es ist
[flle = max |f(s)],

s€[0,1]

1 1
Iflle = /Olf(lt)ldlﬁé/O 1fllzee dt = [ Fllzoe -
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In endlichdimensionalen Vektorrdumen ist der Konvergenzbegriff unabhéingig
von der Wahl der Norm:

Satz 6.2.27 (Normenéquivalenzsatz). Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum
iber R oder C. Dann sind alle Normen auf V zueinander dquivalent.

Wir geben hier keinen Beweis. Ein wichtiges Werkzeug ist der Begriff der Kompaktheit aus
der Analysis. Es ist aber leicht zu zeigen, dass in R" die Normen || - ||, aus Beispiel 6.2.5 fiir alle
p € [1,00) zur Norm || - ||oo dquivalent sind. Versuchen Sie es!

6.3. Orthogonale Projektion.

Wir beginnen nun die Theorie der Rdume mit innerem Produkt. Viele Beweise laufen in Vek-
torrdumen iiber R genauso wie in Vektorrdumen iiber C. Wir geben in diesen Féllen nur den
Beweis fiir den komplexen Fall. Den Beweis fiir den reellen Fall erhélt man, indem man die kom-
plexe Konjugation weglasst. Fiir jede reelle Zahl « ist ja @ = a.

6.3.1. Orthogonalitit und orthogonales Komplement.

Definition 6.3.1. Sei V' ein Vektorraum iiber C oder R mit innerem Produkt (-, ).
Seien a,b € V, U,W C V nichtleere Teilmengen. Wir sagen:

1) a steht orthogonal auf b (Schreibweise: a L b), wenn (a, by = 0.
2) a steht orthogonal auf U, wenn (Vu € U){a,u) = 0.
3) U steht orthogonal auf W, wenn (Vu € U) (Yw € W) (u, w) = 0.
4) Das orthogonale Komplement von U ist
Ut ={zecV| (Vuel)(z,u) =0}
Diese Definition ist wortlich dieselbe wie Definition 6.1.15, die wir aber nur fiir das euklidische
innere Produkt in R™ formuliert hatten.
Die Bezeichnung orthogonales Komplement U+ ist allgemein iiblich fiir den Fall, dass U ein

Unterraum von V ist. Aber es ist auch manchmal praktisch, fiir andere Teilmengen den Begriff
des orthogonalen Komplementes bereit zu haben.

Bemerkung 6.3.2. Orthogonalitit von Vektoren ist eine symmetrische Relation,
d.h.
albsbla.

Beweis.

(a,b)y =0 < (b,a) = {(a,b) = 0.
O

Satz 6.3.3. Sei V' ein Vektorraum iber C oder R mit innerem Produkt (-,-) und
dazugehériger Norm || - ||. Seien a,b € V.. Dann gilt:

alb = [a+0|*=al®+ .
In reellen Vektorrdumen gilt auch die Umkehrung.
Beweis.
la+b|]> = (a+b,a+b) = (a,a) + {a,b) + (b,a) + (b,b)
= [lall* + {a,b) + (a, b) + [|b]* = l|a]|* + [[b]|* + 2R((a, b)) -

O

Satz 6.3.4. Sei V ein Vektorraum mit innerem Produkt (-,-) iber R oder C . Sei
U C V eine nichtleere Teilmenge. Dann gilt:

1) Ut ist ein Unterraum von V.
2) Ist W CU, soistUt C W+.
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3) Fiir das Komplement des Komplementes einer Menge gilt

Uc (Ut
4) Das Komplement der linearen Hiille von U ist (L(U))*t = U+,
5 {0}t =V.
6) UNnU*+ c {0}.
7) V+ ={0}.

Beweis. Punkt (1): Da (0,u) = 0 fiir alle u € U, ist jedenfalls 0 € UL, und damit
ist U+ £ 0.
Seien nun z,y € UL, A\, u € C. Es ist fiir alle w € U

Az + py,u) = Mz, u) + @y, u) = A0+ 10 = 0.
Also ist Az + py € UL,

Punkt (2): Sei W C U und = € U+. Dann steht = orthogonal auf alle Vektoren
uw € U, und da W C U, steht = insbesondere orthogonal auf alle Vektoren aus W.
Folglich ist = € W.

Punkt (8): Seiu € U. Dann gilt (nach Definition des Komplementes) fiir alle z € U+
(u,z) = (x,u) = 0.

Daher steht u orthogonal auf ganz U+, d.h., u € (U+)+.

Punkt (4): Da U C L(U), gilt wegen Punkt (2) jedenfalls (£(U))* C U*. An-

dererseits gilt wegen Punkt (3) U C (U*)*, und (U1)* ist wegen Punkt (1) ein

Unterraum von V. Daher ist auch £(U) C (U+)*. Anders ausgedriickt, jedes Ele-

ment aus U~ steht orthogonal auf jedes Element aus £(U), d.h., UL C (L(U))*.

Punkt (5): Trivial.

Punkt (6): Sei w € U N U*. Dann ist also (u,u) = 0, das geht aber wegen der

Definition eines inneren Produktes nur fiir v = 0.

Punkt (7): Wegen Punkt (6) enthiilt V- = V N VL hichstens den Nullvektor. Da
aber V1 ein Unterraum von V ist, enthilt er jedenfalls den Nullvektor. O

6.3.2. Orthogonale Projektion.

Definition 6.3.5. Sei V ein Vektorraum iiber K € {R,C}. Sei U C V eine nicht-
leere Teilmenge. Die Menge U heifit konvex, wenn gilt:

(VA €[0,1]) (Va,y € U) Az + (1 — Ny € U.

Anschaulich gesprochen: Eine Menge U ist konvex, wenn die Verbindungsstrecke von je 2
Punkten aus U zur Génze in U verlduft.

Satz 6.3.6. Sei V ein Vektorraum iber K € {R,C} mit einem inneren Produkt
(-,+) und der dazugehorigen Norm || -||. Sei U eine konvexe Teilmenge von V. Sei
x €V und u € U. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1) Firalley € U\ {u} gilt ||lu—z| < |y — .

2) Fiir alley € U\ {u} gilt R((y — u,z —u)) <O0.

3) Fiir alley € U\ {u} gilt |u—z| < ||y — z]|.

Ist U ein Unterraum®® von V, so sind diese Aussagen auch dquivalent zu:

4) Firalleye U\{u} gilt y —u Lz —u.

23Unterrdume sind natiirlich immer konvex.
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Beweis. (1) = (2): Wir nehmen an, dass (1) gilt. Sei y € U, y # u. Sei € € (0,1)
beliebig. Wegen der Konvexitét von U ist dann auch z := u + e(y — u) € U. Nun
gilt wegen (1):
0 < Je—al®~llu—al® = |lutely —u) —z|* — lu - 2|

= ((u—2)+ely —u),(u—2)+ely —u)) — [lu— 2|

= Ju—z|P+ |y —ul]® +ely —u,u—z)+elu—z,y —u) — ||u—z|?

= Ay —ul® 4+ 2eR((y — u,u — x)).
Wir dividieren diese Ungleichung durch € und erhalten fiir alle € € (0, 1)

—2R({y —u,u— ) < elly —ull*.
Lassen wir nun e gegen Null gehen, erhalten wir Punkt (2).
(2) = (3): Angenommen, Punkt(2) gilt. Sei y € U, y # u. Dann ist
ly—=* = ll(u—=2) = (u=y)|?

= |lu—al® = 2R((u — 2,u — y)) + [lu — y|®

lu—l* + [lu = y[* > llu— 2.

V

(8) = (1): Trivial.
(2) = (4): Wir nehmen nun an, dass U ein Unterraum ist. Ist y € U so ist wegen
Punkt (2) R((x — u,y — u)) < 0. Weil U ein Unterraum ist, ist aber auch z =
u— (y—u) €U, und es ist
0>R({x—u,z—u))) =Rz —u,y —u)).

Daher ist R((z — u,y — u)) = 0. Ist V ein Vektorraum iiber C, so ist auch z =
u+i(y —u) € U, und damit ist

0=R((z —u,z—w) =R((z —w,i(y —u)) = —iS(z —u,y —u)).
(4) = (2): Trivial. O

Anschaulich gesprochen: Der Punkt u € U liegt genau dann von allen Punkten aus U am
néichsten an x, wenn fiir jedes y € U der Winkel zwischen z — v und y — u ein stumpfer Winkel
ist.

Korollar 6.3.7. Sei V ein Vektorraum iber K € {R, C} mit einem inneren Produkt
() und der dazugehdorigen Norm || - ||. Sei U eine konvexe Teilmenge von V. Sei
x € V. Dann gibt es hiochstens einen Punkt uw € U, sodass fir alle y € U gilt:

llu =zl < fly — |-
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Insbesondere gilt: Ist U ein Unterraum von V, so gibt es hochstens ein u € U so,
dass x —u € UL,

Beweis. Seien uj,us zwei solche Punkte. Wegen Satz 6.3.6(3) folgt dann fiir alle
yeU:
[ur —z| <lly—zl und fus —z| <y — =l
Setzt man y = u; bzw. y = ug, so erhilt man
Jur — 2| <lue —zf| und |lus —zf| < [lur — =,

das ist aber ein Widerspruch.

Ist U ein Unterraum, so gilt u € U, x — u € UL genau dann, wenn u € U der
nichste Punkt an 2 ist. Und wenn ein solcher existiert, ist er (wie eben bewiesen)
eindeutig bestimmt. O

Definition 6.3.8. Sei V ein Vektorraum iiber K = R oder K = C. Sei U ein
Unterraum von V, sodass U + U+ = V. Wir definieren eine Abbildung 7y : V. — V
so dass fiir jedes » € V das Bild my(z) € U und = — 7y (v) € UL,

Dann heifit die Abbildung 7y die orthogonale Projektion von V auf U.

Rechtfertigung der Definition: Die Bedingung U 4+ U+ = V sagt genau: Zu jedem
x € V existiert mindestens ein v € U so, dass  —u € UL. Wegen Korollar 6.3.7 ist
dieses u eindeutig bestimmt.

Satz 6.3.9. Sei V' ein Vektorraum tber K =R oder K = C. Set U ein Unterraum
von'V so, dass U+U+ =V. Seiny die orthogonale Projektion von V auf U. Dann
gilt

) Sei x € V. Dann ist x € U genau dann wenn my () = .

) Seix € V. Dann ist x € UL genau dann wenn my(x) = 0.

) Die Abbildung my ist idempotent, d.h. my o Ty = Ty .

) Die Abbildung idy —ny ist die orthogonale Projektion von V auf U~.

) Die Abbildung 7y ist linear.

) Fir alle x,y € V gilt

(@, 70 (y)) = (ru(x),y) = (7u(2), 70 (y)).

7) Fir alle x € V gilt: |my(z)]] < ||z||. Gleichheit gilt genau dann, wenn
zeU.

8) Der Vektorraum V ist die direkte Summe U + U~

9) U= (UY)*L.
Beweis. Punkt (1): Ist x € U, so ist z —x = 0 € U+, und daher ist 7y (z) = .
Umgekehrt gilt fiir alle € V, dass my(x) € U. Ist also © = my(z), so ist € U.
Punkt (2):1st x € U, soist 2 = 0+ 2 mit 0 € U und z € U+, Also ist 7y (x) = 0.
Andererseits ist z — 7 (x) immer in U+, Ist also 7y (z) = 0, so ist z = x — 7y (z) €
U+t
Punkt (3): Fiir alle x € V ist my(x) € U. Daher gilt nach Punkt (1) [ny o my](x) =
7TU(7TU(.’E)) = WU(.’E).
Punkt (4): Ist x € V, so ist  — 7y (z) € UL und 7y (x) € U C (U*)L. Daher ist
z —my(x) = mga(x).
Punkt (5): Seien x,y € V, A\, u € K. Zur Abkiirzung schreiben wir:

mu(z) =uy €U, my(y) =uy €U, z —mp(x) = vy eU+, y—ﬁU(y):vyEUL.
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Es ist dann
AT +py = AMug +0g) + pluy +vy)
= (Aug + puy) + (Avg + puy) .
Weil U und U+ Unterrdume von V sind, gilt
Mg + puy €U Avg + puy eUt.
Damit ist aber

7"—U()‘x + Ny) = Aug + My = /\7TU($) + /“TU(y) .

Punkt (6): Wir verwenden, dass x — my(z) und y — 7wy (y) orthogonal auf U stehen.
Es ist

(z,mu(y)) = (&, 70 (y)) + (v (2) — =, 70 (y))
= (o (), mu(y)) = (ru (), 7u () + (v (), y — 7 (y))
= <7TU (l‘)7 y> .
Punkt (7): Weil 7y (x) L (z — 7y (x)), gilt nach Pythagoras
lzl* = llmo (@)[* + |z — 7o ()| 2> |70 ()]
Gleichheit gilt offensichtlich genau dann, wenn & — my(z) = 0, das heifit wegen
Punkt (1) dasselbe wie z € U.

Punkt (8): Nach Voraussetzung ist V = U +U+. Wegen Satz 6.3.4(6) ist UNU+ =
{0}
Punkt (9): Bekanntlich ist U C (U+)+. Sei x € (UL)1. Es ist 2 — 7y (z) € UL und
orthogonal zu 7y (x), daher ist

0= (2,2 —7y(2)) = (& —v(2), s — 1w (2)) = ||z — my()|.

Also ist = 7y (z), und nach Punkt (1) ist also x € U. Daher ist (U)* c U. O

6.3.3. Orthogonale Projektion auf endlichdimensionale Unterrdume.

Definition 6.3.10. Sei V ein Vektorraum iiber K € {R,C} mit einem inneren

Produkt (-,-) und der dazugehorigen Norm || - ||. Sei (by,---,b,) ein n-Tupel von
Vektoren aus V. Wir definieren die Gramsche Matrix

(br,b1) -+ (b1,bn)
Gram(by, -+ ,b,) ==
<bnvb1> e <bn7bn>

Bemerkung 6.3.11. Sei K € {R,C}. In K" betrachten wir wie iiblich das innere

Produkt (z,y) = a*y. Sei (b1, - ,by) ein m-Tupel von Vektoren aus K". Wir
bilden eine Matrix B € K™*™ deren Spalten die jeweiligen b; sind. Dann ist

Gram(by,--- ,b,) = B*B.

Satz 6.3.12. Sei V ein Vektorraum iber K € {R,C} mit einem inneren Produkt
(-,+) und der dazugehdrigen Norm || - ||. Sei (b1,--- ,by) ein n-Tupel von Vektoren
aus V, und G = Gram(by, - -+ ,by,) die zugehirige Gramsche Matriz. Dann gilt:

1) G ist hermitesch.
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2) Fiir alle x = (&1, ,&,)T € K™ ist
<b1aZ;'L:1 é-jbj>
Gz = ,
(bns 2201 &505)

1> &b501%
j=1

3) G ist positiv semidefinit (d.h. fir alle x € K™ ist 2*Gx > 0).

4) G ist genau dann positiv definit, wenn das System (by,--- ,by) linear un-
abhingig ist. (Positiv definit heifst, fir alle x € K™\ {0} ist 2*Gx > 0.)

5) Seix = (&, ,&)T € K™, Dann gilt:

z*Gx

z € ker(G) & Y &b =0.
=1

6) G ist genau dann regulir, wenn das System (by,--- ,by) linear unabhdngig
18t.

Beweis. Punkt (1): Das folgt aus der Tatsache, dass (b;,b;) = (b;, b;).
Punkt (2): Es ist

> i (b1, b)) & (01,3751 &5by)

Gz : :

)

S b)) &) \(be S0 €0

Gr o= Y Gilbi Y &b =i, > &by =11 &bill*
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1
Punkt (3): Direkte Folge von Punkt (2).

Punkt (4): Sei das n-Tupel (by,--- ,b,) linear unabhéngig. Dann gilt fiir alle Vek-
toren = (&, -+ ,&,)T # 0 dass Y., &b; # 0. Folglich ist auch

r*Gx = || Z&blw > 0.
i=1

Also ist G positiv definit.
Sei umgekehrt G positiv definit und Y7, &b; = 0 fiir einen Vektor z = (&1, ,&,)7T.
Dann ist also

#Gr =) _&bil® = 0] =0,
i=1

und wegen der positiven Definitheit von G ist = 0, also sind alle §; = 0. Folglich
ist (b1,- - ,b,) linear unabhingig.
Punkt (5): Sei x € ker(G). Es ist dann

n
I Z{ibi||2 =2"Gr=2"0=0,

i=1
und daher ist Y1, &b; = 0.
Sei nun umgekehrt Y7 | &b; = 0. Wegen Punkt (2) ist dann auch Gz = 0, also
x € ker(G).
Punkt (6): Es ist G genau dann regulédr, wenn ker(G) = {0}. Wegen Punkt (5)
ist dies dquivalent dazu, dass die einzige Linearkombination Y ;- &b;, welche Null
ergibt, mit den Koeffizienten & = --- = &, = 0 gebildet wird, d.h. (by,--- ,b,) sind
linear unabhéngig. O
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Satz 6.3.13. Sei V ein Vektorraum tiber K = R oder K = C. Sei U ein endlich-
dimensionaler Unterraum von V mit einer Basis (by, -+ ,b,). Seix € V.

1) Dann gibt es genau ein u € U so, dass x —u € U+,
2) Ist G = Gram(by,- - ,b,) die Gramsche Matrixz des Systems (by, -+ ,by),

so schreibt sich
n
u="> b,
j=1

wobei der Vektor (ny,--- ,n,)T das folgende Gleichungssystem lost:

mn <b1, :ZZ>
(6.3.1) G-| | = :

Tn (b, )
Beweis. Wir wissen schon aus Korollar 6.3.7, dass es hochstens eine Zerlegung
T =u+wmit u € U, w € UL geben kann. Wir zeigen nun die Existenz von u:
Weil (by,---,by) ein linear unabhéngiges System ist, ist die zugehorige Gramsche

Matrix reguliér. Daher ist das Gleichungssystem (6.3.1) eindeutig 16sbar. Wir setzen
nun u = Y77, 7;b;. Da alle b; in U enthalten sind, ist u € U. Wir zeigen nun:

r—ucU:
Wegen Satz 6.3.12 ist
(b1, 3701 myby) M
: =a |
<bna Z?:l 77jbj> TIn

Daher ergibt sich aus dem Gleichungssystem (6.3.1) fiir jedes i = 1,--- ,n:
<bi"r - u> = <bi1x> - <bivz77jbj> =0.
j=1

Da z—u auf alle Vektoren der Basis (b, - - - , b, ) orthogonal steht, ist z—u € UL, O

Bemerkung 6.3.14. In Satz 6.3.13 kann V ein unendlichdimensionaler Vektor-
raum sein. Ist aber U unendlichdimensional, so muss es nicht unbedingt einen
néchsten Punkt geben. Mit Mitteln der Analysis (Vollstindigkeit) kann man auch
unendlichdimensionale Unterrdume charakterisieren, in denen es zu jedem x € V
einen néchsten Punkt gibt.

Satz 6.3.15. Sei K € {R,C}. In K" betrachten wir das ibliche innere Produkt
(x,y) = x*y. (Im reellen Fall setzen wir z* = x7.) Sei f : K* — K" eine lineare
Abbildung und P € K"*"™ die dazugehorige Matriz. Dann sind dquivalent:

1) Es gibt einen Unterraum U C K" so, dass f = 7y .
2) P ist idempotent (d.h. P2 = P) und hermitesch (d.h. P* = P).

In diesem Fall ist U der Spaltenraum von P und U+ der Kern von P.

Beweis. (1) = (2): Seialso f = my die orthogonale Projektion auf einen Unterraum
U. Nach Satz 6.3.9 (3) gilt: 7y o 7y = 7. Daher ist P = P?. Seien nun e;, e; zwei
Einheitsvektoren im K", und P = (; ;)i j=1...n- Es gilt (wegen Satz 6.3.9 (6)

aij = ejPej=(e,mule;)) = (mulei), e;)

= (ej,mu(ei)) =e;Pe; =7aj;.

Es ist dann U = rg(my) = rg(P) und U+ = ker(ry) = ker(P).
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(2) = (1): Sei nun P idempotent und hermitesch. Sei U der Spaltenraum von P.
Fiir jedes x = Pv € U ist dann wegen der Idempotenz Px = PPv = Pv = x.
Sei nun y € K”. Es gilt fiir alle x € U (unter Beniitzung der Idempotenz und
Hermitizitét):

a*(y — Py) = (Px)*(y — Py) = 2" P*(y — Py) = 2" Py — 2" Py = 0.
Also ist y— Py € U+. Nun ist also y = Py+(y— Py) mit Py € U und y— Py € U+.
Daher ist Py = my(y). O

Wir werden spéter von orthogonalen Matrizen reden. Vorsicht, die Matrix einer orthogonalen
Projektion ist normalerweise keine orthogonale Matrix! (Einzige Ausnahme: Einheitsmatrix.)

6.3.4. Beispiele:
Beispiel 6.3.16. Wir betrachten den R3 mit der euklidischen Norm. Seien

1 0 1
b1: 0 5 b2: 1 , X = 2
1 1 6

Sei U der von by, by aufgespannte Unterraum des R?. Wir berechnen die orthogonale
Projektion (beziiglich des iiblichen inneren Produktes) von z auf U.

Losung: Wir fassen die beiden Basisvektoren von U zu einer Matrix B zusammen
und berechnen die Gramsche Matrix:

10
B = [0 1],
11

Gram(by, ba)

10
1 0 1 2 1
BB = ( ) 0 1) = ( ) |
0 1 1 11 1 2
Die rechte Seite fiir unser Gleichungssystem ist der Vektor
<bl 5 l‘> o 7
<b2, I> - 8/

Wir 16sen das Gleichungssystem

(G 2)G)-C)

mit der Cramerschen Regel:

71
8 2 6
= _7:2
m 2 1 3 )
1 2
2 7
1 8 9
= - =-=3
12 2 1| 3
1 2
Daher ist
1 0 2
u=my(z)=2 (0| +3 (1] =3
1 1 5

O

Uberzeugen Sie sich zur Probe selbst, dass @ — u auf by und bs, und somit auf ganz U orthogonal
steht.
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Beispiel 6.3.17. Gegeben sei die Funktion p(t) = 3. Finden Sie ein Polynom ¢(x)
vom Grad hochstens 2, sodass

/“\pa>—qan2dt

-1
moglichst klein wird.

Losung: Auf dem Raum C([—1,1],R) der stetigen Funktionen von [1,1] in R be-
trachten wir das innere Produkt

und die dazugehorige Norm
1
fullzs = ([ 1uto) ar)

folt)=1, fA@)=t, folt)=1

spannen den Raum U der Polynome vom Grad kleiner als 3 auf. Wir suchen die
orthogonale Projektion von p auf U.

1/2

Die Funktionen

Zur Aufstellung des Gleichungssystems brauchen wir zunéchst folgende innere Pro-
dukte (mit ¢,5 € {0,1,2}):

1
o 1 o o
i I — tz+j dt = 1z+]+1 — (=1 i+j+1
Gty = | o T ()
B 7i+]2,+1 wenn i+ j gerade,
B 0 wenn ¢+ j ungerade.

2

0 wenn 14 gerade.

wenn ¢ ungerade,

Damit ist das Gleichungssystem

2 0 2\ [no 0
0 2 0)|m|=|2%
50 3 \m 0
Die Losung ist
3
770:772:07771:3

Das gesuchte Polynom ist
3
t) = -1t.
q(t) = ¢

Die folgende Grafik zeigt die drei Polynome fo, f1, fo (strichliert), die Funktion p
und das Polynom p, welches ¢ am besten annéhert:
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(]
Wenn eine Funktion p durch Funktionen aus einer vorgegebenen Menge U mdglichst gut an-
genidhert werden soll, sprechen wir von einem Approximationsproblem. Ist das Kriterium fiir die
Giite der Approximation, dass ||p — ul|;,2 méglichst klein sein soll, sprechen wir von Approxi-
mation nach der Methode der kleinsten Quadrate (least squares). Steht fiir eine Least-Squares-
Approximation ein Vektorraum U von Funktionen zur Verfiigung, so fithrt das auf die Suche nach
der orthogonalen Projektion von p auf U.

6.4. Orthonormalsysteme.
6.4.1. Konstruktion von Orthonormalsystemen.

Definition 6.4.1. Sei V ein Vektorraum iiber K = R oder K = C mit einem

inneren Produkt (-, -). Sei (a1, ,ay) ein n-Tupel von Vektoren aus V. Dann heifit
(a1, -+ ,a,) ein Orthonormalsystem, wenn fiir alle 4, j € {1,--- ,n} gilt:
1 fallsi =7,
(@i, a;) = bi; = -
0 falls i # j.
Ist zugleich (aq,- - ,a,) eine Basis von V, so heifit (a1, - ,a,) eine Orthonormal-

basis von V.

Im Orthonormalsystem steht also jeder Vektor orthogonal auf jeden anderen Vektor, und jeder
Vektor hat Norm ||a;|| = 1. Steht in einem Vektorsystem jeder Vektor orthogonal auf jeden
anderen, und keiner ist der Nullvektor, so spricht man von einem Orthogonalsystem.

Beispiel 6.4.2. Einige Beispiele von Orthonormalsystemen in C? bzw. C3:

Die Einheitsbasen,

(£)(£)

(750 (25 w20

2/3 —2/3 1/3
(1|, 23], 2/3)]).
2/3 1/3 —2/3

Satz 6.4.3. Sei V ein Vektorraum iber K € {R,C} mit innerem Produkt. Sei
(a1, ,an) ein Orthonormalsystem in V.. Dann ist (a1, -+ , ay) linear unabhdngig.
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Beweis. Sei Y., Aia; = 0. Dann ist

0= <a’j7z)\iai> - ZAi<aj7ai> = ZO)\l —+ ].AJ
i=1 i=1 i£]
Da dies fiir alle j gilt, sind also alle A; = 0. (]

Satz 6.4.4 (Orthonormalisierungsverfahren von Gram - Schmidt). Sei V' ein Vek-
torraum tber K € {R,C} mit innerem Produkt. Sei (by,---,b,) ein linear un-
abhingiges Vektorsystem in V. Dann gibt es ein Orthonormalsystem (ai,--- ,an)
so, dass fir allek=1,--- n gilt

L({ar,---an}) = L{b1,--- b))

Die Vektoren a; lassen sich rekursiv mit folgendem Algorithmus berechnen:

a1 = by, Nur fiir konsistente Schreibweise im Beweis.
1
a1 = =
[laa |
k
1 = brgr— Y (a0, bpya)ai,
i=1
1 -
k41 o= Ak+1-
i lagall "

Beweis. Wir zeigen durch vollsténdige Induktion nach k:

1) ax #0,

2) (ay,--- ,ak) sind ein Orthonormalsystem,

3) E({alv T ,ak’}) = E({bla T abk})'
Die Induktionsverankerung fiir £ = 1 ist trivial. Sei nun der Satz giiltig bis k. Dann
ist

k
wi=Y (ai,bpp1)ai € L{ar, - ar}) = L({br, -, bi}).
i=1
Andererseits gilt wegen der linearen Unabhingigkeit der (b1, -+ ,bg41):

b1 & L({b1,- -+, bi}).

Also ist bg41 # w und damit Ggy1 = bgy1 —u # 0.

Dawu € L({b1, -+ ,br}), ist ax+1 € L({b1, -+ ,bg+1}). Ebenso zeigt man: byy1 €
L({ay, - ,ak,ax+1}. Es folgt, dass die beiden linearen Hiillen gleich sind.

Fiir jedes j < k gilt

k
(aj, 1) = (aj, i) = D (@i, bera) (@, @) = (a5,bp41) = {aj, bryr) -1 =0.
i=1

Daher steht ap41 orthogonal zu allen a; mit j < k. Letztlich normieren wir den
Vektor aj+1 und erhalten einen Vektor apy; mit Norm 1. An den linearen Hiillen
und der Orthogonalitét dndert sich dabei natiirlich nichts. O

Korollar 6.4.5. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum mit innerem Pro-
dukt. Dann ldsst sich jedes Orthonormalsystem in V zu einer Orthonormalbasis
erweitern. Insbesondere besitzt also V' eine Orthonormalbasis.

Beweis. Wegen Satz 6.4.3 ist jedes Orthonormalsystem linear unabhingig und lasst
sich also nach dem Basisergiinzungssatz zu einer (nicht unbedingt orthonorma-
len) Basis von V erweitern. Auf diese Basis wendet man dann das Gram-Schmidt-
Verfahren an. O



150 GERTRUD DESCH

Beispiel 6.4.6.

1 -1 )
1 5 0
bl - 1 I b2 - _1 I b3 - _1
1 5 —6

Lésung: Normierung von by: ||b1]] = 14+ 14+ 1+ 1 =2, also setze
0,5

0,5
0,5
0,5

)

1
a1:§b1:

Ansatz: as = by — (a1, b9) ag:
(a1,b0) = —0,5+2,5—10,5+ 2,5 =4, also setze

1 0,5 -3
i 5 05| |3
=1 _ "4 los| = [=3
5 0,5 3
Es ist ||az|| = 6, daher
-3 ~0,5
13| _|os
276 | =3 | -0,5
3 0,5
Ansatz: az = by — (a1, b3) a1 — (az, b3) as.
(a1,bs) = —1, {(ag,bs) = —5, also
5 0,5 ~0,5 3
i 0 0,5 0,5 3
as =1 _4 +1 05 +5 o5 =23
—6 0,5 0,5 -3

Normierung ergibt
0,5
a5 — 0,5
—0,5
-0,5

6.4.2. Orthogonale Projektion mittels Orthonormalbasen.

Satz 6.4.7. Sei V ein Vektorraum dber K € {R,C} mit einem inneren Pro-
dukt. Sei U ein endlichdimensionaler Unterraum von V. mit einer Orthonormalbasis
(a1, -+ ,an). Seix € V und v1,- -+ , v, € K. Dann gilt:

1) Die orthogonale Projektion von x auf U errechnet sich durch

n

() =Y (ai,7) a;.

i=1

n n
| Z%‘aiﬂz = Z |’Yz'|2-
i=1 i=1
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n

Z lai,x)|> < ||z||>  (“Besselsche Ungleichung”).

Gleichheit gilt genau dann, wenn x € U (”Parsevalsche Gleichung”).

Beweis. Die Beweise dieses Satzes beruhen alle auf dem Prinzip, dass Summen
gebildet werden, in deren Summanden die inneren Produkte (a;,a;) stehen. Weil
(a1, ,an) ein Orthonormalsystem sind, fallen nun alle Summanden mit i # j
weg, weil dann (a;, a;) = 0.

Punkt (1): Offensichtlich ist u := Y., (a;, z)a; € U. Wir zeigen, dass x — u ortho-
gonal auf alle a; und folglich auf ganz U steht: Es ist

(aj,z —u) = (aj,) _<ajﬂz<ai7x>al (aj,x Z a;, ) (aj, a;)
i=1 i=1

(aj,z) — (aj,z)-1=0.

Punkt (2):
1> viaill® = O vas, > via) = D> Apvilay, @) Z Z il
=1 Jj=1 =1 j=11:i=1 j=1 =

Punkt (3): Nach Satz 6.3.9 (7) gilt |7y (2)] < ||«|| mit Gleichheit genau dann7 wenn
z € U. Nach den eben bewiesenen Punkten (1,2) ist ||y (z)|| = Y1, {as, z)|?. O

Beispiel 6.4.8. Auf dem Raum C([0, 1]; C) der stetigen Funktionen von [0, 1] nach
C betrachten wir das innere Produkt

(1, v) = /0 T(t)o(t) dt.

Fiir k& € Z betrachten wir die Funktionen ay(t) = €™, (Hier bedeutet i die
imaginiire Zahl.) Dann ist fiir alle n € N das System (ay, - ,ay) ein Orthonormal-
system.

Beweis. Es ist

1 1 .
(ag,a;) = / e 2hmit2imit gt — / 2kt gy _ ) 1 wenn 7 h=0
0 0 0 wenn j—k #0.

O

Beispiel 6.4.9. Wir betrachten C([0, 1]; C) und darauf das L2-innere Produkt wie
in Beispiel 6.4.8. Wieder sei ay(t) = €287, Sei v(t) = t. Fiir n € N sei U,, die lineare
Hiille von (a—_p, -+ ,a,). Wir berechnen die orthogonale Projektion von v auf U,.

Losung: Nach Satz 6.4.7 berechnet man die orthogonale Projektion von z durch die

Formel
n
E aka
k=1

1
(ag,v) :/ Vit dt = —
0

Fiir alle k # 0 ergibt partielle Integration

Fir kK = 0 erhalten wir

< > /1 —2kmity gy 1 72k7ritt|1 + /1 1 —2kmit g 1
ai,v) = e =———c¢ — ¢ - _ )
m 0 ki 0" |, 2kmi ki
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Daher ist
1 = 1 1
) = Zat)— ——ap(t) — =—— a_x(t
N0 = o) =3 (i~ gzanst0)
_ 1 - 1 2kmit 1 —2kmit
-2 kzzl <2km ‘ ki

U
Die linke Grafik zeigt die orthogonale Projektion der Funktion v(t) = ¢ auf L({e?F™ | k =
—3,-++,3}). Wir sehen die Funktion v, ihre orthogonale Projektion, und die Beitridge der drei
Sinusschwingungen zur orthogonalen Projektion. In der rechten Grafik wurden alle Funktion pe-
riodisch (mit Periode 1) fortgesetzt. Wir sehen die orthogonalen Projektionen auf £({e?*™* | k =
—n,---,n}) fir n = 2 und n = 10. AuBler an der Unstetigkeitsstelle, die bei der periodischen
Fortsetzung von v entsteht, wird v durch die orthogonale Projektion gut angenéhert.

0.8 : 1 ir

0.6

0.4+

0.5
0.2
0
0.2 0
—04 i i i i i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 1 2

Die Zerlegung einer periodischen Funktion in Sinusschwingungen ist Ausgangspunkt der Fou-
rieranalysis, einer Denkweise, die nicht nur in der theoretischen Mathematik, sondern auch in
Regelttechnik, Elektronik, Datenanalyse und Bildverarbeitung ungeheure Bedeutung besitzt. Fou-
rieranalysis wéire ohne die Moglichkeit, Funktionen als Vektoren zu betrachten, wesentlich schwie-
riger zu formulieren und zu verstehen.

Satz 6.4.10. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum tber R oder C mit in-
nerem Produkt (-,-). Sei A = (a1,--- ,ayn) eine Orthonormalbasis von V und sei
x € V. Der Koordinatenvektor von x beziiglich der Basis A ist

<a17$>
¢4l (x) =
(an,x)

Beweis. Natiirlich ist x die orthogonale Projektion von x auf ganz V. Nach Satz 6.4.7

ist also
n

x=my(x) = Z(ak,x>ak .

k=1

Das heifit aber nichts anderes, als dass die Koordinaten von x beziiglich A die
Produkte (a1,z), ..., {an,x) sind. O

6.5. Dualraum, duale Abbildung, adjungierte Matrix.
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6.5.1. Dualraum und duale Abbildung.

Zur Entwicklung der Theorie des Dualraumes und der dualen Abbildung braucht man kein
inneres Produkt. Wir werden also in diesem Unterabschnitt Vektorrdume iiber beliebigen Kérpern
betrachten, und nicht von inneren Produkten und Normen reden.

Definition 6.5.1. Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber einem belie-
bigen Korper K.

1) Eine lineare Abbildung von V nach K heifit Linearform oder lineares Funk-
tional.

2) Der Raum Hom(V, K) der linearen Funktionale auf V' heiit der Dualraum
V*von V.

3) Auf V* betrachten wir (wie iiblich) die Operationen

[f+4lw) = f0)+g(v),
M) = Af(v),
fir alle f,ge V*, A e Kund v € V.

Bemerkung 6.5.2.

1) Hier tritt K in seiner Rolle als Vektorraum auf: K = K!. Die linearen
Funktionale sind also Homomorphismen von V nach K.

2) Wir wissen bereits, dass fiir alle Vektorriume V', W iiber demselben Korper
der Homomorphismenraum Hom(V, W) ein Vektorraum ist.

3) Definition 6.5.1 héngt zunéchst nicht von der Voraussetzung ab, dass V end-
liche Dimension hat. Jedoch bewéhrt sie sich in dieser Form nicht fiir unend-
lichdimensionale Vektorrdume. In der Funktionalanalysis, also der Analysis
auf unendlich dimensionalen Vektorrdumen, definiert man den Dualraum
als die Menge der stetigen linearen Funktionale. In endlich dimensionalen
normierten Vektorrdumen iiber R oder C macht das keinen Unterschied:
Dort sind alle linearen Abbildungen stetig.

Satz 6.5.3. Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber einem beliebigen
Korper K mit einer Basis B = (by,--- ,by,). Fir alle k = 1,--- ,n definieren wir
eine lineare Abbildung fi. : V — K so, dass

1 falls j =k,
fr(b) = :
0 fallsj #k.
(Laut Satz 4.1.12 ist dadurch fi, eindeutig bestimmdt.)
1) Dannist (f1, -+, fn) eine Basis von V*, und jedes g € V* lisst sich schrei-

ben g =3 _; 9(be) fi-
2) V* ist isomorph zu V.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass jedes g € V* die Form g = h := >"}_, g(bi) fx
hat. Nach Satz 4.1.12 ist eine lineare Abbildung eindeutig durch ihre Werte auf einer
Basis bestimmt, d.h., wir miissen nur zeigen, dass fiir alle b; gilt: g(b;) = h(b;).
Nun ist

h(b) = g(bi) fr(b;) = g(b))
k=1
weil fr(b;) = 0k; (Kronecker-0), sodass aus der ganzen Summe nur der Term fiir

k = j ibrig bleibt. Also ist g = h, und insbesondere ist (f1,--- , fn) ein Erzeugen-
densystem von V'*.
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Wir zeigen nun, dass (f1,-- -, f,) linear unabhéngig ist. Sei Y ;_; Axfr = 0. Dann
ist fir alle j =1,--- ,n:

0=1> " Neful(b) = Mefilby) =D Aedjn = A;.
k=1 k=1 k=1

Also sind alle A; = 0, und die lineare Unabhéngigkeit ist gezeigt.
Nun hat V* also eine Basis aus n Funktionalen. Daher ist dim(V*) = n = dim(V).
Vektorrdume mit derselben Dimension sind aber nach Satz 4.4.3 isomorph. (]

Definition 6.5.4. Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber einem Korper
K, sei (by,---,b,) eine Basis von V, und sei fiir k = 1,--- ,n das Funktional fj
durch die Bedingung f(b;) = dx; festgelegt (wie in Satz 6.5.3).
Dann heifit (fy,-- -, fn) die zu (by,--- ,b,) duale Basis von V*.

Bemerkung 6.5.5. Sei K ein Kérper und (eg,--- ,e,) die Einheitsbasis in K.
Jedes lineare Funktional f : K™ — K lisst sich bekanntlich durch eine K!*™-Matrix
F darstellen: f(z) = F - z. Wir konnen also (K")* mit K!*" identifizieren. Es ist
dann (el ... el') die zur Einheitsbasis duale Basis des K>,

6.5.2. Dualitit und Vektorrdume mit innerem Produkt.

Wir kénnten die Theorie der Dualrdume fiir allgemeine Vektorrdume noch ein gutes Stiick
weiterentwickeln. Aber wir konzentrieren uns aus Zeitgriinden nun auf den Sonderfall von Vek-
torraumen mit innerem Produkt. Inneres Produkt und Dualitét spielen sehr gut zusammen.

Satz 6.5.6. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum dber K € {R,C} mit
innerem Produkt (-,-). Sei V* sein Dualraum. Dann gilt:

1) Fir jeden Vektor uw € V ist die Abbildung
V =K,
fu:
x  — (u,x),

ein lineares Funktional aus V*.
2) Fir jedes g € V* gibt es einen eindeutigen Vektor uw € V' sodass g = fu,
d.h., fir alle x € V' gilt

9(x) = (u, ).
3) Die Abbildung
{V Ve
u = fy
ist antilinear, d.h., fir alle u,v € V, A\, u € K gilt
Poutpo = Mu + o
4) Die Abbildung u — f, ist bijektiv.

Achtung, manche Autoren setzen fiir das innere Produkt die Linearitdt in der ersten Kompo-
nente und die Antilinearitdt in der zweiten Komponente voraus. Der Satz ist dann entsprechend
abzudndern.
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Beweis. Punkt (1): Das innere Produkt ist linear in der zweiten Variablen:
(u, Az + py) = Mu, z) + p{u, y).

Punkt (2): Nach Satz 6.4.4 besitzt V' eine Orthonormalbasis (a1, ,an). Sel g €
V*. Wir definieren

g(ax)a

i
NE

k=1
Nach Satz 6.4.10 gilt fiir jedes z € V:

n

E alm

k=1
Dann ist

n

g(x) = Q(Z (ak, = Z (ag, © <Z§(ak)ak»$> = (u, 7).
k=1 k=1

k=1
Um die Eindeutigkeit zu zeigen, nehmen wir an f, = f,. Dann ist also fiir alle
zeV

<u’$> = fu(x) = fv(m) = <’U7.7J>.

Betrachten wir insbesondere £ = u — v. Dann ist
lu—v|? = (u—v,u—v) = (u,u—v) — (v,u —v) =0.

Also ist u = v.

Punkt (3):
Prutn () = (Mt po, 2) = Mu, 2) + v, 7) = Mu(2) + 7o (2)-
Punkt (4): Direkte Folge der Punkte (1,2). O

Bemerkung 6.5.7. Auf Grund von Satz 6.5.6 konnen wir jeden endlich dimensio-
nalen Vektorraum mit innerem Produkt mit seinem Dualraum identifizieren: Jedes
u € V wird zugleich identifiziert mit der linearen Abbildung = — (u,x).

Ein analoger Satz gilt auch fiir vollstdndige unendlich dimensionale Vektorrdume mit innerem
Produkt. Auf den Begriff der Vollstédndigkeit aus der Analysis konnen wir aber in dieser Vorlesung
noch nicht eingehen.

6.5.3. Adjungierte Abbildung.

Satz 6.5.8. Seien V,W endlich dimensionale Vektorrdume tiber demselben Korper
K € {R,C} mit inneren Produkten {-,-)v, (-, )w. Sei g € Hom(V, W).
1) Fir jedes w € W ist die Abbildung

{V oK,
v = (w,g(v)w,

ein lineares Funktional aus V*.
2) Fir jedes w € W gibt es einen eindeutig bestimmten Vektor g*(w) € V
sodass fir alle v € V' gilt

(g"(w), v)v = (w, g(v))w.

. {W =V,
g .
w = gt(w)

3) Die Abbildung

ist linear.
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4) Identifiziert man jedes v € V bzw. w € W mit den linearen Funktionalen
V =K w =K
fo: ’ bzw.  fu: ’
r = (v, y = (wyw,
dann entspricht g*(w) dem Funktional f,, 0g € V*.
Beweis. Punkt (1): Es ist

(w, g(Au + pv))w = (w, A\g(u) + pg(v))w = Mw, g(u))w + p(w, g(v))w-

Punkt (2): Da v — (w,g(v))w ein lineares Funktional auf V ist, gibt es nach
Satz 6.5.6 einen eindeutig bestimmten Vektor y € V sodass fiir alle v € V gilt:
(w, g(v))w = (y,v)y. Wir bezeichnen diesen Vektor y mit g*(w).

Punkt (3): Fiir alle v € V, wy,ws € W, Ay, A2 € K gilt:
(0" (w1 + Aows), v}y = (Ajw1 + Aawa, g(v))w = Ar(wr, g(v))w + Aa(wa, g(v))w
= Au(g"(wi), v)v + A" (w2), v)v = (Aag™(w1) + Aag™(w2), v)v.
Punkt (4): Es ist
(g7 (w),v)v = (w, g(v))w = ful(g(v)) = [fuw o g](v).

O

Definition 6.5.9. Seien V, W endlich dimensionale Vektorrdume {iber demselben

Korper K € {R,C} mit inneren Produkten (-, )y, (-,-)w. Sei g € Hom(V, W) und

fiir alle w € W sei (wie in Satz 6.5.8) g*(w) € V definiert durch

(VweV) (g"(w),v)v = (w,g()w.
Dann heif3t die Abbildung
« W =V,
g*:

w o =gt (w)
die adjungierte Abbildung zu g.
Bemerkung 6.5.10. Achtung: Geht g von V nach W, so geht ¢g* von W nach V.

Auch in den Dualrdumen von Rdumen ohne inneres Produkt kann man eine analoge Abbildung
wie g* konstruieren, die sogenannte duale Abbildung.

Satz 6.5.11. Seien U,V,W endlich dimensionale Vektorriume tber demselben
KirperK € {R, C} mit inneren Produkten (-, Yy, (-, )v, (-, )w. Sei f € Hom(U, V),
g € Hom(V,W). Dann gilt:

1) lgoflI"=f"oyg"

2) ()" = f.
3) ker(f) = [rg(f*)]*-.
1) rg(f) = [ker(f)]-.
5) f ist genau dann injektiv, wenn f* surjektiv ist.

6) f ist genau dann surjektiv, wenn f* injektiv ist.
Beweis. Punkt (1): Fiir alle w € U, w € W gilt:
([go f1"(w), vy = (w, g(f(W))w = (9" (w), f(u))v = (f*(g"(w)), w)v.
Punkt (2): Fir allew e U, v € V ist
(F) (), v)v = (u, f* () = (F*(v),w)v = (v, f(w)v = (f(u),v)v.
Punkt (3): Sei u € ker(f). Dann ist fiir alle v € V
(f (), wv = (v, f(u))v =0,
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daher ist u € [rg(f*)]*.
Sei umgekehrt u € [rg(f*)]*. Wir setzen y = f(u). Dann ist
IF @)Y = (g, f(w)v = (f*(y), u)y = 0.

Also ist u € ker(f).
Punkt (4): Punkt (3), angewendet auf f*, wobei wir beniitzen, dass (f*)* = f.
Punkt (5): Es ist wegen Satz 4.1.10 und Punkt (3)

f injektiv < ker(f) = {0} & [ker(f)]* = U < rg(f*) = U < f* surjektiv.
Punkt (6): ist Punkt (5), angewendet auf f*. O

Erinnern Sie sich, dass man die adjungierte Matrix A* zu einer Matrix A erhilt, indem man
zuerst A transponiert, und anschliefend von den Koeffizienten jeweils die konjugiert komplexe
Zahl nimmt.

Satz 6.5.12. Wir betrachten iber K € {R,C} die Vektorraume K™, K™ und in
beiden Raumen das innere Produkt (x,y) = x*y. Sei f eine lineare Abbildung

K — K™,
f:{

T — Az,

mit ihrer Matriz A € Km>™,
Dann gehort zur adjungierten Abbildung f* die adjungierte Matriz A*.

Beweis. Sei w € K™. Es gilt fiir alle v € K™

(f*(w),v) = (w, f(v)) = w*(Av) = (W' A)v = (A"w)"v = (A"w, v).
Also ist f*(w) = A*w. O
An dieser Stelle unterbrechen wir unsere Diskussion von Réumen mit inneren Produkten. Wir

benétigen zuerst das wichtige und schlagkriftige Instrumentarium der Eigenwerttheorie, um spéter
damit lineare Abbildungen in Rdumen mit innerem Produkt besser zu verstehen.
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7. EIGENWERTE

7.1. Polynome.

7.1.1. Polynom und Polynomfunktion.

Definition 7.1.1. Sei K ein Korper. Eine Polynomfunktion f iiber K ist eine

Funktion
7 K —K,
Nz — oo+ o+ -+ apz™.
Dabei sind ayg, - - - , a, Elemente aus dem Korper K und n € NU {0}.
Satz 7.1.2. Seien f(x) = Y[" ca’ und g(x) = 3°7_ Bja’ zwei Polynomfunktio-
nen tber einem Korper K. Wir definieren Addition und Multiplikation von Funk-

tionen wie Gblich: [f + g](z) := f(z) + g(z), [fg](z) := f(x)g(x). Dann sind auch
[+ g und fg Polynomfunktionen, und es gilt:

max(m,n)

[f+alx) = D (+B)a",
k=0
m-+n k
[fol@) = Y ar—jB; | *.
k=0 =0

In der Formel fir die Summe setzen wir a; = 0 falls i > m und 8; = 0 falls j > n.

Beweis. Um die Summenformel zu zeigen, setzen wir N = max(m,n), und a; = 0
fiir ¢ > m, B; = 0 fiir j > n, und kénnen daher die Polynomfunktionen schreiben

N N
flz) = Z et g(x) = Zﬁkxk .
k=0 k=0

Nun ist (unter Ausniitzung der Kommutativitit und Assoziativitét der Korperad-
dition, und eines Distributivgesetzes)

N

N N
f@)+g(@) =D apa® + Bra® = (ak + Br)a*
k=0 k=0

k=0
Fiir die Multiplikation erhalten wir

(i aixi> Zn: ﬂjxj
i=0 §=0

f(@)g(x)

n m
= E E aiﬂjfiJrj (Klammern ausmultipliziert)
=0 i=0
n m+j
= E E ak,jﬁjwk (Verschiebung des Summationsindex: k := i + j)
J=0 k=j
m+n k
= E E ak_j,@jxk (Vertauschung der Summationsreihenfolge)
k=0 j=0
m+n

k

k

= D |2 owsB) ot
=0

k=0
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Beispiel 7.1.3. Auf K = {0, 1} definieren wir die Rechenoperationen

+]0 1 -0 1
00 1 0[o 0
1|10 10 1

Man zeigt leicht, dass K ein Koérper ist. Wir berechnen die Polynomfunktion f(z) =
2% 4+ x fiir z € K.

Losung:

f(0) = 0°40=0+0=0,

f()y = 1?’+1=1+1=0.
O
Dieses Beispiel zeigt, dass iiber diesem Korper die beiden Polynomfunktionen
f(x) = 22 + 2 und g(x) = 0 dieselbe Funktion beschreiben. Trotzdem gibt es
Griinde, zwischen den Ausdriicken 22 + 2 und 0 zu unterscheiden. Das ist der
Grund, warum wir ein Polynom nicht einfach als Polynomfunktion definieren, son-
dern mit einem formaleren Zugang. Natiirlich definieren wir die Rechenvorschriften

fiir Polynome genau so, dass sie zu den Rechenvorschriften fiir Polynomfunktionen
passen.

Definition 7.1.4. Sei K ein Korper.

(1) Ein Polynom iiber K ist eine Folge (a;)52, von Elementen «; € K, bei der
nur endlich viele Glieder von 0 verschieden sind.

(2) Auf der Menge der Polynome iiber K fithren wir die folgenden Rechenope-
rationen ein:

(i)Zo+ (Bi)iZo = (i Bi)Zos
k
()2 (Bi)iZ0 = (Z ar—;Bi)iZo-
=0

(3) Das Nullpolynom ist 0 = (0)$2,.
(4) Ist p = ()52, nicht das Nullpolynom, so definieren wir den Grad (engl.:
degree) von p durch

deg(p) := max{i € N| o; #0}.
Der Grad des Nullpolynoms wird mit —oco angesetzt.
(5) Die Polynome von Grad 0 und das Nullpolynom heiflen konstante Polyno-
me.
(6) Die Polynome von Grad < 1 heiflen lineare Polynome.
Da die Schreibweise durch Folgen unhandlich und intuitiv wenig ansprechend ist,
wihlen wir ein beliebiges Symbol (z.B. 2) und schreiben

(w)i2g=ao+ a1+ +apz™.
Wir nennen dann das Symbol x die Unbestimmte. Die Menge der Polynome iiber
K, mit der Unbestimmten z geschrieben, bezeichnen wir mit K[z].
Satz 7.1.5. Sei K ein Kérper und K[z] die Menge der Polynome iiber K.

1) (K[z],+,-) ist ein kommutativer Ring mit Eins. Das Nullelement ist das
Nullpolynom, das Finselement ist das konstante Polynom 1. (vgl. Definiti-
on 2.3.1).

2) Mit der Polynomaddition und dem Produkt

A Z izt = Z()\ai)xi
i=0 i=0
bildet K[z] einen Vektorraum iber K.
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Beweis. Nachrechnen. O
Satz 7.1.6. Seien f # 0, g # 0 zwei Polynome iber einem Kérper K. Es gilt

deg(f +9) max(deg(f), deg(g)) falls deg(f) # deg(g),

deg(f +9) < deg(f) falls deg(f) = deg(g),

deg(fg) = deg(f)+ deg(g).

Beweis. Sei f = ()20, 9= (8i)520- Sei m = deg(f) und n = deg(g).

Ist k& > max(m n), so ist ax = B = 0 und folglich ay + Br = 0. Daher kann
deg(f + g) nicht grofler als max(m,n) sein. Sei nun m # n, 0.B.d.A. nehmen wir
an m < n. Dann ist «,, + 8, = B, # 0, folglich ist deg(f + ¢g) > n = max(m,n).
Ist Kk > m+n und j < k, so ist entweder j > n oder kK — j > m (oder beides),
folglich muss gelten 3; = 0 oder a—; = 0. Daher ist

k
Z Ozk_jﬂj =0.
j=0

Es kann also der Grad von fg nicht gréfer als m + n sein. Andererseits ist «;, # 0
und S,, # 0. Daher ist

m—+n
Z ar—;iBj = amfBn # 0.
§=0
Also ist deg(fg) > m +n. O

Satz 7.1.7. Sei K ein Kérper. Der Polynomring Klz| ist nullteilerfrei, d.h., sind
f g € K[z]\ {0}, so ist fg #0.

Beweis. Sind f,g # 0, so sind deg(f) > 0, deg(g) > 0. Dann ist nach Satz 7.1.6
auch deg(fg) > 0, also ist fg # 0. O

7.1.2. Division mit Rest.

Satz 7.1.8 (Polynomdivision mit Rest). Sei K ein Korper, f,g zwei Polynome
iber K, wobei g # 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome p,r mit den
Eigenschaften

f=pg+r,
deg(r) < deg(g) .

Beweis. Findeutigkeit: Sei f = p1g+r1 = pag+re. Dann ist also g(p1—p2) = ro—r1.
Ist p1 # p2, so ist deg(p1 — p2) > 0 und folglich deg(g(p1 — p2)) > 0 + deg(g).
Andererseits ist deg(ry — 1) < deg(g), und es entsteht ein Widerspruch. Also ist
p1 = p2 und es folgt r1 = ro.

Eristenz: Wir fithren eine vollstindige Induktion®® nach deg(f):

Verankerung: Ist deg(f) < deg(g), soist f =0-g+ f. Wihle also p =0, r = f.
Induktionsschritt: Sei nun k& > deg(g) und jedes Polynom f mit deg(f) < k in
der Form f = pg + r darstellbar. Sei nun f € K[z] mit deg(f) = k. Wir zeigen,
dass sich auch f zerlegen lédsst. Es ist also f = Zf:o a;xt, g = ZT:O B;z, wobei
m = deg(g) <k, B, # 0. Es ist dann

fr=f = ghatmg

24Das ist eine sogenannte starke Induktion. Angenommen eine Aussage A gilt fiir eine ganze
Zahl m (Verankerung). Wenn man zeigen kann, dass die Aussage auch fiir k 4 1 gilt, falls sie fiir
alle ganzen Zahlen m,m +1,--- , k gilt (Induktionsschritt), dann gilt die Aussage fiir alle ganzen
Zahlen > m.



LINEARE ALGEBRA 161

ein Polynom von Grad kleiner als k. Denn weil deg(f) = k, deg(zF~™g) = (k —
m) +m =k, ist deg(f1) < k. Aber der k-te Koeffizient von f; ist oy — gf’;ﬁm =0.
Nach Induktionsvoraussetzung kann man also zerlegen: f; = p1g + r mit deg(r) <
deg(g). Nun ist

a a
f=h+ ﬂixk_mg = <p1 + ﬂkxk_m) g+

O

Definition 7.1.9. Seien f,g Polynome iiber K mit g # 0, sei f = pg + r mit
deg(r) < deg(g). Wir nennen das Polynom r den Rest bei der Division von f durch

g.

Bemerkung 7.1.10. Der Existenzbeweis von Satz 7.1.8 liefert zugleich den Algo-
rithmus fiir die Auffindung von p und r.

Beispiel 7.1.11. Dividiere mit Rest:
6zt — T2 + 72> +5x—5 : 222 —3x 4+ 2.

f g
Lésung:
6z —72® +72® +5z -5 bo; — 322
6z —923 +622 3x2g
2¢3 422 45z -5 fi=f— 3%
2% =322 +2z xg
422 43z -5 fo=fi—xg
422 —6x +4 2g
9r -9 r=fo—2g
Also ist

f=0Bz*+2+2)g+ 92 -9).
O

Einfach, aber von fundamentaler Bedeutung ist der folgende Satz. Er stellt die Verbindung
zwischen der Theorie der Nullstellen und der Lehre von der Teilbarkeit der Polynome her:

Satz 7.1.12. Sei f = > oz’ ein Polynom dber einem Kérper K. Die dazu-
gehorige Polynomfunktion sei

- JK =K,
St e Yt
Seivy € K und f = p(x —v)+r mit einem Polynom p (zugehérige Polynomfunktion

p) und einem konstanten Polynom r € K.
Dann ist r = f(7).

Beweis. Wir setzen fiir x den Wert v ein:

F)=pMN (=7 +r=r
O
Algorithmus 7.1.13 (Horner-Schema). Sei K ein Kérper, sei f = Y 1 oz’ €
K[z], sei v € K. Gesucht ist ein Polynom p und eine Konstante r so, dass f =
p(x—v)+r. (Insbesondere ist r = f(7), wobei f die zu f gehérende Polynomfunktion
ist.)
n = Qn,

& = Y41+ op firk=n-—1,---,0.
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Dann ist
n—1
p=> &ina', r=&.
i=0
Beweis.
n—1
G Z §ir17" + o
i=0
n—1 n—1
= Z €i+1$l+1 - Z Y&ip12' + &
i=0 1=0

n n—1
= Z@‘xi + &oa’ — Z Vi
i=1 i=0
n—1
= &az" + Z(fz = Y&it1)x’
i=0

n—1
= ana:"—l—g oz’
i=0

O

Sie konnen sich auch iiberlegen, dass das Horner-Schema nichts anderes ist als eine verkiirzte
Schreibweise fiir die Division mit Rest: f: (x — 7).

Beispiel 7.1.14. Sei f :~4x5 +22* — 62 + 022 — 32 + 2, v = 2. Schreiben Sie
f=plx—2)+r. Wasist f(2)?

Lésung:
i|5 4 3 2 1 0
o |4 2 -6 0 -3 2
& |4 10 14 28 53 108
Es ist also p = 4a* + 102 4 1422 + 28z + 53, r = f(2) = 108. O

Viel schneller als die einzelnen Potenzen auszurechnen: f(2) =4-2542.24 —6.23 —3.2 42!

7.1.3. Nullstellen.

Definition 7.1.15. Sei K ein Kérper und f € K][z] ein Polynom mit zugehoriger
Polynomfunktion f. Ein v € K heifit Nullstelle von f, wenn gilt f(vy) = 0.

Satz 7.1.16. Sei K ein Korper und f € K[z] ein Polynom. Sei v € K und f =
p(xz — ) + 7. Dann ist v ist genau dann eine Nullstelle von f, wenn r =0, d.h., f
st durch © — v ohne Rest teilbar.

Beweis. Direkte Folge von Satz 7.1.12. O

Definition 7.1.17. Sei K ein Kérper, f # 0 € K[z], und v € K eine Nullstelle von
f. Die Vielfachheit der Nullstelle v in f ist die grofite Potenz m so, dass (z — )™
ein Teiler von f ist.

Anders ausgedriickt: Ist m die Vielfachheit von v in f, so ist f = (z — v)™p, wobei v keine
Nullstelle von p ist.

Beispiel 7.1.18. Uberpriifen Sie, dass —3 eine Nullstelle von f = 2 4 72% + 922 —
27x — 54 ist, und bestimmen Sie die Vielfachheit.
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Losung: Wie oft 148t sich x + 3 aus f ohne Rest abdividieren? Wir dividieren
natiirlich mit dem Horner-Schema:

1 7 9 -2 -4 f

1 4 -3 -18 0 Rest 0, f = fi(x+3), fi = 2® +42% — 3z — 18,

1 1 6 0 Rest 0, f1 = fo(z +3), fo = 2%+ 2 — 6,

1 -2 0 Rest 0, fo = f3(z+3), fs = — 2,

1 -5 Rest f3(—3) = —5 # 0.
Also ist f = (z+3)3f3 mit f3(—3) = —5 # 0. Die Vielfachheit von —3 als Nullstelle
von f ist 3. O

Die folgende niitzliche Regel zur Bestimmung von Vielfachheiten verwendet den Begriff der Ablei-
tung aus der Differentialrechnung, und dieser beruht auf der Grenzwertrechnung. Grenzwertrech-
nung funktioniert nicht iiber jedem Korper, aber der Begriff der Ableitung 148t sich fiir Polynome
rein algebraisch definieren.

Bemerkung 7.1.19. Sei K ein Kérper. Fiir ein Polynom f = """ a;a* definieren
wir die erste Ableitung f’ := 3" | ia;z* !, und die héheren Ableitungen f”, ),
f@ ... wie iiblich durch wiederholte Anwendung der ersten Ableitung. f(® ist
einfach f.

Sei nun f # 0 € K[z] und v € K eine Nullstelle von f. Dann gilt:

Die Vielfachheit von « in f ist m genau dann, wenn ~ eine Nullstelle der Polynome
f. f .., 07D ist, aber keine Nullstelle von (™).

Beweis. Wir geben nur eine Skizze, da wir die Theorie der Ableitung von Polyno-
men nicht im Detail entwickeln wollen. Der erste Schritt des Beweises wére, dass
wie tiber R und C fiir die Ableitung die folgenden Regeln gelten:

[fg]" = [fg+g'f (Produktregel),

[(@=7" = mz—y™""
Sei nun v eine Nullstelle von f mit der Vielfachheit m. Wir zeigen durch vollstdndige
Induktion: Fiir £k = 0,--- ,m — 1 ist v eine Nullstelle der Vielfachheit m — k von
),
Induktionsverankerung: Nach Voraussetzung ist v eine Nullstelle der Vielfachheit
m von f(© = f.
Induktionsschritt: Sei k < m und ~ eine Nullstelle der Vielfachheit m — k von f*),
das heiBt f*) = (z — )™ *p, wobei 7 keine Nullstelle von p ist. Dann ist

f(k-‘rl) — (m _ k‘)($ _ ’Y)M_k_lp + (1‘ . ’V)m_kp/
= (@—)" (= R+ (r =) = (@ — )" g

Einsetzen in die Polynomfunktionen ergibt

q(y) = (m = k)p(y) + (v =P (v) = (m = k)p(y) #0.

Daher ist v keine Nullstelle von ¢. Ist nun &+ 1 < m, so folgt dass v eine Nullstelle
der Vielfachheit m — k — 1 von f**1 ist. Damit ist die Induktion fertig. Ist aber
k+1=m,soist m—k—1=0und f0 = ¢q. Daher ist v keine Nullstelle von
flm), O

Satz 7.1.20. Sei K ein Kérper. Sei v € K und f = (x — v)™p # 0 ein Polynom
tber K. Sei A # v und n € N.

Dann ist X genau dann eine Nullstelle der Vielfachheit n von f, wenn A eine Null-
stelle der Vielfachheit n von p ist.
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Beweis. Wenn (z — A\)™ das Polynom p teilt, so ist also p = g(x — A\)™ und folglich
f=q(x —~)™(x — \)™. Es folgt daher: Ist A eine Nullstelle der Vielfachheit n von
p, so ist A auch eine Nullstelle von f mit Vielfachheit von mindestens n.

Wir zeigen nun durch vollsténdige Induktion nach n: Wenn (z — )™ ein Teiler von
f ist, dann teilt (z — A)™ das Polynom p. Wenn wir das gezeigt haben, kénnen wir
schlieBen: Ist A eine Nullstelle der Vielfachheit n von f, so ist A eine Nullstelle von
p mit Vielfachheit von mindestens n, und wir sind fertig. .
Induktionsverankerung n = 1: Sei A eine Nullstelle von f, d.h., 0 = f(\) = (A —
Y"B(A). Weil A — ~ #£ 0, ist auch (A — )™ # 0, und es folgt p(A) = 0. Also ist A
auch eine Nullstelle von p.

Induktionsschritt: Die Behauptung gelte fiir n. Sei (x —\)"T1q = f. Auf Grund der
Induktionsverankerung wissen wir, dass (x — A) auch ein Teiler von p ist. Es ist also
p=(x — A)p1. Nun ist

(@=N""g=f=(@—9"pi(x—N),
=Nz =N"q—(x—=7)"p]=0.
Wegen der Nullteilerfreiheit des Polynomringes (Satz 7.1.7) folgt

(z=N"qg=(z—7)"p1.

Nach der Induktionsvoraussetzung ist also (z — A)™ ein Teiler von py, d.h., p; =
(x — A)"py. Damit ist

p=(x—=Np1 = (x—XN)"py,
und die Induktion ist fertig. O

Satz 7.1.21. Sei K ein Korper und f # 0 € Klz]. Seien A1,- -, \p die Nullstellen
von f mit den Vielfachheiten my,- -+, my.

1) Dann gibt es ein Polynom p € K|x], welches keine Nullstellen besitzt, so
dass

f=@—=X)"(z—A2)™ - (x— \p)™p.
2) Das Polynom f hat hichstens so viele Nullstellen (gezihlt mit Vielfachheit)
wie sein Grad ist: E?:l m; < deg(f).

Beweis. Teil (1): Vollstéandige Induktion nach k:

Induktionsverankerung k& = 1: Weil A\; eine m;-fache Nullstelle von f ist, kann f
zerlegt werden: f = (x—A1)™ p. Da jede Nullstelle von p auch eine weitere Nullstelle
von f wire, hat p keine Nullstellen.

Induktionsschritt: Der Satz sei richtig fiir ein Polynom mit & Nullstellen. Sei nun
f ein Polynom mit k£ + 1 Nullstellen. Weil A\;;1 eine myq-fache Nullstelle von
fist, gilt f = (x — Agy1)™* f1, dabei sind alle weiteren Nullstellen von f auch
Nullstellen von f; mit derselben Vielfachheit. Daher hat f; genau k Nullstellen,
und wir konnen die Induktionsvoraussetzung anwenden: f; = pH?Zl(Jc —Aj)™.
Dabei hat p keine Nullstellen. SchliefSlich erhalten wir

f= (= App)™ i = pIE (= Ay)™
und die Induktion ist fertig.
Teil (2): In Hinblick auf Teil (1) ist

k k
deg(f) = deg(pIlj] (x — A;)™) = deg(p Z >y m
j=1 j=1
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Korollar 7.1.22. Sei K ein Kdrper mit unendlich vielen Elementen, und seien f, g
zwei verschiedene Polynome tber K. Dann sind auch die Polynomfunktionen f, g
verschieden.

Beweis. Sei f = §, d.h., fiir alle t € K ist f(¢) — §(t) = 0. Es ist also jedes Element
aus K eine Nullstelle des Polynoms f —g. Wenn f — g nicht das Nullpolynom wiére,
konnte es aber nur endlich viele Nullstellen geben. Also ist f = g. O

Uberlegen Sie selbst, dass es iiber einem Kérper mit endlich vielen Elementen immer Polynom-
funktionen gibt, die durch mehrere verschiedene Polynome dargestellt werden kénnen.

Definition 7.1.23. Sei K ein Korper. K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn
jedes nicht konstante Polynom iiber K mindestens eine Nullstelle besitzt.

Bemerkung 7.1.24. K ist genau dann algebraisch abgeschlossen, wenn jedes Po-

lynom f # 0 iber K in das Produkt von Linearfaktoren und einer Konstanten

zerfiillt, also wenn es Ay, -+, A\, € Kund mq, -+ ,my € N gibt, so dass
F=allh (o= )™,

Anders ausgedriickt: Die Anzahl der Nullstellen von f, gezéihlt mit Vielfachheiten,
ergibt genau den Grad von f.

Beweis. Nach Satz 7.1.21 lésst sich f zerlegen
f=pI_y(x—X)™.

Dabei hat p keine Nullstellen.

“=": Sei K algebraisch abgeschlossen, und hat p keine Nullstellen, so muss p ein kon-
stantes Polynom sein. Es ist dann auch deg(p) = 0 und folglich deg(f) = Z?Zl mj.
“«<": Sei K nicht algebraisch abgeschlossen. Dann gibt es ein nicht konstantes Po-
lynom f ohne Nullstellen. Es ist dann in der obigen Zerlegung f = p und p nicht
konstant. (]

Fiir den Beweis des folgenden tiefen Satzes von fundamentaler Bedeutung fehlen uns hier die
Grundlagen:

Satz 7.1.25 (Hauptsatz der Algebra). Der Kérper C der komplexen Zahlen ist
algebraisch abgeschlossen.

Uberlegen Sie selbst, dass der Kérper R der reellen Zahlen nicht algebraisch abgeschlossen ist.

7.2. Eigenvektoren und Eigenwerte.
7.2.1. Beispiele.
Beispiel 7.2.1. Wir betrachten die folgende Matrix A € R?*2 und die Vektoren

x,y € R%:
1B 1 N
(5 8) () -(1)
2 2 2 2

Wir berechnen Ax und Ay. Welche Folgerungen kénnen wir iiber die lineare Abbil-
dung f schlieflen, die durch A gegeben wird?

Lésung: Einfache Rechnung zeigt: Az = —x, Ay = y. Uberdies ist B = (2, %) eine
Orthonormalbasis des R?. Die Matrix von f beziiglich der Basis B erhalten wir
nach der Regel: Die Spalten sind die Bilder der Basisvektoren (natiirlich auch in
neuen Koordinaten geschrieben):

wgn= (3 1)
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Also gibt es ein Koordinatensystem in R?, sodass die Abbildung f das Vorzeichen
der ersten Koordinate umkehrt, und die zweite Koordinate unverindert lasst. Die
Abbildung f ist also eine Spiegelung an der Geraden

B () D

Beispiel 7.2.2. Wir betrachten die lineare Abbildung mit der folgenden Matrix
A € R3*3 und die Vektoren z,y,z € R3.

4 2 -6 1 -2 1
A=18 19 —42|, z=|2|, y=[1], 2= [4
4 8 -—18 1 0 2

Wieder berechnen wir Az, Ay und Az.

Lésung: Wir erhalten: Az = 2x, Ay = 3y, Az = 0. Verwenden wir B = (x,y, z) als
Basis fiir ein neues Koordinatansystem, so ist

2 0 0
ME(H) =0 3 0
0 0 O

In diesem Koordinatensystem ldsst sich f also leicht beschreiben: Die erste Koor-
dinate wird verdoppelt, die zweite Koordinate auf das Dreifache gestreckt, und die
dritte Koordinate auf 0 gesetzt. Beachten Sie aber, dass diese Basis kein Orthonor-
malsystem ist. O

In beiden Beispielen gewinnen wir Einsicht in die Struktur der linearen Abbil-
dung, indem wir das Koordinatensystem wechseln. Unsere Basis bestand immer aus
Vektoren der Form Az = Az mit )\ € K.

Beispiel 7.2.3. Sei A € R3*3 die Matrix einer Drehung um die Achse 0+ tv. Dann
ldsst A die Punkte auf der Achse fest, also Av = v.

7.2.2. FEigenwerte, Eigenvektoren, Eigenraum.

Definition 7.2.4. Sei K ein Korper und A € K"*™ eine quadratische Matrix.
Ein Vektor v € K™ \ {0} heiit Eigenvektor von A zum Eigenwert A € K, wenn gilt
Av = M. Insbesondere heifit also A € K ein Eigenwert von A, wenn es dazu einen
Eigenvektor v € K™\ {0} gibt.

Satz 7.2.5. Sei K ein Korper und A € K™"*" eine quadratische Matriz. Sei A € K,
und sei W ={v € K" | Av = \v}.

1) W # {0} genau dann wenn X\ ein Eigenwert von A ist.

2) W =ker(AE, — A).

3) W ist ein Unterraum von K.
Beweis. Teil (1): Fiir jedes A € K gilt A0 = )\0. Es ist A genau dann ein Eigenwert,
wenn es zusétzlich ein v # 0 gibt mit Av = Av.
Teil (2): Es gilt

Av=X v & 0= w—-Av & 0=(\E, — A)v.

Teil (3): Der Kern einer Matrix ist immer ein Unterraum. t
Definition 7.2.6. Sei K ein Korper und A € K®*™ eine quadratische Matrix. Sei
A € K ein Eigenwert von A. Der Raum ker(AE,, — A) heifit Eigenraum von A zum

Eigenwert A. Die Dimension von ker(AF,, — A) heifit geometrische Vielfachheit von
A als Eigenwert von A.
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Schreibweise 7.2.7. Statt AF,, — A schreibt man auch einfach A — A.

Bemerkung 7.2.8. Der Eigenraum von A zu A = 0 ist einfach der Kern von A.

7.2.3. Berechnung von FEigenwerten.

Satz 7.2.9. Sei K ein Korper und A € K™*"™ eine quadratische Matriz. Sei A € K.
Dann gilt:
A ist genau dann ein Eigenwert von A wenn det(A — A) = 0 ist.

Beweis. Wegen Satz 7.2.5 ist A genau dann ein Eigenwert, wenn ker(A — A) # {0}
ist, und das gilt genau dann, wenn (A — A) singuliir ist. Eine Matrix ist wiederum
genau dann singulédr, wenn ihre Determinante null ist. O

Damit ergibt sich folgendes Verfahren zur Berechnung von Eigenwerten:

Algorithmus 7.2.10. Die Eigenrdume und Eigenwerte von A € K™*™ kann man
folgendermaflen berechnen:

1) Setze A als Unbekannte an und berechne det(A — A). Es ergibt sich ein
Polynom vom Grad n?®.

2) Berechne (bei Bedarf mit einem numerischen Gleichungsloser) die Nullstel-
len dieses Polynoms. Sie sind die Eigenwerte von A.

3) Zu jedem Eigenwert X ist ker(A — A) der zugehorige Eigenraum von A.

Fiir spezielle Matrizen (z.B. hermitesche) gibt es ganz andere Zuginge zur Berechnung der
Eigenwerte. Sie horen davon mehr in einer Lehrveranstaltung tiber numerische Mathematik.

Beispiel 7.2.11. Berechnen Sie alle Eigenwerte und Eigenrdume der Matrix A als
Matrix tiber R und als Matrix tiber C.

-1 1 2
A=[-1 -5 2
2 -2 -4

Lésung: Schritt 1: Berechnung von det(A — A) mittels Entwicklung nach der ersten
Zeile.

A 00 11 2
det( [0 X o) —[-1 =5 2 |)
0 0 A 2 -2 —4
A1 -1 =2
= |1 a+s -2
2 2 A+
- A5 =2 1 -2 1 A+5
= (Mrl)‘ 2 /\+4‘(1) ’—2 )\+4’+(2)‘—2 2 '

= A+D[A+5)A+4)+4]+ [ +4—4]—2]2+2(\+5)]
A3+ 1022 + 30\

Schritt 2: Nullstellen suchen: Offensichtlich ist A1 = 0 eine Nullstelle, damit haben
wir einen Eigenwert. Die anderen Eigenwerte, falls welche existieren, sind Null-
stellen des quadratischen Polynoms A? 4+ 10\ + 30. Diese gibt es nur im Koérper der
komplexen Zahlen: Ay 3 = =5+ i7v/5. Es hat also A iiber R nur einen Eigenwert,
némlich 0, {iber C besitzt A zusitzlich 2 konjugiert komplexe Eigenwerte.

25Das werden wir in Kiirze beweisen.
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Schritt 3: Berechnung der Eigenrdume. Wir arbeiten mit Pivotschritten.
W1 :=ker(0 — A) iiber K =R oder K = C:

1« -1 =2 1 -1 -2
1 5 —2| — [0 6« O
-2 2 4 0 0 0
Die dritte Spalte bleibt als nichtbasische Spalte, wir setzen x3 = t und erhalten
2
ker(—A)={t [0 ] | t e K}.
1
Wy = ker(—5 4 iv/5 — A) iiber C:
—4+iVv5 -1 -2 0 4+4iv5 —10+2iV5
1x iv5 —2 — |1 iv5 -2
—2 2 —1+iV5h 0 2+2iv5x —5+iV5
0 0 0
— 1 iv/5 -2

0 2+2iv5x —5+iV5
Wir setzen x3 = t und erhalten

_ o hEs o iVBVE4D) VG

L2 = — - =—t—.

242iv5  26VE+1) 2

Letztlich ist ;
T, = —1 5x2+2t:—§.

Damit ist der Eigenraum zu Ay = —5 + Vb

1
T2
ker(5 —iv5—A)={t | - | | teC}.
1
Fiir A3 = —5 —14/5 ist die Rechnung ebenso, nur mit konjugiert komplexen Zahlen,

und es ist

=

ker(=5+ivb— A)={t [ X | | teC}.
1
Alle 3 Eigenraume sind eindimensional. Damit besitzt A iiber R einen Eigenwert mit
geometrischer Vielfachheit 1. Uber C besitzt A drei Eigenwerte mit geometrischer
Vielfachheit jeweils 1. O

N

7.2.4. Charakteristisches Polynom.

Satz 7.2.12. Sei K ein Korper, A € K"*" eine quadratische Matriz. Fir J C
{1,-+-,n} sei #J die Anzahl der Elemente von J, und sei Ay die (n — #J) X

(n—#J)-Matriz, die man erhilt wenn man alle Zeilen und Spalten mit den Indices
i € J aus der Matriz A streicht. Dann gilt

det(A—A4) = ch/\k mit
k=0

c, = (—1)"_k Z det(Ay) fir0<k<n,
JC{1, n}, #J=k
¢, = 1.

Insbesondere ist also det(\ — A) ein Polynom vom Grad n.
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Beweis. Sei A= (0 ;)i j=1,- n-
Fir 0 < m < n setzen wir

A0 --- 00 --- 0

0O X - 0 0 --- 0
Qm:=10 0 A0 01,

0 0 0 0 0

00 --- 00 --- 0

dabei sind die ersten m Zeilen den Term A, die anderen sind Nullzeilen. Wir zeigen
durch vollstdndige Induktion nach m:
det(Qm — A) = Y _(=1)"FAF > det(Aq, .. 4,)-
k=0 JC{1, ,m}, #J=k
Fiir m = n ergibt sich dann genau der gewiinschte Satz.
Induktionsverankerung m = 0: Hier haben wir gar keine \;, und es gilt (wegen der
Linearitét der Determinante in den einzelnen Zeilen)

det(—A) = det((—1)A) = (—1)" det(A) = (—1)"° det(Ay) .

Induktionsschritt von m auf m+ 1: Wir verwenden die Linearitét in der (m+1)-ten
Zeile:

A—a1n 0 —ainm —Q1m1 e —,
—Qm,1 T A— Om,m —Qmp m+1 e —Qmn
_am+1,1 et _am+1,m )\ - aerl,erl et _aerl,n
—Qp1 e —Qn,m —Op m+1 e —Qpn
A—aig - —Q1m —1 m+1 T —Q1n
_ —Qm,1 e A= Qm m —Om,m+1 s —Om,n
*Oém—i-l,l e *am—&-l,m *Oém+1,m+1 e *Oém+l,n
—Qn 1 ce —Qn.m —Onp m+1 e —Qnpn
A— (S —Q1m —Q1m+1 . —Q1n
Y —Qm,1 o A— Umm  —Om m+1 T —Qmn
0 A 0 -1 A 0
—Qp 1 T —Qn.m —Qp m41 T —Qpn

= det(Qm — A) — Adet(Q,, — A),

dabei unterscheidet sich A von A nur in der (m + 1)-ten Zeile, in welcher der
(m + 1)-te (Zeilen-)Einheitsvektor steht. Entwickelt man fir J C {1,--- ,m} die
Determinante det(A ;) nach dieser Zeile, so sieht man sofort:

det(le) = det(AJu{erl}) .



170 GERTRUD DESCH

Wir wenden die Induktionsvoraussetzung auf beide Matrizen an:

det(Qmi1 — A) = det(Q,, — A) — Mdet(Q, — A)

m

= ) (—nmRak > det(A )
k=0 JC{1,--- ,m}, #J=k

Y i(,l)n*k)\k Z det(Ay)
k=0 JC{1,-- ,m}, #J=k
>

—1)n Rk > det(Ay)
k=0 JC{l,- ,m}, #J=k
(

+

(
Z —1)nET I Z det(Ajumy1y) -

k=0 TC{L, m}, #T=k
In der ersten Summe werden alle Teilmengen {i1,--- ,ix} von {1,--- ,m + 1} auf-
gezihlt, die m + 1 nicht enthalten. In der zweiten Summe werden alle Teilmengen
{1, , i, m+1} aufgezéhlt, also jene, die m+1 enthalten. Damit werden insgesamt

alle Teilmengen J C {1,--- ,m + 1} aufgeziihlt, und die Induktion ist fertig. O
Beispiel 7.2.13. Wir berechnen det(A — A) fiir

2 1 3
A=14 4 -1
0 -1 5
Liosung: Die Determinante von A bekommen wir mittels Regel von Sarrus:
2 1 3
co = (-1)*4 4 —1|=-(40-12—-2-20) = -6,
0 -1 5
4 -1 2 3 2 1
— _1)2 — —
a = (-1) <‘_1 5‘—1—‘0 5‘+‘4 4‘)—19—%104—4—33,
o = (-1)'@+4+5)=-11.
Daher ist

det(A — A) = A3 — 11A% +- 33\ — 6.

Definition 7.2.14. Sei K ein Korper und A € K"*™ eine quadratische Matrix.

1) Dann heifit das Polynom det(A — A) das charakteristische Polynom von A.

2) Ist 7 ein Eigenwert von A, dann ist die algebraische Vielfachheit von ~ als
Eigenwert von A die Vielfachheit von v als Nullstelle des charakteristischen
Polynoms.

Definition 7.2.15. Sei K ein Kérper und A = (a; ;)i j=1...n € K"*" eine quadra-
tische Matrix. Die Spur (engl.: trace) von A ist die Summe der Diagonalelemente:

n
trace(A) = Z Q-
i=1

Satz 7.2.16. Sei K ein Korper und A € K™"*™ eine quadratische Matriz.
1) Dann hat das charakteristische Polynom von A die Gestalt:

A — trace(A)A" " 4 e oA — £ e A+ (—1)" det(A) .
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2) Hat das charakteristische Polynom (mit Vielfachheiten gezihlt) n Figen-
werte Y1, ,Vn, dann ist

n
trace(A) = Z vi, det(A)=TI",7;.
i=1
(Eigenwerte mit algebraischer Vielfachheit > 2 werden in der Liste mehr-

fach aufgezdhlt.)

Beweis. Teil (1) ist die direkte Folge von Satz 7.2.12.
Teil (2): Es sei also das charakteristische Polynom von A

detA—A)=A=y1)A—72) - (A—7m).
Ausmultiplizieren und sortieren nach Potenzen von A gibt fiir

—trace(A) = cp1=-1 -2 ="~ Y,
(=1)"det(A) = co=(—7)(=72) (7).

Beispiel 7.2.17. Bestimmen Sie die Eigenwerte, Eigenrdume, und die algebrai-
schen und geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte der Matrix A:

-1 -1 -3 0
0 -1 -6 0
A= 0 0 1 0
0 2 6 1

Losung: Das charakteristische Polynom ermittelt man in diesem Fall am bequem-
sten durch den Laplaceschen Entwicklungssatz nach der vierten Spalte, dann hat
man eine Dreiecksmatrix:

Akl 6 o S

=A=1)] 0 X+1 6
0 0 A-1 0 0 0 a1
0 -2 -6 A-1

= (A-1)*A+1).

Daher besitzt A die Eigenwerte +1, jeweils mit der algebraischen Vielfachheit 2.
Wir berechnen jetzt den Eigenraum fiir A = 1, also den Kern von (1 — A), durch
Pivotschritte:

2 1 3 0 2% 0 0 O
0o 2 6 0 _ 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0
0 -2« -6 0 0 -2« -6 0

Die dritte und vierte Spalte bleiben nichtbasisch. Wir setzen x3 = s, x4 = t und
erhalten
0
-3
ker(1— A) ={s i
0

Der Eigenraum ist zweidimensional, der Eigenwert 1 hat auch die geometrische
Vielfachheit 2.

| s,t € R}.

— o O O
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Letztlich berechnen wir den Eigenraum zu A = —1, also den Kern von (—1 — A):
0 1+ 3 0 01 3 0 01 0 0
0 0 6 O . 0 0 6 0 0 0 0 0
0 0 -2 0 0 0 =2« 0 0 0 —2x 0
0 -2 -6 -2 00 0 -2 00 0 —2x
Nichtbasisch bleibt nur die erste Spalte, der Kern hat die Dimension 1:
1
0
ker(—1 — A) = {¢ 0 | t e R}.
0
Der Eigenwert —1 hat die algebraische Vielfachheit 2 und die geometrische Viel-
fachheit 1. ]

7.3. Diagonalisierung.
7.3.1. Lineare Unabhdngigkeit von Eigenvektoren.

Das Matrizenprodukt ist nicht kommutativ, aber es gilt immer:

Lemma 7.3.1. Sei K ein Korper, A € K"*" eine quadratische Matriz, und X\, u €
K. Dann gilt:
(A= A — A) = (s — A)Y(A— A).

Beweis. Wir miissen nur die Klammern ausmultiplizieren:
A= A)(u— A) = \uE — (A\E)A — A(uE) + A?
= pAE — AE) — (UE)A+ A% = (u— A) (A — A).

U
Satz 7.3.2. Sei K ein Kéorper, A € K"™*" eine quadratische Matriz.
1) Sind A # p €K, r,s € N\ {0}, und ist v € K™ so, dass
A=A)v=(p—A)v=0.

Dann ist v =0.
2) Sind A1, -, Ay € K paarweise verschieden, ri,---,r, € N\ {0}, sind

vy, v € K"\ {0} so, dass fir allei=1,---k gilt

()\i — A)”vi =0.

Dann ist das System (vy,--- ,vg) linear unabhdngig.

3) Sind A1, -+, \x € K paarweise verschieden, ri,--- ,r, € N\ {0}. Dann ist

der Summenraum
ker()\l — A)Tl + -4 ker()\k — A)Tk

eine direkte Summe.
Beweis. Teil (1): Vollstéandige Induktion nach r + s.
Induktionsverankerung: r +s =2, dh., r=s=1. Sei (A — A)v = (p — A)v = 0.
Dann ist (A —p)v =(A— A)v — (p— A)v = 0. Weil X\ — p # 0, folgt v = 0.
Induktionsschritt: Sei der Satz richtig, falls » + s < m, und sei nun (A — A)"v =
(p—A)Pv=0mit r+s=m+ 1. OBdA sei r > 1. Wir setzen w = (A — A)v. Es ist
dann

AN=A)""w = AN=A)"v=0,
(0= AYw = (- AP — Ao = (A= A)(u— A0 =0.
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Da (r — 1) + s = m folgt aus der Induktionsannahme, dass w = (A — A)v = 0.
Nun ist (A — A)v = (u — A)*v = 0, und weil 1 + s < m, gilt wieder nach der
Induktionsannahme v = 0.

Teil (2): Vollstindige Induktion nach k. Fiir & = 1 ist die Aussage trivial, weil

U1 7& 0.

Induktionsschritt: Sei der Satz richtig fiir k£, und seien fir ¢ = 1,--- ,k + 1 die
Vektoren v; € ker((A; — A)™) \ {0}. Fiir ¢ = 1,--- ,k setzen wir w; = (A\gy1 —
A)"r+1y,. Wiire eines der w; = 0, so wiire

(/\k+1 — A)TkJrlvi =w; =0= (>\z — A)Ti’l}i s

und wegen Teil (1) wire dann v; = 0 im Widerspruch zur Annahme. Daher sind
alle w; # 0. Es ist dann fiiri =1---k

(>\i - A)“wz = (/\z - A)Ti(/\k_;,_l - A)Tk+11)i = (/\k+1 - A)Tk'H (/\z - A)Ti”Ui = O,
also ist w; € ker((A; — A)™).

Sei nun
k+1

E a;V; = 0.
i=1

Multiplikation mit (A1 — A)™+! ergibt

k
Zaiwi—i—O:O,
i=1

und weil (wy,--- ,wy) wegen der Induktionsannahme linear unabhéngig sind, folgt
a1 == = 0. Weil vp41 # 0, muss nun auch a1 = 0 sein, und das System
(v1,- -+ ,Ugt1) ist linear unabhiingig.

Teil (3): Wegen Teil (2) und Satz 3.5.7 (1) ist der Summenraum ker((A; — A)™) +
-+ -+ ker((Ay — A)™) eine direkte Summe. O
Korollar 7.3.3. Sei K ein Kdorper und A € K"*™ eine quadratische Matriz. Dann
qilt:

1) Jedes System (v1,--- ,vx) von Eigenvektoren von A zu paarweise verschie-
denen FEigenwerten A\i,--- , A\p ist linear unabhdngig.

2) Seien A1, -+, A\ die FEigenwerte von A mit den geometrischen Vielfachhei-
ten my,--- ,my. Der Raum K" besitzt genau dann eine Basis aus Figen-
vektoren von A, wenn my + -+ mp = n.

3) Wenn es n verschiedene Eigenwerte A1,--- , A, von A gibt, und vy, - ,v,
FEigenvektoren zu A1, - -+, A, sind, dann ist (vy,--- ,v,) eine Basis von K.

Beweis. Teil (1): Satz 7.3.2 (2) mit ry = --- =71 = 1.

Teil (2): Seien W; = ker((\; — A)) die Eigenrdume von A. Wegen Satz 7.3.2 (3)
ist die Summe Wy + - - - + W}, direkt. Wegen Satz 3.5.7 (4) ist die Dimension des
Summenraums gleich mi + - - - + my. Insbesondere ist W7 + - - - + Wy = K" genau
dann wenn mq + --- + myg = n.

Besitzt K™ eine Basis aus Eigenvektoren, so ist offensichtlich K™* = Wy + - - - 4+ W.
Sei umgekehrt K™ = Wi + --- + Wj. Fiir jeden Eigenraum W; wihlen wir eine
Basis (vi1, - ,Vim, ), diese besteht natiirlich aus Eigenvektoren zum Eigenwert A;.
Wegen Satz 3.5.7 (3) ist die Vereinigung der Basen, also (v1 1, ,Vk,m, ), eine Basis
des Summenraums, folglich von K.

Teil (3): Wegen Teil (1) sind (vy,- - ,v,) linear unabhéingig, und da es n Vektoren
sind, bilden sie eine Basis des K”. O

Versuchen Sie selbst, Korollar 7.3.3 direkt zu beweisen, ohne auf Satz 7.3.2 zuriickzugreifen. Das ist
etwas einfacher, weil keine Potenzen r; ins Spiel kommen, und es wiirde auch fiir diesen Abschnitt
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vollig ausreichen. Spéter werden wir aber brauchen konnen, dass wir mit Kernen von (A — A)"
statt nur von (A — A) arbeiten konnen.

7.3.2. Diagonalisierung einer Matriz.

Wir wiederholen vor diesem Unterabschnitt kurz den Abschnitt 4.4 iiber Koordinaten und
Koordinatentransformationen. Wir werden néamlich anschliefend néher darauf eingehen, dass be-
stimmte lineare Abbildungen des f : K™ — K™ bei geeigneter Wahl der Basis durch Diagonalma-
trizen beschrieben werden.

Wenn in einem endlich dimensionalen Vektorraum V eine Basis B = (b1, -, by ) gegeben ist,
definieren wir den Isomorphismus

K™ -V,
&1
e o i b
&n
Fiir x € V ist dann @gl(z) der Koordinatenvektor beziiglich der Basis B. Sind B = (b1, - ,bn)
und C = (e1, -+ ,cn) zwel Basen in V, so berechnet man den Koordinatenvektor von z beziiglich B

(also @El(m)) aus dem Koordinatenvektor von z beziiglich C' (also <I>51 (z)) durch die sogenannte
Ubergangsmatrix Tg:
oot (z) = TE@L (z).
Die Spalten von Tg erhélt man, indem man die Basisvektoren ci,---,cn in B-Koordinaten
schreibt, also 'I?'];,l (c1),---, 'I)];l (cn)- Die Ubergangsmatrix von B-Koordinaten auf C-Koordinaten
ist
TE = (TF) "

In diesem Abschnitt werden wir uns nur mit Endomorphismen beschiftigen, also linearen
Abbildungen eines Vektorraumes V' in sich selbst. Ist nun B = (b1, ,b,) wiederum eine Basis
eines endlich dimensionalen Vektorraumes, und f : V' — V ein Endomorphismus, so wird f durch

eine Matrix ME (f) beschrieben: Die B-Koordinaten von f(z) ergeben sich aus den B-Koordinaten
von z durch
5 (@) = ME®R (2).

Ist V.= K" und E = (e1, - ,en) die Einheitsbasis von K", ist A € K®*" und f die lineare
Abbildung f(z) = Az, so ist die Matrix von f beziiglich der Einheitsbasis einfach ME(f) = A.

Sind B und C zwei Basen von V, und kennt man die Matrix Mg(f) eines Endomorphismus
beziiglich der Basis C, so erhélt man die B-Koordinaten von f(x) aus den B-Koordinaten von z,
indem man zuerst auf C-Koordinaten umrechnet, dann Mg (f) anwendet, und am Ende wieder
auf B-Koordinaten zuriickrechnet, wie es das folgende Diagramm ausdriickt:

% idy % f % idy %
fea Joe  Jee e
K TCB K Alg(f ) Kn» Tg K

Fiir die Rechnung heifit das:
ME () = T§ ME(F)TE = () ME(NTE
Quadratische Matrizen X und Y, die mit einer reguliren Matrix T' die Gleichung
Y =T7'XT

erfiillen, heilen &hnlich. Zwei Matrizen sind genau dann die Matrizen eines Endomorphismus
beziiglich verschiedener Koordinatensysteme, wenn sie dhnlich sind.

Definition 7.3.4. Sei K ein Korper und A € K"*" eine quadratische Matrix.
A heiflit genau dann diagonalisierbar, wenn es eine reguldre Matrix 7" und eine
Diagonalmatrix D gibt, sodass T-'AT = D (d.h., wenn A dhnlich zu einer Diago-
nalmatrix ist).
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Satz 7.3.5. Sei K ein Korper und A € K"*™. Sei T eine requldire Matrixz mit
den Spalten vy,--- v, und sei D eine Diagonalmatriz, auf deren Diagonalen die
Elemente A\, -+ , A (nicht unbedingt paarweise verschieden) stehen. Dann gilt:

D = T71AT genau dann, wenn jedes v; ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \;
15t.

Es ist also A genau dann diagonalisierbar, wenn K™ eine Basis aus Eigenvektoren
von A hat.

Beweis. Weil T regulir ist, ist T-'AT = D genau dann, wenn AT = T'D. (Wir
miissen nur von links mit 7" multiplizieren.) Die Spalten von AT sind Avq, - - , Avy,
die Spalten von T'D sind Ajv1,- -+, Ayvy,. Also ist T-'AT = D genau dann, wenn
Av; = \v; fiir alle 4 gilt. O

Korollar 7.3.6. Sei K ein Kérper und A € K=", Sei f : K® — K" der Endo-
morphismus f(x) = Ax. Sei B = (v1,- -+ ,vy) eine Basis des K" aus Eigenvektoren
von A zu den Eigenwerten Ay, ,A,. Mit E = (e1, -+ ,ey) bezeichnen wir die
FEinheitsbasis des K™. Dann gilt:

1) Die Spalten der Ubergangsmatriz TE sind die Eigenvektoren vy, -+ ,v,.

2) Die Matriz des Endomorphismus f beziglich der Basis B ist

Mg (f) = (Tg)"ATE = D.

Beweis. Die Spalten von TE sind die Basisvektoren von B, in Einheitskoordi-
naten gebchrieben also vy,--- ,v,. Weil diese Eigenvektoren zu den Eigenwerten
A1, -+, Ay sind, gilt wegen Satz 7.3.5: (TE)~tATE = D. O

Beispiel 7.3.7. Diagonalisieren Sie die Matrix

-1 2 4
A=|4 -3 -8
-2 2 5
Lésung: Berechnung des charakteristischen Polynoms und der Eigenwerte.
co = —trace(d)=—(-1-3+5)=—-1,
o = ‘ ‘ ‘ ‘ ’_ _58‘ -5+3+1=-1,
cg = —det(A

Damit ist das charakterlstlsche Polynom
Mo A+ 1=0-1DN-1)=A-12\+1).

Daher hat A die Eigenwerte —1 mit algebraischer Vielfachhheit 1 und +1 mit
algebraischer Vielfachheit 2.
Eigenrdume: Berechnung von ker(—1 — A).

-1+1 -2 —4 0 -2 —4
(-1-A)= —4 -1+3 8 =(-4 2 8
2 -2 -1-5 2 -2 —6
0 -2 -4 0 -2 -4 0 0 0
-4 2 8 | =0 -2« —4| [0 —2x —4
2%« —2 —6 2 -2 -6 2 0 =2
Nichtbasisch bleibt nur die dritte Variable, die wir nun mit 1 ansetzen. Wir erhalten
1
—2

1
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Berechnung von ker(1 — A).

1+1 -2 -4 2 -2 —4
1-A)=| -4 143 8 |=[-4 4 38
2 -2 1-5 2 -2 —4
2« -2 —4 2 -2 -4
—4 4 8 |=(o 0o o
2 -2 —4 0 0 0

Nichtbasisch bleiben die zweite und dritte Variable. Wir setzen jeweils eine davon
mit 1, die andere mit 0 an, und erhalten eine Basis des Kerns:

1\ /2
(1L 10
0o/ \1

Diagonalisierung: Damit besitzt R? eine Basis aus 3 linear unabhéingigen Eigenvek-
toren von A:

1 1\ /2
B=(-2].|1].[o]).
1 o/ \1

Die Ubergangsmatrix T8 ist dann die Matrix, deren Spalten die Basisvektoren sind:
1 2
TE=(-2 10
1 01

Aus den Eigenwerten ergibt sich die Diagonalmatrix

-1
D=120
0

o = O

0
0
1

Diese Matrix stellt den Endomorphismus f(x) = Ax beziiglich der Basis B dar.
Man kann sich leicht durch direktes Nachrechnen (MATLAB?) iiberzeugen, dass
tatséchlich gilt:

Mg(f) = (Tg)"'ATg = D.

Satz 7.3.8. Ahnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom.
Beweis. Weil det(T) det(T~1) = 1, gilt

det(\ — T YAT) = det(A\T'T — T AT) = det(T (X — A)T)
= det(T 1) det(\ — A) det(T) = det(A — A).
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7.3.3. Anwendungsbeispiele.

Beispiel 7.3.9. Berechnen Sie die Potenzen A™ fiir m € N und

5 =2
A= <7 - 4> .
Lésung: Wenn A diagonalisierbar sein sollte, also D = T !'AT, so wire A =
TDT~' und
A™ = (TDTY(TDT™1)-- - (TDT™)
= TD(T'T)D(T~'T)---(T7'T)DT~* =TD™T~!.

Die Potenzen einer Diagonalmatrix sind aber leicht zu berechnen:

M0\ /Ao
0 X/ ~\0 A/

Wir versuchen also, A zu diagonalisieren.
Das charakteristische Polynom ist

2 5 =21 2
AM=0b6-4H + ‘7 4l = A=A —6.
Die Eigenwerte sind Ay = —2 und As = 3. Weil A also zwei verschiedene Eigen-

werte besitzt, hat R? eine Basis aus Eigenvektoren, und A ist diagonalisierbar. Wir

berechnen die Eigenrdume:
2 2
) =2((3),

2 1
7)== ()
Wir haben also D = T~ ' AT mit
(-2 0 (21 L (-0,2 02
D‘(o 3)’ T‘(? 1)’ T _(1,4 —0,4)'
Dann ist
m e (2 1\ (2™ 0 (=0,2 0,2
AT =TD7T _<7 1)( o 3)\ 1,4 —04
m (2 1\ (1 0\ [=0,2 02Y .. (2 1\(0 0\ (=02 0,2
= (2 (7 1) (0 0)(1,4 —0,4)*3 (7 1) (0 1)(1,4 0,4
w(~0,4 0,4\ | . (1,4 —0,4
(-2) (-1,4 1,4>Jr3 (1,4 —0,4>'
0

Ist eine n x n-Matrix diagonalisierbar mit Eigenwerten A1, - , Ak, soist A™ = AT*C1+- - -+ A Cy,
mit Matrizen C1,--- , Ck, welche von m nicht abhéngen.

ker(—=2 — A) = ker (:

SRS PN |

ker(3— A) = ker <:

Beispiel 7.3.10. Losen Sie die folgende Differentialgleichung
d 5 —2 1
7 x(t) = (7 _4> z(t), x(0)=x= <2> .

Ausgeschrieben haben wir ein System von zwei Differentialgleichungen in zwei unbekannten Funk-
tionen:

—z1(t) = bx1(t) —2z2(t), =z1(0)=1,

= 7:171(15) — 4(172(t) , T2 (0) =2.

V)

—~
~

=
I
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Losung: Die Matrix aus dem Gleichungssystem ist die Matrix A aus Beispiel 7.3.9.
Wir wissen aus diesem Beispiel, dass A diagonalisierbar ist: D = T~ ' AT mit

(=2 0 (21 -1 _(—0,2 0,2
D_<0 3)’ T_<7 1)’ T _<174 —074)'
Wir setzen nun
y(t) := T 'a(t), also x(t) = Ty(t).

Nun ist

d d .y -1 -1

pn y(t) = %T x(t) =T Ax(t) =T ATy(t) = Dy(t).
Wir erhalten also das System

d (-2 0 R (0,2

% y(t) - ( 0 3) y(t)> y(O) =T 1‘(0) - (O,G) .
Ausgeschrieben ergeben sich zwei entkoppelte (das heifit, voneinander unabhéingige)
Differentialgleichungen:

%yl(t) = —2u(), 1(0)=0,2,
%yQ(t) = 3y2(t), 92(0)=0,6.

Die Losungen sind
(1) =0,2e72, yo(t) =0,6€%.
Dann ist

2 1) (0,2¢72 0,4 0,6
x(t) = Tuy(t) = ) :e—2t ) e?)t ) .
(t) =Ty(t) (7 1)(0,6€3t 1,4) 7¢ \os
O
Ist A diagonalisierbar mit Eigenwerten A1, --- , Ag, so schreibt sich jede Losung der Differential-
gleichung z’(t) = Az(t) in der Form

z(t) = eMboy + - + ktyy,

mit Vektoren v; € ker(\; — A), welche von ¢ nicht abhéngen.

7.4. Hauptraumzerlegung.
7.4.1. Invariante Unterrdume.

Definition 7.4.1.

1) Sei V ein Vektorraum, W ein Unterraum von V, und f : V. — V ein
Endomorphismus. Dann heifit W invariant beziiglich f, wenn gilt: f(W) C
w.

2) Sei K ein Korper, W ein Unterraum von K", und A € K®*”. Dann heif3t
W invariant beziiglich A, wenn gilt: (Vw € W) Aw € W.

Bemerkung 7.4.2. Sei A € K"*™. Man sieht leicht, dass die folgenden R&ume
A-invariant sind:

{0},

K",

ker(A),

rg(A).
AufBlerdem gilt: Ist W invariant beziiglich A, so ist W auch invariant beziiglich jeder
Potenz A™ und beziiglich (A — A) fiir jeden Skalar A.

Bemerkung 7.4.3. Sei V ein Vektorraum, f : V — V ein Endomorphismus,
und Wy, .-+, Wy f-invariante Unterrdume von V. Dann sind auch Summenraum
Wi + -+ - + W, und Durchschnitt ﬂle W; f-invariante Unterrdume.
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Lemma 7.4.4. Ist V ein Vektorraum, f : V — V ein Endomorphismus, und W
ein f-invarianter Unterraum von V, dann ist die Einschrinkung

£ lw w =W
B ERC )
ein Endomorphismus auf W.

Beweis. Weil f den Raum W nach Voraussetzung in W abbildet, ist f |y als
Abbildung von W nach W wohldefiniert. Die Linearitéit erbt die Einschrdnkung
natiirlich von f. O

Satz 7.4.5. Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum, f : V. — V ein En-

domorphismus. Seien W1y, --- Wy f-invariante Unterrdume von V', sodass V die
direkte Summe ist: V. =Wy + -+ Wy. Firi=1,--- ,k sei (bi1, -+ ,bim,) eine
Basis von W;, und B sei die Basis (b1,1,b1,2,-+ ,bg,m,) von V, die sich als Ver-

einigung der Basen der W; ergibt. Dann hat die Matriz ME(f) von f beziglich
B Blockdiagonalform (wir indizieren diesmal, der besseren Ubersichtlichkeit wegen,
die Zeilen und Spalten doppelt, und schreiben die Indices an den Rand der Matriz):

0 - ) (1) oo (ma)

(1) £ aen * 0o .- 0
(my) = *
(1) o 0 * *
(mg) O 0 * *
Beweis. Die Spalten von Mg(f) sind die Bilder der Basisvektoren by 1, , bk m,,

geschrieben in Koordinaten beziiglich B. Jeder Basisvektor b; ; liegt in W;, und weil
W, invariant ist, ist auch f(b; ;) € W;. Damit kann also f(b; ;) als Linearkombi-
nation von (b; 1, ,bim,) geschrieben werden, ohne die anderen Vektoren von B
heranzuziehen. O

7.4.2. Lemma von Fitting.

Satz 7.4.6 (Lemma von Fitting). Sei K ein Kiorper, F € K*"*" ecine quadratische
Matriz. Dann gilt:

1)
{0} C ker(F) C ker(F?) C ---,
K" D rg(F) Drg(F?) > ---.

2) Es gibt ein r < n sodass ker(F") = ker(F"+1).
3) Seir € N. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) ker(FT) = ker(F"*1),

(i) rg(F") =rg(F*),

(iii) (Vs >r) ker(F") = ker(F*),

(iv) (¥s > 1) rg(F") = rg(F*),

(v) ker(F") Nxg(F") = {0},
(vi) K™ ist die direkte Summe ker(F") 4+ rg(F").
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Beweis. Teil (1): Ist @ € ker(F?), so ist Fitly = FFiz = F0 = 0, also = €
ker(FT1). Ist @ € rg(F'™1), so gibt es ein y € K" sodass x = F*Tly. Dann ist aber
x = F'Fy e rg(F").
Teil (2): Wire ker(F") # ker(F" 1) fiir r =0, -+ ,n, so wiire
0 < dim(ker(F)) < dim(ker(F?)) < --- < dim(ker(F"*!)),
und es wiirde folgen dim(ker(F™*1)) > n, was fiir einen Unterraum des K™ nicht
moglich ist.
Teil (3):
(i) & (ii): Da ker(F") C ker(F"*1), gilt
ker(F") = ker(F™™!) < dim(ker(F")) = dim(ker(F™1)).
Nun gilt aber:
dim(rg(F")) = n — dim(ker(F")),
sodass
dim(ker(F")) = dim(ker(F™™)) < dim(rg(F")) = dim(rg(F")).
Das ist wiederum #quivalent zu rg(F") = rg(F™1), weil rg(F") D rg(F ).
(i) < (iv) ebenso.
(i) & (iii): (iii)=(i) ist trivial. Wir nehmen an, dass (i) gilt, nicht (iii). Sei s die
kleinste Zahl fiir die gilt: s > r und ker(F*) # ker(F**1). Es ist also ker(F*~1) =
ker(F?®). Sei x € ker(F**1) \ ker(F*). Dann ist F(z) € ker(F?) \ ker(F*~1) = 0,
und wir erhalten einen Widerspruch.
(ii) < (v): Wir betrachten den Homomorphismus

Jre(F") —rg(F7),
[ .
T — F'z.
Klarerweise ist ker(f) = ker(F")Nrg(F"). Da f ein Endomorphismus des endlichdi-

mensionalen Vektorraumes rg(F") ist, ist f genau dann injektiv, wenn f surjektiv
ist. Also gilt:

ker(F")Nrg(F") = {0} < f injektiv & f surjektiv
& g(FT) = rg(F) & rg(F") = g(F™*).

(v) & (vi): (vi)=(v) ist offensichtlich. Gilt (v), so ist die Summe ker(F") 4+ rg(F")
direkt. Daher ist die Dimension dieses Summenraumes (n — p(F")) + p(F") = n,
und der Summenraum ist ganz K". O

7.4.3. Verallgemeinerte Eigenrdume.

Definition 7.4.7. Sei K ein Korper, A € K»*" X € K ein Eigenwert von A. Der
verallgemeinerte Eigenraum (oder Hauptraum) von A zum Eigenwert A ist

ker(A — A)™.

Bemerkung 7.4.8. Wegen Satz 7.4.6 ist der Hauptraum von A zum Eigenwert A
zugleich der grofitmogliche Raum, der sich als ker(A — A)" mit irgendeiner Potenz
r schreiben 148t. Wenn gilt

0 C ker(A — A) Cker(A — A)2 C --- C ker(A — A)" = ker(A — A)"+1,
dann ist ker(A — A)" der Hauptraum.
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Lemma 7.4.9. Sei K ein Kéorper, A € K"*™ Ay, -+, A\ (nicht notwendigerweise
alle) Eigenwerte von A, ker((\; — A)™) die Hauptriume dazu. Dann gilt:
Ist x € ﬂle rg(A; — A)™ und (A — A)™ - (A — A)™x =0, dann ist x = 0.

Beweis. Vollstandige Induktion nach k. Fiir £ = 1 ist nach Satz 7.4.6 der Durch-
schnitt ker(A; — A)™ Nrg(A; — A)™ = {0}. Damit ist die Induktion verankert.
Induktionsschritt von k auf k + 1: Sei nun

k+1

T € ﬂ rg(A, — A",
i=1
()\1 — A)Tl e ()\kJrl — A)Tk+1$ = 0 .
Wir setzen y = (A1 — A)™*1 2. Man sieht leicht, dass

k
y € ﬂ rg(A; — A)™,
i=1
M=A)" (A= Ay =0.
Daher ist y = 0. Nun gilt also € rg(Agr1 — A)™+ und (A1 — A)™ e =y =0,
und daraus folgt nach der Induktionsverankerung x = 0. O

Satz 7.4.10. Sei K ein Kiorper, A € K"*" und f der zugehirige Endomorphismus.
Seien A1, -+, \g paarweise verschiedene Figenwerte von A.

(1) Dann ist K™ die direkte Summe

k
K" =ker(A\; — A)" 4+ - + ker(A\, — A)" + ﬂ rg(A; — A)™.
i=1

(2) Die Einschrinkung von f als Endomorphismus

f:

.

2
rg(Ai — A)" — m rg(A; — A)"
i=1

i=1

besitzt A1, -+ , A\, nicht als Figenwerte.

Beweis. Wir zeigen zunéchst durch vollstdndige Induktion nach k:

k
K" =ker(A\; — A)" 4+ - + ker(A\, — A)" + ﬂ rg(A; — A)™.
i=1
Fiir £ = 1 ist das Satz 7.4.6. Sei der Satz richtig bis k. Wir betrachten zunéchst
den invarianten Unterraum

und die Einschréankung

Wegen Satz 7.4.6 ist W die direkte Summe:

w ker(Agr1 — f lw)" +18(Apyr — f [w)"”
ker(Apt1 — A)" + [W Nrg(Ags1 — A)"
k+1
= ker(As1 — A)" + () rg(hi — A)".

=1

N
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Daher ist
k+1
K" =ker(A\; — A)" 4+ -+ + ker(A\y — A)" + ker(Agy1 — A)" + ﬂ rg(A; — A)™.
i=1

Damit ist die Induktion fertig. Um zu zeigen, dass die Summe direkt ist, nehmen
wir an:
k k
in +y=0 mitaz; €ker(\; —A)", y € ﬂ rg(A; — A)".
i=1 i=1
Multiplikation mit TI¥_, (\; — A)" ergibt

k
S04 10— A1y =0,
=1

Nach Lemma 7.4.9 ist y = 0. Damit ist Zle z; = 0. Die Summe der Hauptridume
ist aber wegen Satz 7.3.2 eine direkte Summe, also sind auch alle z; = 0.

Nochmals nach Satz 7.4.6 ist fiir alle j der Durchschnitt
k
ker(A; — A)" N[ rg(Ai — A)" C ker(\; — A)" nrg(A; — A)" = {0}.
i=1

Jeder Eigenvektor zu einem der Eigenwerte A1, - -, Ag ist in ker(A; — A) und kann
daher nicth in ﬂle rg(A; — A)™ liegen. O

Satz 7.4.11 (Hauptraumzerlegung). Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper
und A € K"*". Seien \1,---, A\ die Figenwerte von A. Dann ist K" die direkte
Summe

K" =ker(A\; — A)" + -+ + ker(A\, — A)™.

Beweis. Jede Matrix hat ihr charakteristisches Polynom, und iiber einem algebra-
isch abgeschlossenen Korper besitzt dieses eine Nullstelle. Es kann also in einem
endlichdimensionalen Vektorraum iiber K (auer dem Nullraum) keinen Endomor-
phismus ohne Eigenwert geben. In der Zerlegung aus Satz 7.4.10 muss dann aber
ﬂle rg(A; — A)™ der Nullraum sein. O

7.4.4. Jordansche Normalform.

Auf den einzelnen Hauptraumen kann man die Struktur von A noch weiter untersuchen und Basen
suchen, beziiglich derer sich A besonders einfach darstellen ldsst. Wir werden nun eine spezielle
Basis des Hauptraumes konstruieren, die die Matrix auf eine besonders einfache Form reduziert,
die Jordansche Normalform.

Lemma 7.4.12. Sei K ein Korper und F' € K*"*" eine singulire Matrix. Seir € N
so dass ker(F"1) # ker(F") = ker(F"*Y). Dann gibt es firt = 1,--- ,r Zahlen
ky € NU {0} und, falls ky, > 0, Vektoren w1, ,wyk,, sodass das System

{Fiwt,j|t21--~r, j=1-ky i=0---t—1}

eine Basis von ker(F") ist.

Beweis. Wir beginnen mit U(0) := @) und einer Basis U(1) = {u1,1, " , U1,m, } von
ker(F") und erweitern diese schrittweise zu Basen U(s) von ker(F*®) fiir s =2,--- ,r:
U(s) ={u; |t=1---s, j=1---my}.

Nun konstruieren wir, absteigend von s = r bis s = 1, Vektoren ws 1, -+, Wy, €

ker(F¢) und dazu die Mengen
W(s):={F" 5wy | t=s-1, j=1- -k},
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sodass W (s) 4+ U(s — 1) eine Basis von ker(F*) ist. (Dabei diirfen auch einzelne k;
null sein, das heif3t, nicht bei jedem Abstiegsschrit von s + 1 auf s miissen neue
Vektoren w;s ; dazukommen.)

Fiir s = r wahlen wir {w, 1, ,Wr k. } = {tpr1, -, Urf, }-

Nehmen wir nun an, dass wir mit der Konstruktion bis {wsy1,1, - ,wSJ’,l‘kS‘Fl}
vorangekommen sind. Wir zeigen zunéchst, dass das System

{Ft_swt)]’|t:3+1"'r7 j:l...kt}UU(S—l)

ein linear unabhiingiges System in ker(F*) ist. Auf Grund der Konstruktion ist fiir
t > s der Vektor wy ; € ker(F"'), und daher ist F' 5wy ; € ker(F*®). Fiir ¢ < s ist
up; € ker(F?) C ker(F*~!) C ker(F*®). Wir zeigen die lineare Unabhéngigkeit. Es
sei

r ke s—1 mq
DD A F T e Y Y pjur; = 0.
t=s+1j=1 t=1 j=1
Dann ist also
T kt
F(Y Y M F™ ) € ker(F*71)
t=s+1j=1

und daher
r ke
Z Z >\t7th7571”LUt,j € ker(FS) .
t=s+1j=1
Weil U(s) eine Basis von ker(F?*) ist, gibt es also Koeffizienten 14 ; sodass

T S

kit my
t—s—1
d > MF weg =Y Vijue -

t=s+1 j=1 t=1j=1
Nun ist aber
(F' =gy | t=s+ 17, j=1---k}UU(s)

eine Basis von ker(F**1) und daher linear unabhéingig. Darum miissen alle \; ; und
alle v ; gleich null sein. Es bleibt also

s—1 my

O—i-zz,ut’jut,j =0.

t=1 j=1

Aber U(s—1) ist eine Basis von ker(F*~!) und daher linear unabhéngig. Also sind
auch alle z; ; gleich Null. Damit ist die lineare Unabhéngigkeit von

{F'™%wyj | t=s+1-r, j=1---k}UU(s—1)

bewiesen.

Falls dieses System noch nicht den ganzen Kern von F* aufspannt, kénnen wir
das System durch geeignete Vektoren ws 1, -+ ,wsk, zu einer Basis von ker(F'*)
erganzen.

Wir zeigen nun durch Induktion nach ¢t =1,--- |r, dass

V(s)i={F'w ;| t=0-7 j=1-Fkyi=0--t—1t—i<s}
eine Basis von ker(F*) ist. Fiir s = 1 haben wir bereits die Basis
W) +UO0)=W(Q)={F"" wj | t=1-r, j=1-k}=V().

Sei nun V(s) eine Basis von ker(F*), andererseits ist U(s) ebenfalls eine Basis von
ker(F¢). Wir konnen also in der folgenden Rechnung diese beiden Basen gegenein-
ander austauschen. Nach Konstruktion von W (s + 1) ist

W(s+1DUU(@s)={F" " wy; | t=s+1--7, j=1--k}UU(s)
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eine Basis von ker(F**1), daher ist auch
V(is+1)={F""*tw;|t=s+1-1, j=1--k}UV(s)

eine Basis von ker(Fst1).
Fiir s = r erhalten wir also, dass

V(r)={Fw|t=1-r i=1-t—1 j=1-k}

eine Basis von ker(F") ist. O

Definition 7.4.13. Die r x r-Matrix

A1 0 0 0
0 A 1 0 0
0 0 A 0 0
000 --- X1
00 0 -+ 0 A

heifit Jordanblock der Lénge r zum Eigenwert .

Ein Jordanblock der Lénge 1 ist einfach eine (1 x 1)-Matrix (\).

Eine Blockdiagonalmatrix, deren Blocke Jordanblécke sind, heifit Matrix in Jordan-
scher Normalform.

Satz 7.4.14 (Jordansche Normalform). SeiK ein algebraisch abgeschlossener Kérper

und A € K"*". Dann ist A dhnlich zu einer Matriz in Jordanscher Normalform:

J -0

T7'AT = | : o
0 - J,

Dabei sind die Jp, Jordanblicke zu (nicht unbedingt paarweise verschiedenen) Ei-

genwerten \; von A.

Beweis. Seien Aq,--- , A\, die Eigenwerte der Matrix A. Wir wissen aus Satz 7.4.11
dass K" die Summe der Hauptriume ist:

K" =ker((A —A)™) + - + ker((Ax — A)™).

Fiir jeden Eigenwert A, setzen wir F;,, = (A, — A) und erhalten nach Lemma 7.4.12

Zahlen k7", --- k' und ein Vektorsystem

Wi | 6 =11, j=1---k"},

sodass
{m =AW [ t=1rp, j=1--k", i=0---t—1}

eine Basis des Hauptraumes ker((\,, — A)™) ist. Wir fixieren nun ein wf"; und
betrachten das Vektorsystem (vy, - - -, v;) mit v; == (A=Ap)'wyy. Fiiri = 2,-- -t
gilt dann v;_1 = (A — A\p)v; oder Av; = A\pv; + vi—q, fiir i@ = 1 gilt Avy =
Amv1. Insbesondere ist die lineare Hiille W}, := L({v1,-,v}) ein invarianter

Unterraum. Beziiglich der Basis B}, = (v1,- -+ ,v) stellt sich der Homomorphismus

£ Wi = W
T — Ax
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durch die Matrix

Am 1 o --- 0
0O A 1 - 0
M (=0 0 A ;
¢
0 0 0 - An
dar. Setzen wir nun die Basen aller Réume W;"; zu einer Basis B von K" zusammen,
so ergibt sich beziiglich dieser Basis eine Jordansche Normalform. O

Satz 7.4.15. Sei A € K"*" dhnlich zu einer Matrix in Jordanscher Normalform

J - 0
B=T7TAT = | : oo
0 - J
Dabei seien Jy,--- ,J, Jordanblocke der Lingen t1,--- ,tq zu den (nicht unbedingt
paarweise verschiedenen) Eigenwerten \1,--- , Aq. Dann gilt:

(1) Die algebraische Vielfachheit eines Eigenwertes X von A ist die Summe der
Lingen der Jordanblocke zum Eigenwert A\, = A.

(2) Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes A von A ist die Anzahl der
Jordanblocke zum Eigenwert A\, = .

(3) Die kleinste Potenz r, fir die ker(A— A)" der Hauptraum zum Eigenwert A
ist, ist zugleich die grofite Linge der Jordanblocke zum Eigenwert A, = A.

(4) Die Anzahl der Jordanblécke mit Linge grofier als i zu einem Eigenwert
A = A ist

p((A = A)") = p((A = A)™).

(5) Die Jordanblicke J,, sind, bis auf ihre Reihenfolge auf der Diagonalen,

eindeutig bestimmdt.

Beweis. Es ist
det(A — B) = det(T'(\ — A)T) = det(T ") det(A — A) det(T) = det(\ — A),

daher haben A und B dasselbe charakteristische Polynom und dieselben Eigenwerte,
mit denselben algebraischen Vielfachheiten. Es ist

A=B)!=\N-TAT) = [T '\ - AT =T"'(\— A)'T,

also sind (A— A)* und (A— B)* dhnliche Matrizen und haben daher dieselben Rénge.
Wir kénnen also 0.B.d.A. annehmen, dass A = B selbst in Jordanscher Normalform
vorliegt.

Dann ist A — A eine obere Dreiecksmatrix, und ihre Determinante ist

det(A— A) =TI _ (A — \p)'m,
damit ist die algebraische Vielfachheit eines Eigenwertes A gegeben durch die Sum-
me der Lingen der Jordanblécke zum Eigenwert A.
Fiir jeden Jordanblock .J,, ist der Rang
tm —t wennt=0---%, —1
0 wenn i > t,, .
Damit ist
i i 1 wenni=0---t,—1
mum—ﬂw>—mum—zw*”:{o -
wenn ¢ > t, .

Daher ist p((A,—A)%)—p((A,—A)*F1) die Anzahl aller Jordanblocke zum Eigenwert
Am mit Liange grofler als i. Insbesondere, fiir ¢ = 0, erhalten wir die geometrische
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Vielfachheit von A, als Anzahl aller Jordanblécke zum Eigenwert A,,.
Aus diesen Regeln 148t sich eindeutig die Anzahl der Jordanblocke jeder bestimmten
Liinge zu den einzelnen Eigenwerten mit Hilfe der Riinge von (\,,, — A)* feststellen.

O

Beispiel 7.4.16. Wir erkliren in diesem Beispiel, wie man die Jordansche Nor-
malform einer Matrix bestimmen kann.

Vorgangsweise: Wir nehmen an, wir haben eine Matrix A € C'9%10 gegeben. Be-
kanntlich ist C algebraisch abgeschlossen, sodass der Satz von der Jordannormalform

gilt.
1)

5)

Wir bestimmen das charakteristische Polynom und die Eigenwerte von A.
Nehmen wir an, wir erhalten A\; = 3 mit algebraischer Vielfachheit 2, und
A2 = 5 mit algebraischer Vielfachheit 8. (Probe: Die algebraischen Vielfach-
heiten miissen sich auf 10 summieren.) Wir wissen nun, dass der Hauptraum
zu A = 3 die Dimension 2 besitzt, und der Hauptraum zu A = 5 die Dimen-
sion 8 besitzt.

Wir verfolgen nun den Eigenwert A = 3: Bisher wissen wir, dass entweder
zwei Jordanblocke der Lange 1, oder ein Jordanblock der Lénge 2 vorliegen,
da sich die Langen der Jordanblocke auf die Dimension des Hauptraumes
summieren. Wir berechnen nun ker(3 — A). Nehmen wir an, wir erhalten
einen eindimensionalen Kern. Wir wissen nun: Die geometrische Vielfach-
heit von A = 3 betrégt 1. Es gibt einen Jordanblock, und daher muss das ein
Block der Linge 2 sein. Der Hauptraum zum Eigenwert 3 ist ker(3 — A4)2,
weil 2 die Linge des groiten (einzigen) Jordanblocks zu A = 3 ist.

Wir verfolgen nun den Eigenwert A = 5. Bisher wissen wir, dass sich die
Langen der Jordanblocke auf 8 summieren. Wir berechnen ker(5— A). Neh-
men wir an, wir erhalten einen vierdimensionalen Kern. Dann ist die geome-
trische Vielfachheit von A = 5 also 4, und es gibt 4 Jordanblécke. Es gibt
aber immer noch viele Moglichkeiten, die Gesamtlinge 8 auf vier Blocke
aufzuteilen.

Wir berechnen also ker(5 — A)2. Nehmen wir an, dieser Kern hat die Di-
mension 7. Die Dimension ist im Vergleich zu ker(5 — A) um 3 gestiegen.
Folglich gibt es drei Blocke der Lénge mindestens 2, der vierte Block hat
die Lange 1. Es ist also die Gesamtlange 7 auf drei Blocke der Lénge > 2
aufzuteilen, und das geht nur in der Form 7 = 2 4+ 2 4+ 3. Wir haben also
zwei Blocke der Lénge 2, und einen Block der Lénge 3. Der Hauptraum zum
Eigenwert A = 5 ist ker(5 — A)3, weil 3 die Lénge des grofiten Jordanblocks
ist.

Die Jordannormalform ist also
31

0 3

S ot

[ O
o Ot
Ut =

O O Lt
O Ot =
ot = O
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Beispiel 7.4.17. Bestimmen Sie eine Basis, die die folgende Matrix A in Jordan-
sche Normalform iiberfiihrt.

21 0 0 0 1 0 0
0o 2 3 0 -2 0 -1 0
o 0 2 0 0 0 0 O
A— 0o 3 0 2 1 3 0 0
o 0 o0 0 2 0 0 O
o 0 -2 0 0 2 1 0
o 0 o0 o0 0o o0 2 0
0o -4 0 0 0 -4 0 2

Losung: Wegen der vielen Nullen ist es am bequemsten, das charakteristische Polynom mit
Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes zu berechnen:

A—2 -1 0 0 0 -1 0 0
0 A—2 -3 0 2 0 1 0
0 0 A—2 0 0 0 0 0
0 -3 0 A—2 -1 -3 0 0
0 0 0 0 A—2 0 0 0
0 0 2 0 0 A—2 -1 0
0 0 0 0 0 0 A—2 0
0 4 0 0 0 4 0 A—2

Wir sehen zunéchst, dass in der ersten, vierten und letzten Spalte je nur ein Element ungleich 0
vorkommt. Wir entwickeln zunichst nach diesen Spalten und erhalten

A—2 -3 2 0 1
0 A—2 0 0 0
A=2210 0 Xx—2 0 0
0 2 0 A—2 -1
0 0 0 0 A—2
Nun kénnen wir nach der zweiten, dritten und der letzten Zeile weiterentwickeln:
A—2 0
_ 9\6 —(x_9)8
a-20 P02 %=

Die Matrix besitzt nur den Eigenwert A\ = 2, mit algebraischer Vielfachheit 8. Wir berechnen nun
den Kern von 2 — A durch Pivotschritte, wobei wir Nullzeilen sofort weglassen:

0 -1 0 O O -1 0 O
0 0 -3 0 2 0 1 0
0 0 0 0 O 0 0 0
0 -3 0o 0 -1 -3 0 0
0 0 0 0 O 0 0 0
0 0 2 0 0 0 -1 0
0 0 0o 0 O 0 0 0
0 4 0 0 O 4 0 0
o -1 0 0 O -1 o0 O
0o 0 -3 0 2 0 1+ 0
0 0 o 0 -1 0 0 0
0 0 2 0 0 0o -1 0
0 -1 0 0 0 -1 0 O
0 O -3 0 2 0 1 0
0 O 0 0 -1 0 0 O
0 0 —-1x 0 O 0O 0 0
0 -1 0 O 0 -1 0 O
0 O 0 0 2 0 1 0
0 O 0 0 —-1x 0 0 O
0O 0 -1 0 0 0 0
0 —1x 0 0 0 -1 0 O
Nl(() 0 0 0 0 0 1x 0
0 0 0 0 —1x O 0 0
0 0 —1x 0 0 0 0 0
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Nichtbasisch bleiben die erste, vierte, sechste und achte Variable, wir erhalten als Basis des Kerns
ker(2 — A)

1 0 0 0

0 0 -1 0

0 0 0 0

w11 = 0 wi,2 = ! w1,3 = 0 wi,4 = 0
’ 0l’ ’ 0l’ ’ (O ’ 0
0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 1

Beachten Sie, dass die Matrix N; denselben Kern hat wie (2 — A), und daher ist ker((2 — A4)2) =
ker(N1(2 — A)). Die zweite Matrix ist aber bequemer zu berechnen. Wir fiihren weitere Pivot-
schritte durch, wobei wir die Pivotelemente nur aus den bisher basischen Spalten wéhlen.

0o -1 0 0 O -1 0 O

0 0 -3 0 2 0 1 0

o -1 0 0 O -1 0 O 0 O 0 0 O 0 0 0

0 O 0o 0 O 0 1 0 0o -3 0 0 -1 =3 0 O

0 O o o0 -1 0 0 O 0 0 0 0 O 0 0 0

o o0 -1 0 O 0 0 O 0 O 2 0 0 o -1 0

0 O 0 0 O 0 0 0

0 4 0 0 O 4 0 0
0 0 1x 0 -2 0 0 O
_ o 0 o0 o0 o 0 0 O
- 0o o0 o 0O o0 0 o0 O
o o0 o0 o0 o 0 0 O

Hier sind keine weiteren Pivotschritte notwendig, wir erhalten nach Weglassen der Nullzeilen
No=(0 0 1x 0 -2 0 0 0)

Neue nichbasische Variable sind die zweite, fiinfte und siebente Variable. Wir ergénzen die bisherige
Basis von ker(2 — A) durch die dazu gehérigen Vektoren zu einer Basis von ker((2 — A)?). Neu
dazu gekommen sind also

0 0 0

1 0 0

0 2 0

w2,1 = 0 wa,2 = 0 w2,3 = 0

’ 0|’ ’ 1]’ ’ 0

0 0 0

0 0 1

0 0 0

Fiir den letzten Schritt multiplizieren wir wieder No(2 — A):

o -1 0 0 O -1 o0 O
0o 0 -3 0 2 0 1 0
0 O 0 0 O 0 0 0
0o -3 0 0 -1 -3 0 O
o 10 -=2000-[ & 0 0o 0o o o0 o
0 0 2 0 0 0 -1 0
0 O 0o 0 O 0 0 0
0 4 o 0 O 4 0 0

= (0 0 00 00 0 0

Als letzte Variable wird die dritte nichtbasisch, und wir setzen

w31 =

3

(=N elelelell i)
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Dieser Vektor w3 1 wird, zusammen mit (2—A)ws 1 und (2—A)2ws3,1 unseren lingsten Jordanblock
der Lénge 3 erzeugen. Wir berechnen jetzt (2 — A)ws 1:

o -1 0 0 O -1 o0 O 0 0
0o o0 -3 0 2 0 1 0 0 -3
0 0 0o 0 O 0 0 0 1 0
o -3 0 0 -1 -3 0 O oy _| O
0 0 0o 0 O 0 0 0 o] | o
0 O 2 0 0 0 -1 0 0 2
0 O 0o 0 O 0 0 0 0 0
0 4 0o 0 O 4 0 0 0 0

Wir tauschen diesen Vektor gegen einen der Vektoren ws ;, sodass wir nach wie vor eine Basis des
K™ behalten. Wenn man nicht mit freiem Auge sieht, welchen Vektor man nehmen kann, kann
man ansetzen: (2 — A)ws; = > 2_, Zf‘zl pt, jwg ;. Mindestens ein pp ; muss ungleich null sein,
und nach dem Austauschlemma von Steinitz kann (2 — A)ws1 gegen wa; getauscht werden. Das
ergibt folgende Rechnung:

1 0 0 0O 0 0 O 0
0O 0 -1 0 1 0 O -3
0 0 0 0O 0 2 O 0
0 1 0 0O 0 0 O 0
0 0 0 0O 0 1 0 0
0O 0 1x 0 0 O O 2
0 0 0 0O 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 O 0
1 0 0 0 0O 0 O 0
O 0 0 o0 1 0 o0 —1
O 0 O o o0 2 O 0
O 1 0 0 0o 0 o0 0
0O 0 O 0 0 1x O 0
0O 0 1 0 0 O O 2
O 0 O o0 0 o0 1 0
o 0 0O 1 o O O 0
1 0 0 0 0 0 O 0
o 0 o0 0 1 0 o0 —1
O 0 0O 0 o o0 o 0
O 1 0 0 0o 0 o0 0
0O 0 0O 0 0 1x O 0
O 0 1 0 0 O o0 2
O 0 0 0 o o0 1 0
O 0 0O 1 0o O o0 0
also (2 — A)ws,1 = 2w1,3 — wa,1. Daher lassen wir wa; weg, es bleiben
0 0 0
0 0 -3
2 0 0
wa 2 = (1) , W23 = 8 , (2—A)ws = 8
0 0 2
0 1 0
0 0 0

Mit den Vektoren w22 und wsg 3 starten unsere beiden Jordanblécke der Lange 2. Die drei obigen
Vektoren multiplizieren wir wieder mit (2 — A), der Kiirze halber schreiben wir die drei Multipli-
kationen in eine Matrix:

o -1 0 0 O -1 0 O 0 0 O 0 0 1
o 0 -3 0 2 0 1 0 0 0 -3 -4 1 0
0 0 0 0 O 0 0 O 2 0 O 0 0 0
o -3 0 0 -1 -3 0 O 0 0 O _|-1 0 3
0 0 0 0 O 0 0 O 10 of |oO 0 0
0 0 2 0 0 0o -1 0 0o 0 2 4 -1 0
0 0 0 0 0 0 0 O 0 1 0 0 0 0
0 4 0 0 O 4 0 O 0 0 O 0 0 -4
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Wir brauchen noch einen Vektor aus dem System w11, - ,w1,4, um diese drei Vektoren zu einer
Basis von ker(2 — A) zu ergénzen:
1 0 0 1
0 —4 1 0
0 0 0 0
_|o |-t B 1o A2 — | 3
wir =g, (2—Awzp2 = o | (2—Aw3z = o | (2—-A) w31 = 0
0 4 —1 0
0 0 0 0
0 0 0 —4

Nun setzen wir die erhaltenen Basisvektoren in der folgenden Reihenfolge zur Matrix 7" zusammen:
(2 - A)2ws1,—(2 - Aws,1,ws,1, —(2 — Awz 2, w22, —(2 — A)wa 3, w23, w1,1)

und erhalten

i1 -0 0 0 0 0 0 1

0 3 0 4 0 -1 0 O

0 0o 1 0 2 0 00

T 3 0o 0 1 0 0 o0 O

0 0o 0 0 1 0 0O

0 -2 0 -4 0 1 0 O

0 0o 0 0 0 o0 1 0

-4 0 0 0 0 0 o0 O
Nachrechnen (mit MATLAB) ergibt die Jordansche Normalform

21 0 0 0 0 0 O

0 2 1 0 0 0 0 O

00 2 0 0 0 0 O

1 0 0 0 2 1 0 0 O

AT = 00 0 0 2 0 0 O

0 0 0 0 0 2 1 0

00 0 0 0 0 2 0

0 0 00O O 0 2

7.5. Matrizen in Polynome eingesetzt.

7.5.1. Minimalpolynom.

Definition 7.5.1. Sei K ein Kérper, p(x) = yo+y12+7222+- - -+7,2" ein Polynom
in K[z]. Sei A € K"*™ eine quadratische Matrix. Wir definieren die Matrix

p(A) :=yE, + 1A+ A%+ 4+, A".
Weil der Raum K”*" die Dimension n? hat, muss das System von Matrizen (E,, A, --- ,A"2)

linear abhiingig sein, daher muss es ein Polynom vom Grad hochstens n? geben, sodass p(A) = 0.
Der folgende Satz zeigt, dass in Wirklichkeit ein viel kleinerer Grad ausreicht.

Lemma 7.5.2. Sei K ein Kdérper, p € K[z] ein Polynom, A € K"*" eine qua-
dratische Matriz, und T € K"*" eine requlire Matriz. Dann gilt: p(T"1AT) =
T 1p(A)T.

Beweis. Zunéchst berechnen wir
[T7YAT|" = [T ' AT|[T ' AT] - - - [T AT
= T AT YATT Y- [TT AT =T~ 'A"T.

Damit ist aber

p(T7AT) =Y [T AT =) T AT =T | ) A T.
=0 =0 =0
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Satz 7.5.3. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, sei A € K"*". Es seien
A1, 0, A\, die Eigenwerte von A, und es seien ry,--- ,ry die kleinsten Potenzen,
sodass ker(\; — A)" = ker(\; — A)"iTL. (Es ist also ker(\; — A)" der Hauptraum
zum Eigenwert \;.) Wir setzen

PE) = (& = M) (@ = Aa)"® (= A"
Dann gilt:
1) p(A) =0,
2) Ist g € K[z] ein Polynom, so dass q(A) =0, so ist p ein Teiler von q.

Beweis. Nach Satz 7.4.11 gibt es eine reguliire Matrix T', sodass C' = T~ AT Block-
diagonalform hat:

c; - 0

o=|: -
0 --- C,

Dabei sind die C; € K™:*™i und die m; sind die algebraischen Vielfachheiten von
;. Die C; repriisentieren die Einschrinkung des Homomorphismus z — Ax auf die

Hauptriume ker(\; — A)". Wegen Lemma 7.5.2 ist p(A) = 0 genau dann, wenn
p(C) = 0. Direktes Nachrechnen ergibt

0 Cy) - 0
P(C) = | p(- ) | |
0 0 - p(Ck)

Auf Grund der Definition des Hauptraumes und der r; ist r; die kleinste Potenz
sodass (\; — ;)™ = 0. Fiir p # A; gilt ker(u — A) Nker(X\; — A)™ = {0}, anders
gesagt, der Hauptraum zu \; enthilt von ker(u— A) nur den Nullvektor. Also gehort
die Matrix (u — C;) zu einem injektiven Endomorphismus, deshalb ist sie regulér.
Sei nun ¢ € K[z] \ {0}. Weil K algebraisch abgeschlossen ist, zerfillt ¢ in Linear-

faktoren:

q(z) =~ Hﬁzl()‘u — ) Hé‘:1(ﬂj —x).
Dabei sind s, € NU{0}, t; € N, pj & {A1,---, A}, v € K\ {0}. Es ist g(A) =0
genau dann, wenn ¢(C) = 0, und das gilt genau dann, wenn fiir alle ¢ gilt: ¢(C;) = 0.
Nun ist

4(Ci) = 7 Muzi(Au = Co)>* Ty (ny — i) (N = Ci)*™ .

Da alle Matrizen (A, — C;) fiir u # ¢ und alle Matrizen (p; — C;) regulér sind, ist

q(Ci)=0 & (N—C))¥" =0 &5 >y,

und das gilt genau dann, wenn p ein Teiler von ¢ ist. O

Definition 7.5.4. Sei K ein Korper, p € K[z] ein Polynom, A € K"*" eine qua-
dratische Matrix. Sei p(z) = 2" + y,_12" "1 + -+ + 79 in K[z] so, dass fiir jedes
q € K[z] gilt:

qg(A) =0 < pteilt q.
Dann heiit p das Minimalpolynom von A.
Diese Definition funktioniert auch iiber nicht algebraisch abgeschlossenen Kérpern, nur die Be-

schreibung des Minimalpolynoms mittes Satz 7.5.3 funktioniert nicht mehr immer, weil sich nicht
fiir jede Matrix der Raum K™ in Hauptrdume zerlegen lésst.
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7.5.2. Satz von Cayley-Hamilton.

Satz 7.5.5 (Satz von Cayley-Hamilton). Sei K ein algebraisch abgeschlossener
Kérper, A € K" " eine quadratische Matriz, und q € K[x] ihr charakteristisches
Polynom. Dann ist q(A) = 0.

Beweis. Wir wissen bereits aus Satz 7.5.3, dass das Minimalpolynom von A sich in
der folgenden Form schreiben l&sst:

p(z) =iy (z = A)"™
Dabei sind Ay, ---,\; die Eigenwerte von A, und r; jeweils die kleinste Potenz
sodass ker(\; — A)" = ker()\; — A)"T1. Dagegen ist das charakteristische Polynom
von A

q(z) = Iy (@ = A)™,
wobei m; die algebraische Vielfachheit von )\; ist. Zugleich wissen wir aus Satz 7.4.11,
dass m; die Dimension des Hauptraumes ker(\; — A4)™ ist. Nun ist

1 < dim(ker(\; — A)) < dim(ker()\; — A)?) < --- < dim(ker(\; — A)™) = m;.

Dabher ist r; < m;, und das Minimalpolynom teilt das charakteristische Polynom.
Folglich ist g(A) = 0. 0

Beispiel 7.5.6. Bestimmen Sie das charakteristische Polynom und das Minimalpo-
lynom der folgenden Matrix A iiber C. Uberpriifen Sie, dass A, in beide Polynome
eingesetzt, die Nullmatrix ergibt.

3 1 3
A=10 2 0
-1 -1 -1

Lésung: Das charakteristische Polynom erhalten wir durch Entwicklung nach der
zweiten Zeile:

A-3 -1 -3
0 A=2 0 _(/\2)‘AI3 Afl‘
1 I A+1

= A=2[A=3)A+1)+3]=A—-2)(A\?=2)) = (A= 22X =23 —4)\? 4 4.

Es gibt zwei Eigenwerte A = 2 und A = 0. Wir bestimmen die geometrische Viel-
fachheit von A = 2, also die Dimension von ker(2 — A):

-1 -1 -3 -1 -1 -3
o 0o o] =10 0 o
1 1 3 0 0 0

Daher ist der Eigenraum zu A = 2 zweidimensional, und das ist bereits die alge-
braischen Vielfachheit, also die Dimension des Hauptraumes. Folglich ist bereits
der Eigenraum ker(2 — A)! der Hauptraum. Damit ist das Minimalpolynom

A=2)"A =A% —2)\.

Um die Probe zu machen, berechnen wir erst die Potenzen von A:

6 2 6 12 4 12
A2=10 4 o0, A2=[0 8 o0
-2 =2 =2 -4 -4 —4
Wir setzen in das charakteristische Polynom ein:
12 4 12 24 8 24 12 4 12
A —4A’+44=(0 8 o |-|0 16 O0]+|l0 8 0 ]=0.

—4 -4 —4 8 -8 -8 —4 -4 —4
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Wir setzen in das Minimalpolynom ein:

6 2 6 6
A2-924=10 4 o0 |-=1|0
-2 -2 -2 -2

2
4
-2

193
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8. NORMALE MATRIZEN

Wir werden in diesem Kapitel stets den Raum R™ bzw. C™ mit dem euklidischen
inneren Produkt und der dazugehorigen Norm betrachten.

8.1. Orthogonale und unitire Matrizen.
8.1.1. Unitdre Matrizen.

Definition 8.1.1.
1) Eine Matrix T € R™*™ heifit orthogonal, wenn sie regulér ist und ihre
Transponierte zugleich die Inverse ist: 771 = T7.
2) Eine Matrix T' € C™*™ heifit unitir, wenn sie regulédr ist und ihre Adjun-
gierte zugleich die Inverse ist: -1 = T*.
Eine orthogonale Matrix ist also nichts anderes als eine reelle unitdre Matrix. Wenn wir in
den folgenden S#tzen immer wieder orthogonale und unitdre Matrizen betrachten, werden wir

normalerweise nur den Beweis fiir unitire Matrizen iiber C fithren. Der reelle, orthogonale Fall
geht dann genauso.

Satz 8.1.2.
1) Sei T € R™*™. Dann sind dquivalent:
(i) T ist orthogonal.
(ii) Fir alle x € R™ gilt ||Tx|| = ||z
(i) Fir alle z,y € R™ gilt (Tx,Ty) = (x,y).
2) Sei T € C™*™. Dann sind dquivalent:
(1) T ist unitdr.
(ii) Fir alle x € C™ gilt ||Tx|| = ||z||.
(iii) Fir alle x,y € C" gilt R((Tx,Ty)) = R({(z,y)).
(iv) Fir alle x,y € C™ gilt (Tz, Ty) = (z,y).
Beweis. Wir beweisen Teil (2), dann geht Teil (1) ebenso.
(i) = (ii): Sei T* = T~!. Es ist
|Tz||* = (Tx, Tx) = (Tx)* (Tz) = 2*T*Tx = 2"z = ||z||*.
(ii) = (iii): Es ist
lz +yl* 1 + Iyl + (2, 9) + (g 2) = lal® + lyl* + 2R((z, 9)) ,
lo =gl = ol + Iyl — (o, 0) — (2 = ol + lgll® — 2R(Gz, )
Wir subtrahieren diese Gleichungen und erhalten
AR((z,y) = o+ ylI* =l —ylI*.

Man kann in (ii) den Vektor x einmal durch z + y, und dann durch x — y ersetzen,
und erhélt

AR((Tz, Ty)) = IT(z +y)|* = 1Tz = y)II* = o+ ylI* — |z - ylI* = 4R((z, y))
(#ii) = (iv): Es gilt:

Aus (iii) folgt daher
(\}(<T$,Ty> = —%(<T$,T(Zy)>) = —5}%«1‘, Zy>) = %(<J),y>) :

Nochmals wegen (iii) folgt also (T'z, Ty) = (z,y).
(iv) = (i): Es gelte (iv). Seien x,y € C™. Dann gilt

<y,T*T$ - $> = <y,T*TI> - <ya$> = <Ty,T.’I?> - <y,$> =0.
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Setzen wir insbesondere y = T*Tx — z, so folgt | T*Tx — z||* = 0, also T*Tx = .
Damit ist T regulér, und 7% ist die Inverse von T O

Definition 8.1.3. Sei K € {R,C}, sei f : K" — K" eine (nicht notwendig lineare)
Abbildung mit der Eigenschaft:

(Vo,y e K") [[f(z) = fW)ll = llz —yll-
Dann heif3t f eine isometrische Abbildung oder Isometrie.

Eine lineare Abbildung K™ — K™ ist also genau dann eine Isometrie, wenn sie durch eine
unitére (bzw. im reellen Fall orthogonale) Matrix beschrieben wird.

Beispiel 8.1.4. Die folgende Matrix beschreibt eine Drehung im R? um den Null-
punkt mit einem Drehwinkel von ¢:

e i

Zeigen Sie, dass diese Matrix orthogonal ist.

Losung: Aus der geometrischen Anschauung wissen wir, dass eine Drehung eine
Isometrie ist, also erwarten wir dass Dy orthogonal ist. Wir kénnen das aber auch

nachrechnen:
_( cos(¢) sin(¢) cos(¢) —sin(¢)
DZ;D¢, - (— sin(¢) cos(d))) <sin(¢) cos(¢) )

(0T ) L) = 0 1)

Beispiel 8.1.5. Bewegungen des R? oder R3, welche den Nullpunkt festlassen,
werden durch orthogonale Matrizen beschrieben. Also z.B. Drehungen um Achsen
durch den Nullpunkt, Spiegelungen an Geraden oder Ebenen durch den Nullpunkt,
und Hintereinanderausfithrung solcher Bewegungen. Dagegen ist die Parallelver-
schiebung entlang eines Vektors a, also f(z) = x + a zwar eine Isometrie, aber
keine lineare Abbildung.

O

Satz 8.1.6.

1) Das Produkt orthogonaler (bzw. unitirer) Matrizen ist orthogonal (bzw.
unitdr).

2) Eine regulire Matriz A ist genau dann orthogonal (unitir), wenn A~1 or-
thogonal (unitdr) ist.

Trauen Sie sich und beweisen Sie es selbst! Entweder direkt mit der Definition von Orthogonalitit,
oder mit Hilfe von Satz 8.1.2.

8.1.2. Orthogonale Diagonalisierung.

Satz 8.1.7. Sei K € {R,C} und T € K"*™. Seien (s1,--- ,Sn) die Spalten von T
und z1,- -+ , 2z, die Zeilen von T. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1) T ist orthogonal bzw. unitdr.
2) (s1, -+ ,8p) ist ein Orthonormalsystem.

3) (27, ,2%) ist ein Orthonormalsystem.
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Beweis. (1) = (2): Seien s1,--- , s, die Spalten von T, und ey, - - - , e, die Einheits-
vektoren in K™. Bekanntlich ist s; = T'(e;). Wegen Satz 8.1.2 gilt fiir orthogonale
(unitéire) Matrizen
<Si78j> = <T€Z‘,T€j> = <€Z‘,€j> = 5i,j .
(Dabei ist ¢; ; das Kronecker-Delta.)
(2) = (1): Sei nun (s1,- -+ , $p) ein Orthonormalsystem. Die Zeilen von T* sind die
Adjungierten der Spalten von 7. Damit ist
- 5] —= | | sis1 -+ Sisp
T = : S1 r Sp | = : : =FE,.
- 5 —— | | 5581 ' SySn
Also ist T™ die Inverse zu T

(1) & (3): Es ist T unitidr genau dann, wenn 7™ unitér ist. Dies gilt aber wegen
Punkt (2) genau dann, wenn die Spalten von 7% ein Orthonormalsystem sind. Die
Spalten von T* sind aber die Adjungierten der Zeilen von 7. O

Korollar 8.1.8. Sei K € {R,C}, sei B = (b1, - ,b,) eine Basis von K" und
E = (e1,--- ,e,) die Einheitsbasis. Dann gilt: Die Ubergangsmatriz TE (und da-
mit auch ihre Inverse TE ) ist genau dann orthogonal bzw. unitir, wenn B eine
Orthonormalbasis ist.

Beweis. Die Spalten von TZ sind die Basisvektoren by,--- ,b,, in Einheitskoor-
dinaten geschrieben. Nach Satz 8.1.7 sind die Spalten von TZ genau dann ein
Orthonormalsystem, wenn T8 orthogonal bzw. unitér ist. O

Definition 8.1.9. Sei K € {R,C} und A € K"*". Die Matrix A heifit orthogonal
(unitédr) diagonalisierbar, wenn K" eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren der
Matrix A besitzt.

Satz 8.1.10. Sei K € {R,C} und A € K"*". Die Matriz A ist genau dann ortho-
gonal (unitir) diagonalisierbar, wenn es eine orthogonale (unitire) Matriz T gibt,
sodass T~YAT eine Diagonalmatriz ist.

Beweis. Ist T € K"*" regulir, so ist T AT genau dann eine Diagonalmatrix,
wenn die Spalten von T' Eigenvektoren von A sind. Die Spalten bilden genau dann
zusétzlich ein Orthonormalsystem, wenn 7' orthogonal (unitér) ist. O

Satz 8.1.11. Eine Matriz A € C"*" ist genau dann unitir diagonalisierbar, wenn
die folgenden beiden Aussagen gelten:

1) Sind A, p zwei verschiedene FEigenwerte von A und x,y dazugehdrige Fi-
genvektoren, so ist (x,y) = 0. (Anders ausgedriickt, die Eigenrdume stehen
aufeinander orthogonal.)

2) Ist \ ein Eigenvektor von A, so ist ker(A — A)? = ker(\ — A). (Anders
ausgedrickt, die Vielfachheit des Figenwertes im Minimalpolynom ist 1,
oder wieder anders, der Hauptraum zu X ist der Figenraum.)

Beweis. =: Wenn A diagonalisierbar ist, ist C™ die direkte Summe der Eigenrdume.
Daher miissen in diesem Fall die Hauptraume gleich den Eigenrdumen sein. Damit
gilt (2). Sei nun A unitér diagonalisierbar mit paarweise verschiedenen Eigenwerten
A, Ag, selen by q, -+ -, by m, Eigenvektoren zu \; sodass sich mit (b1, -, bk.m, )
eine Orthonormalbasis von C™ ergibt. Sei x ein beliebiger Eigenvektor zu \; und
y ein Eigenvektor zu A; mit ¢ # j. Man sieht leicht, dass @ € L({bi1, -+ ,bim,;})
und y € L({bj1, -+ ,bjm,}). Weil alle b; s auf alle b;; orthogonal stehen, folgt
(z,y) = 0. Also gilt (1).
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<: Wir nehmen nun an, dass (1) und (2) gelten. Wegen der algebraischen Ab-
geschlossenheit von C und Satz 7.4.11 ist C™ die direkte Summe der Hauptriaume
von A. Wegen (1) sind aber die Hauptriume zugleich die Eigenrdume. Seien wie-
der A1, .-, A\ die Eigenwerte von A. Fiir jedes ¢ wihlen wir eine Orthonormalba-
sis (bi1,- -+, bim;) des Eigenraumes ker(\; — A). Wegen (2) stehen fiir ¢ # j die
Vektoren b; s und b;; orthogonal. Daraus ergibt sich, dass (bi,1, -+ ,bk,m,) eine
Orthonormalbasis des C™ ist. O

Bemerkung 8.1.12. Beachten Sie aber, dass eine reelle n x n-Matrix, fiir deren
reelle Eigenvektoren und Eigenwerte die Bedingungen von Satz 8.1.11 gelten, nicht
diagonalisierbar sein muss. Sie kann ja komplexe Eigenwerte haben.

8.2. Normale Matrizen.
8.2.1. Definition und Beispiele.

Definition 8.2.1. Sei A € C™*™ eine quadratische Matrix.

1) A heifit normal, wenn gilt AA* = A*A.

2) A heiit selbstadjungiert oder hermitesch, wenn gilt: A = A*. Eine selbst-
adjungierte Matrix A € R™*"™ heiffit auch symmetrisch.

3) A heifit schiefadjungiert, wenn gilt: A = —A*.

Bemerkung 8.2.2. Unitére, selbstadjungierte und schiefadjungierte Matrizen sind
Spezialfille von normalen Matrizen.

Beweis den geneigten LeserInnen mit besten Empfehlungen iiberlassen.

8.2.2. Orthogonale Diagonalisierbarkeit normaler Matrizen.

Satz 8.2.3. Sei A € C"*"™ eine normale Matriz. Dann gilt:
1) ker(A — A) = ker(A — A*)
2) ker(A — A) L ker(u — A) falls X # p.
3) ker(\ — A)? =ker(\ — A)
Beweis. Teil (1): Sei (A — A)z = 0. Dann ist
I3 =A%)l = (A = A%)a, (X = A)z) = (@, (A = A)(X - A%)a)
= (z,(A=A) (A= A)z) = (A= Az, (A = A)z) = (A = A)z* = 0.
Also ist ker(A — A) C ker(A — A*). Aus Griinden der Symmetrie folgt nun auch
ker(A — A*) C ker(\ — A).
Teil (2): Sei (A — A)xz =0, (p — A)y = 0 fiir A # p. Wegen Teil (1) gilt auch
(A — A*)xz = 0. Daher ist
pla,y) = (@, my) = (@, Ay) = (A"z,y) = Qz,y) = Mz, y).
Da A # p, folgt (z,y) = 0.
Teil (3): Sei (A — A)2x = 0. Dann ist also (A — A)z € ker(\ — A). Wegen Teil (1)
ist auch (A — A)x € ker(\ — A*). Es ist
I3 = Az = (A = A)z, (A = A)z) = (,(A = A)(\ = A)z) = (2,0) = 0.
O

Satz 8.2.4. Sei A € C"*™. Dann gilt: Die Matriz A ist genau dann normal, wenn
A unitdr diagonalisierbar ist.
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Beweis. Ist A normal, so folgt aus Satz 8.2.3 und Satz 8.1.11, dass A unitér diago-

nalisierbar ist.

Sei nun D = T AT mit einer unitiren Matrix 7 und einer Diagonalmatrix

D. Man iiberpriift leicht, dass Diagonalmatrizen miteinander kommutieren, so-

dass D*D = DD*. Es ist dann A = TDT~! und T—! = T*. Daher ist A* =

(T=YHY*D*T* = TD*T~! und daher

AA* =TDT'TD*T' =TDD*T~' =TD*DT~' =TD*T'TDT~! = A*A.

O

8.3. Selbstadjungierte Matrizen und Definitheit.

8.3.1. Diagonalisierung selbstadjungierter Matrizen.

Satz 8.3.1. Sei K € {R,C}, A € K™"*" selbstadjungiert.

1) Alle Eigenwerte von A sind reell.

2) A ist iber K unitir (orthogonal) diagonalisierbar.
Beweis. Sei Ax = Az fiir einen Vektor x # 0. Dann ist wegen Satz 8.2.3 auch
Ax = A*x = Az = \z. Da x # 0 folgt A = \.

Die Matrix A ist jedenfalls diagonalisierbar iiber C nach Satz 8.2.4. Ist A € R™*™,

so konnen die Eigenvektoren reell gewihlt werden, weil auch die Eigenwerte reell
sind. Es folgt, dass A eine Orthonormalbasis aus rellen Eigenvektoren hat. O

8.3.2. Definitheit.
Definition 8.3.2. Sei K € {R,C} und A € K"*" selbstadjungiert. Die Matrix A
heifit
1) positiv (negativ) definit, wenn fiir alle z € K™ \ {0} gilt *Az > 0 (bzw.,
x*Ax < 0).
1) positiv (negativ) semidefinit, wenn fiir alle € K" gilt z*Ax > 0 (bzw.,
x* Az < 0).
Satz 8.3.3. Sei K € {R,C} und A € K™*" eine selbstadjungierte Matriz. Dann
gilt:
1) A ist genau dann positiv definit, wenn alle Eigenwerte von A grifer als 0
sind.
2) A ist genau dann positiv semidefinit, wenn alle Eigenwerte von A grifer
oder gleich 0 sind.

(Ein analoges Kriterium gilt fiir negativ definit und negativ semidefinit.)

Beweis. Sei A positiv definit und A ein Eigenwert von A. Sei x # 0 ein Eigenvektor
zum Eigenwert A. Dann ist

Mzl|? = Mz, 2) = (v, \z) = (2, Az) > 0
Seien nun umgekehrt alle Eigenwerte von A positiv. Sei z # 0. Weil A unitér
diagonalisierbar ist, gilt © = Zle x; mit z; € ker(A\; — A), wobei die \; paarweise
verschiedene Eigenwerte von A sind. Dabei sind nicht alle z; = 0. Wir niitzen nun
aus, dass die Eigenrdume aufeinander orthogonal stehen und erhalten

(x,Az) = ZZ (x;, Azxj) = Z Tiy \jT5)

=1 j=1 i=1 j=1

k k k
ZZ/\K%%? = Z/\i”xi”Q > 0.
=1

i=1 j=1
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Der gleiche Beweis funktioniert auch fiir Semidefinitheit. O

Lemma 8.3.4. Sei K € {R,C} und A € K"*™ eine hermitesche, positiv definite
Matriz. Sei b € K" und v € R (reell!). Wir betrachten die hermitesche (n + 1) X

(n + 1)-Blockmatrix
A b
e (2.

Dann ist M ist genau dann positiv definit, wenn det(M) > 0 gilt.
Beweis. Weil A positiv definit ist, ist A regulér. Wir betrachten die reguléire Block-

matrix )
E, —A"'
(5 )

- e ( E. 0\ (A b\ (E, —A
wo= om0 ) () (5 )

B E, 0\ (A 0 (A 0
= \=prat 1) bt A b4y) T \0 y—brA")

Man sieht leicht dass det(T) = 1. Damit ist auch det(7*) = 1, und
det(M) = det(T™) det(M) det(T) = det(M).

und

Damit ist

det(M) = det(M) = (v — b*A~tb) det(A) > 0
genau dann wenn v — b*A~b > 0.
Andererseits gilt fiir alle € K**!

e* Mz = [T 2" T*MT[T 2] = [T 2] M[T ']
Daher ist M genau dann positiv definit, wenn M positiv definit ist. Die Blockdia-

gonalmatrix M ist aber genau dann positiv definit, wenn ihre Diagonalblécke A
und v — b* A~1b positiv definit sind. Nun ist A nach Voraussetzung positiv definit,

und es bleibt die Bedingung dass v — b*A~1b > 0, d.h., det(M) > 0. O
Satz 8.3.5 (Hauptminorenkriterium fiir Definitheit). Sei K € {R,C} und A =
(i j)ij=1,.n € K" eine hermitesche Matriz. Wir definieren firk=1,---,n
ar1 o o Qg
Ak =
Qg Qpk

Dann ist A genau dann positiv definit, wenn fir alle k =1,--- ,n gilt det(Ag) > 0.

Beweis. Sei zuniichst A positiv definit. Fiir y = (11, -+ , )7 € KF\ {0} setzen wir
7=, -, 0,---,0)T € K. Dann ist y* Ay = §* A7 > 0. Also ist Ay positiv
definit und hat nach Satz 8.3.3 lauter positive Eigenwerte. Die Determinante von
Ay ist aber das Produkt der Eigenwerte und muf folglich auch positiv sein.

Es sei nun det(Ag) > 0 fiir alle k. Wir zeigen durch Induktion nach k: Die Matrix
Ay, ist positiv definit. Fiir & = n ergibt sich dann: A = A,, ist positiv definit.
Verankerung k = 1. Es ist A1 = (a1,1). Offensichtlich ist diese 1 x 1-Matrix genau
dann positiv definit, wenn oy ; > 0. Es ist aber det(A41) = aq,1.

Induktionsschritt: Sei Ay positiv definit. Wir kénnen Agy; als Blockmatrix mit
einem geeigneten Vektor b € K" und v = ag41,k+1 € R schreiben:

A, b
Api1 = (bf 7) )
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Nach Lemma 8.3.4 ist Aj; genau dann positiv definit, wenn det(Ag41) > 0. O

Bemerkung 8.3.6. Beachten Sie aber, dass sich das Hauptminorenkriterium nicht
auf semidefinite Matrizen verallgemeinern ldsst. Es sind alle Hauptminoren der fol-
genden Matrix nichtnegativ, aber die Matrix ist weder positiv noch negativ semi-

definit:

10 O
0 0 O
0 0 -1

8.3.3. Sesquilinearformen und Matrizen.

In diesem Kapitel geht es um Sesquilinearformen. Zur Erinnerung zitieren wir hier nochmals
Definition 6.2.9:
Sei V' ein Vektorraum iiber K = R oder K = C. Eine Abbildung

heif3t

'{VXV — K,
(z,y) +—alz,y)

a(z, Az + py) = Aa(z, ) + pa(z, y) a(z, Az + puy) = Aa(z, x) + pa(z,y)

Bilinearform, wenn gilt: Sesquilinearform, wenn gilt:
a(Az + py, z) = Aa(z, z) + pa(y, 2) a(Az + py, z) = Aa(z, z) + pa(y, z)

Eine Bilinearform bzw. Sesquilinearform a heif3t

symmetrisch, wenn gilt: hermitesch, wenn gilt:
a(y, z) = a(z,y), a(y, =) = a(z,y).

Eine Bilinearform bzw. Sesquilinearform a heifit
positiv semidefinit, wenn fiir alle z € V gilt: a(z, z) € [0, c0),
positiv definit, wenn fiir alle x € V' \ {0} gilt a(z,x) € (0, c0).

Satz 8.3.7. Sei K € {R,C}.

1) Seia: K" x K" — K eine Sesquilinearform. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte Matriz A € K™ " sodass fiir alle x,y € K" gilt a(z,y) = x* Ay.
2) Ist A € K"*™ so ist die Abbildung
K" x K" —K
a:
(2,y) — " Ay
eine Sesquilinearform.
3) Sind e; die Einheitsvektoren in K", so ist A = (ai,j)i,jzl’... n gegeben durch
Q5 = a(ei, ej).
4) Die Matriz A ist genau dann selbstadjungiert, wenn a hermitesch ist.
5) Die Matriz A ist genau dann positiv (semi)-definit, wenn a positiv (semi)-
definit ist.
Beweis. Beweis als Ubung. O

Satz 8.3.8. Sei K € {R,C} und B = (by,--- ,b,) eine Basis des K". Mit TE
bezeichnen wir wie immer die Ubergangsmatriz von der Basis B zur Einheitsbasis,
d.i. die Matriz, deren Spalten die Basisvektoren b; sind. Sei A € K™"*" wund a die
Sesquilinearform a(z,y) = z* Ay.

Sind T,

y die Koordinaten beziiglich B von Vektoren x,y € K", so ist
a(z,y) =3*Cy mit C = (TE)*ATE .
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Beweis. Weil z = TEZ und y = TE7, gilt
o' Ay = (TE2)" A(TE ) = & [Tg]" ATE g -
U
Beachten Sie: Wenn A als die Matrix einer linearen Abbildung f :  — Az aufgefasst wird, ge-
schieht der Basiswechsel durch Ahnlichkeit: [TF] 1 ATE.
Wenn aber A als die Matrix einer Sesquilinearform a(z,y) = 2* Ay aufgefasst wird, geschieht der
Basiswechsel mit Hilfe der Adjungierten: [TZ]*ATE.

Wenn B eine Orthonormalbasis ist, ist [TE]* = [TE]~!, und die Basiswechsel fiir lineare Abbil-
dungen und fiir Sesquilinearformen sind gleich.

8.3.4. Tragheitssatz von Sylvester.

Definition 8.3.9. Sei K € {R,C} und a : K" x K® — K eine hermitesche Ses-
quilinearform. Der Ausartungsraum von a ist definiert durch {z € K" | (Vy €
K") a(y, z) = 0}.

Bemerkung 8.3.10. Sei K € {R,C} und A € K"*" eine selbstadjungierte Matrix.
Dann hat die Sesquilinearform a(z,y) = 2* Ay den Ausartungsraum ker(A).

Beweis. Liegt x im Ausartungsraum von a, so gilt y*Ax = 0 fiir alle y € K”. Setzt
man insbesondere y = Az, so erhilt man ||Az|* = 0, und daher ist = € ker(4).
Ist umgekehrt 2 € ker(A), so gilt fiir alle y € K™ dass y*Az = y*0 = 0. O

Satz 8.3.11. Sei K € {R,C} und a : K" x K — K eine hermitesche Sesquiline-
arform. Dann gilt:
1) K™ lisst sich als direkte Summe dreier Unterrdume schreiben:
Kt=Wo+ Wi +W_,
wobei Wy der Ausartungsraum von a ist, und
(Ve € Wi\ {0}) a(z,z) >0,
(Ve e W_\ {0}) a(z,z) <O0.
Dabei konnen die Riume Wi, W_ so gewihlt werden, dass Wi, W_ und
Wo aufeinander orthogonal stehen.
2) Die Zerlegung aus Punkt (1) ist nicht notwendigerweise eindeutig. Sind
aber K™ = Wy + W_}_ + W und K* = Wy + Wi + W2 zwei Zerlegungen in

direkte Summen (orthogonal oder nicht), sodass jeweils (8.3.1) gilt, dann
ist dim(W1) = dim(W?) und dim(W') = dim(W?2).

(8.3.1)

Beweis. Teil (1): Sei a(x,y) = x* Ay mit der selbstadjungierten Matrix A € K™"*™.
Wir wissen, dass A unitér diagonalisierbar ist. Seien A\; : 4 = 1,--- ,m die positiven
Eigenwerte von A und p; : j =1,--- , k die negativen Eigenwerte.

Wo = ker(A)

W {0} wenn es keine positiven Eigenwerte gibt,
N ker(A; — A) + - - - + ker(\,, — A) sonst.
W {{0} wenn es keine negativen Eigenwerte gibt,

ker(u; — A) + -+ - + ker(up, — A) sonst.

Natiirlich ist Wy der Eigenraum von A zum Eigenwert 0. Weil sich K" als die
direkte Summe der Eigenrdume von A schreiben ldsst, ist K" = Wy + W, + W_.
Da die Eigenrdume von A aufeinander orthogonal stehen, stehen auch Wy, W, und
W_ aufeinander orthogonal. Wegen Satz 8.3.3 ist die Einschréinkung von a auf W
positiv definit, und die Einschréankung von a auf W_ negativ definit.
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Teil (2): Nehmen wir nun zwei Zerlegungen in direkte Summen (orthogonal oder
auch nicht)

K=Wo+Wi+W!=Wo+W:+W2,

sodass (8.3.1) gilt. Wir nehmen an, es wire dim(W}) # dim(W?), 0.B.d.A. dim(W}) >
dim(W3). Weil dim(W3) + dim(Wy) + dim(W2) > n, kann der Durchschnitt
Win (Wo+ W?2) nicht der Nullraum sein. Sei z # 0 aus diesem Durchschnitt.
Wir setzen z = y + 2z mit y € Wy, z € W2. Dann ist

a(z,z) >0  weil z € W} \ {0},

a(z,r) <0 weil a(z,z) = a(y,y) +aly, 2) + a(z,y) + a(z,2) = a(z,2).
Damit erhalten wir einen Widerspruch, und es muss gelten dim(W1) = dim(W?).
Daraus folgt automatisch

dim(W?) = n — dim(Wp) — dim(W}) = n — dim(Wp) — dim(W?) = dim(W?).
O

Korollar 8.3.12 (Trdgheitssatz von Sylvester). Sei K € {R,C} und A € K"*"
eine selbstadjungierte Matriz. Sei T € K"*" reguldr. Sei B = T*AT, seien \; die
Eigenwerte von A und p; die Figenwerte von B.

ap = dim(ker(A)),

ay = Z dim(ker(\; — A)),
2:A; >0

a = Y dim(ker(\; — 4)).
:\; <0

Ebenso definieren wir By, B+ und S_ fir B. Dann gilt:
OZ():B()7 Oé+:ﬁ+, afzﬁf,

Beweis. Sei Wy der Ausartungsraum von A, und W, W_ die Summenriume aus
den Eigenrdumen von A zu den positiven bzw. negativen Eigenwerten. Ebenso
konstruieren wir Vp, Vi, V_ fir die Matrix B. Wir setzen dann Uy := T(Vj),
Uy :=T(V4), und U_ := T(V_). Weil die Abbildung x — Tz ein Isomorphismus
ist, ist auch K™ die direkte Summe K" = Uy + Uy + U_, und die Dimensionen der
U, sind die Dimensionen der entsprechenden V;.

Nun ist # € Vp = ker(B) genau dann wenn T~ ATz = 0, weil aber T regulér ist,
ist das dquivalent zu Tz € ker(A). Daher ist Uy der Ausartungsraum von A, also
Up = Wy. Ist € Vi \ {0} (also Tz € Uy), so gilt (Tx)*A(Tz) = 2*Bx > 0, daher
die Einschrinkung der Sesquilinearform y* Az auf den Raum U, positiv definit,
ebenso ist y* Az auf U_ negativ definit. Wegen Satz 8.3.11 (Teil 2) gilt also fiir
i=0,4, —, dass dim(W;) = dim(U;) = dim(V;). O

8.3.5. Grasster Figenwert und Matriznorm.

Satz 8.3.13. Sei A = A* € C"*", dann sind nach Satz 8.3.1 alle Eigenwerte reell.
Sei Ay der grifite Eigenwert, und A_ der kleinste Figenwert von A. Dann gilt:

Ay = max{x*Ax | xeC" ||$|| = 1},
A = min{z"Az | 2 € C", ||z|| = 1}.
Ist A € R"™", so kann das Mazimum oder Minimum iber x € R"™ mit ||z|| = 1

genommen werden.
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Beweis. Sei (vy,--- ,vy) eine Orthonormalbasis von C™ (bzw. R™) aus Eigenvektoren
von A, also Av; = \;v;. Jedes x € C™ hat eine Darstellung

xr = Zfivi .
i=1
Dann ist
Ar = Z Aiv; und (z, Az) = Z il &%
i=1 i=1
Nach Satz 6.4.7 ist
) = 1&l.
i=1

Wenn ||z|| = 1, dann gilt also

A=A ) JGP <Y OGP (=2 An) <A G = Ay
=1 =1 =1

Ist andererseits \; = A4, so ist ||v;|| = 1 und

UZ»TA’UZ' = )‘lHUZHQ = /\i .
Ebenso ist fiir Aj = A_

of vy = Agllogl? = Ay
Also ist insgesamt (fiir ||| = 1)

T T T
Ao =wj Av; <ot Az <wv; Avp = Ay

Definition 8.3.14. Sei B € C™*™ und seien || - ||cm und || - [[cr Normen auf C™
bzw. C". Diese miissen nicht unbedingt die euklidischen Normen sein.
Die Matrixnorm von B beziiglich der Normen || - ||cm, || - ||cn ist

Bl := sup{[|Bz[lcm | = € C", [|z[lcn =1} .

Bemerkung 8.3.15. Tatséchlich ist
B := max{|| Bx|

cm | € C" ||z||cn =1},

also das Maximum. Das heifit, es gibt ein € C™ mit ||z|cn = 1 und ||Bz||cm =

|B]|. Das folgt mit Hilfe von Kompaktheitsargumenten, denn im R besitzt jede

abgeschlossene, beschrinkte Menge ein Maximum?2°,

Bemerkung 8.3.16. In Definition 8.3.14 geht wesentlich ein, dass wir in endlich-
dimensionalen Rdumen arbeiten. Sind V' und W unendlichdimensionale Rdume mit
Normen | - ||y und || - ||w und ist f : V' — W eine lineare Abbildung, dann muss
die Menge

{r)llw [ llolly =1}

durchaus nicht beschridnkt sein. Wenn sie beschréankt ist, sprechen wir von einer
beschréinkten oder stetigen linearen Abbildung und definieren

1F1 == sup{llf (@) lw | = €V, [leflv =1}

26Mehr dariiber horen Sie in einer Einfiihrungsvorlesung iiber Analysis.
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Satz 8.3.17. Sei B € C™*" und seien || - ||cm und || - |[cn Normen auf C™ bzw.
C™. Diese miissen nicht unbedingt die euklidischen Normen sein.
Die Matriznorm von B beziiglich der Normen || - |lcm, || - |cn ist

IB|| = inf{M >0 (Vo € C")[Bz|cn < Mlz|cn},
also insbesondere ||Bz||cm < ||B]| ||z||cn-
Beweis. Es sei
M:={M >0 (Vz € C")|Bz|cm < M|[x[lcn}.

Ist M € M und z € C"™ mit ||z||cn = 1, so ist also ||Bz|cm < M||z|jcn = M. Also
ist fiir alle M € M

IBl| = sup{||Bz|lcm | [[z]lcn =1} < M.
Sei umgekehrt x € C™\ {0}. Wir setzen v = ||z||cr und y := = x sodass ||y|lcn = 1.

Es ist dann

|Bz||cm = lvByllcm = v Byllcm < v 1Bl = [|B] lzllcn -

Satz 8.3.18. Wir betrachten beliebige Normen || - ||c; auf C7 mit j = k,m,n, und
dazu die passenden Matriznormen. Seien o € C, A,B € C™*", C € C**™. Dann
gilt

) Wenn ||Al| =0, dann ist A = 0.

) [l Al = |af || Al

) [|A+ B < || Al +[|BJl.

Insbesondere bildet C™ mit der Matriznorm einen normierten Vektorraum.

Beweis. Ist ||A]| = 0, so gilt Az = 0 fiir alle x € C™. Also muss A die Nullmatrix
sein. Ferner ist

laAll = S laAz]| = |af Sup, [Az]| = [l Al
T||= r =

[A+ B[ = sup [[(A+ B)z|| < Sup, ([ Az]| + [|B])

llzll=1

< sup [|Az| + sup |Bz| = [lAl+|B],

llzll=1 |||=1

sup [|CAz|| < Sup, ICI [ Az] = [IC]] Sup, [Az| = [[Cl 1A

llzll=1

ICAll

Satz 8.3.19. Sei A € C™*™ regulir und || - || eine beliebige Norm auf C™. Sei ||A]|
die dazu passende Matriznorm. Dann ist fiir alle b € C™ das Gleichungssystem
Az = b eindeutig losbar. Wenn b einer (kleinen) “Stérung” Ab € C™ unterworfen
ist, also statt Az = b das Gleichungssystem Ay = (b + Ab) geldst wird, dann ist
y =2+ Az mit Ax = A~1Ab.

Der “relative Fehler” ||Az| / ||x|| laft sich dann abschitzen:

|AD|

[Az] 1y |
< [|A||l ||A~
< g A

]|
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Beweis. Es ist

laal < A~ b,
Bl < Al flall, also
lacl  JATIAB o ae e 1AB]
< =|A Al ——.
el rar A A g

O

Definition 8.3.20. Sei A € C™*™ regulér. Sei || - || eine Norm auf C™ und ||A]| die
dazu passende Matrixnorm.
Die Zahl [|[A~1]||||A]| heiit die Konditionszahl von A.

Bemerkung 8.3.21. Wegen Satz 8.3.19 ist also die Konditionszahl ein Maf, das
abschitzt, wie stark sich relative Fehler fortpflanzen. Hat eine Matrix A eine hohe
Konditionszahl, so kann in der Gleichung Az = b auch eine (im Verhéltnis zu ||b||)
kleine Anderung von b eine (im Verhiltnis zu ||z||) groBe Anderung von x bewirken.

Bemerkung 8.3.22. Die Konditionszahl einer reguldren Matrix ist immer grofler
oder gleich 1.

Beweis.
IEa |l = [ATT Al < JA7Y 1ALl
O

Wenn man die euklidischen Normen zugrunde legt, so 148t sich die Matrixnorm
berechnen:

Satz 8.3.23. Sei B € C™*". Sei \y und A_ der grifite und kleinste Eigenwert
von B*B. Wir betrachten die Matriznormen beziiglich der euklidischen Normen auf
C™ und C™.
(1) Die Matriznorm ||B|| ist die Wurzel \/A; des grofiten Eigenwertes von
B*B.
(2) Die Konditionszahl von B ist die Wurzel \/A;/A_ des Verhiltnisses zwi-
schen dem grofiten und kleinsten Eigenwert von B*B.

Beweis. Sei A4 der grofite Eigenwert von B*B. Dann ist nach Satz 8.3.13 (mit
A= B*B)
I1B]* sup{[| Bz | = € C", [l =1}
= sup{z"B*Bz | 2 € C", |z|]| =1} = A+
Die Eigenwerte von B* B sind zugleich die Eigenwerte von BB*, denn ist B*Bx =
Az, so setzen wir y = Bz und erhalten BB*y = BB*Bxz = B(Ax) = Ay. Die
Eigenwerte von (BB*)~! sind die Reziprokwerte der Eigenwerte von BB*, denn
ist BB*r = A\, so ist ™'z = (BB*)"lz. Damit ist der gréfite Eigenwert von
(B~Y*B~! = (BB*)~! der Reziprokwert des kleinsten Eigenwertes von BB*, also
zugleich der Reziprokwert des kleinsten Eigenwertes von B*B. Damit ist

_ 1 A
IBIIBY ) = VA7 | — = [ 2%
A_ A_
8.4. Quadriken.

Quadriken sind Kurven in R? bzw. Hyperflichen in R™, welche durch quadratische Gleichungen
beschrieben werden. Im zweidimensionalen euklidischen Raum sind das also die Kegelschnitte.
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8.4.1. Definition und Schreibweisen fir Quadriken.

Definition 8.4.1. Sei A € R"*" selbstadjungiert, b € R™ und v € R. Dann heifit
die Losungsmenge der Gleichung

(8.4.1) 2T Ax + 207z +4 =0
eine Quadrik in R"™.

Bemerkung 8.4.2. Ist A = (yj)ij=1...n symmetrisch, b = (5;)i=1..., und z =
(&)i=1...n so lautet (8.4.1) ausgeschrieben:

0 = Zzazjfzgj"i_ZQngz""y

=1 j=1

n
= Z i+ Y ()& + Y 2B+
i=1 i,j=1-n,i<j i=1

Wird eine quadratische Gleichung in R™ in Matrixform umgeschrieben, so ist also
zu beachten, dass im Matrixprodukt 27 Az die gemischten Terme immer doppelt
auftreten.

Bemerkung 8.4.3. Sei A € R™*" symmetrisch, b € R", v € R. Die Quadrik
T Az + 26724+~ =0

lasst sich umschreiben in eine Form mit einer einzigen (n + 1) x (n + 1)-Matrix:

T
x A b\ [z
o (1) (bT N () -0
Bewets.
T
x AN E Ax+b
vJ\1) 1 bz +
= Aa:+b) + 0Tz +9) =T Az + 207z + 7.

Beispiel 8.4.4. Wir betrachten in R? die Gleichung

TEL — 4E2 4 66160 — 861 + 26, +15=0.

Wir erhalten in Matrixform
T
(7 3 —4 _
T <3 4 x4+ 2 1 rz+15=0
. T [ 7 3 .
() (2 1) 0)-
-4 1 15
Lemma 8.4.5. Sei M € R™*"™ p e R™ und f die Abbildung

f R® — R™,
N — Mx+p.

oder

So lasst sich f in der Form schreiben:

()= D6

Beweis. Einfach nachrechnen. O



LINEARE ALGEBRA 207

8.4.2. Hauptachsentransformation.
Satz 8.4.6 (Hauptachsentransformation von Quadriken). Sei A = AT ¢ R"*" b ¢
R, v € R und Q := {x € R" | 27 Az +2bT 2 + ¢ = 0} die dazu gehérende Quadrik.
Dann gibt es eine orthogonale Matrix T € R™ "™ eine Diagonalmatriz D € R™*™,
Vektoren s,q € R™ und eine Zahl § € R, sodass die Koordinatentransformation
R® — R™,
y =Ty+q,
die Quadrik Q folgendermajfen diagonalisiert:
Q={Ty+q|y"Dy+2s"y+35=0}.

o Dabei sind die Spalten von T eine Orthonormalbasis von Figenvektoren von
A, und die Diagonalelemente von D sind die Figenwerte \; von A.
e Der Vektor s = (0;)i=1..n. kann so konstruiert werden, dass o; = 0 falls

A # 0.
o Wenn es ein i gibt mit o; # 0 und A\; =0, dann kann 6 = 0 gesetzt werden.

Beweis. Der Beweis wird durch den folgenden Algorithmus gegeben: O

Algorithmus 8.4.7 (Hauptachsentransformation von Quadriken). Zur Diagonali-
sierung der Quadrik
el Ax + 2072 +

im Sinne von Satz 8.4.6 in Form
yI'Dy+2sTy +6
mit der Koordinatentransformation z = Ty 4+ ¢ wird folgendermaflen vorgegangen:

(1) Bestimme eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A und setze diese
Basis zu einer Matrix T zusammen. Setze r = TTb. Ist dann « = Tz, so ist

Q={Tz| 2"Dz+2r"2 4+ c=0}.

(2) Wir schreiben r = (p;)i=1...,. Konstruiere p = (¢;)i=1...n,$ = (0i)i=1..n. €
K™ komponentenweise:

6 = —& wenn \; #0,
0 wenn \; = 0.
0 wenn \; #0,
o; =
! r; wenn \; =0.

Ist dann z = y 4+ p und ¢ = T'p, so ist
Q = {Ty+p) |y Dy+2sTy+35=0}
= {Ty+q| y"Dy+2sTy+6=0}.

(3) Falls es k mit der Eigenschaft A\, = 0 und oy, # 0 gibt, dann wiihle davon
ein beliebiges (nur eines!). Konstruiere p = (¢;);=1..., komponentenweise:

0 = —% wenn ¢ =k,
0 sonst .
Ist dann y = g+ pund ¢ = T(p + p), dann ist
Q = {T@W+p+p)| §"Dj+2s"5=0}
{Tj+q| 5" Dy+2sT5=0}.
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Beweis. Der erste Schritt ist einfach die Diagonalisierung von A, wobei wir an-
schlieend T’z fiir « einsetzen. Wir haben dann

2T A+ 207 +c=2TTTAT2 + 20" T2 + ¢ = 2" Dz + 2(T"0)" 2 + c.

Fiir den zweiten Schritt schreiben wir die Quadrik in Form (8.4.2):

6 (% ) ()0

Der Kiirze halber setzen wir I = {i | A; # 0}. Wir koénnen 0.B.d.A. annehmen,
dass die Indices so sortiert sind, dass die ¢ € I zuerst kommen. Unsere Form 143t
sich also in weitere Blocke aufschlieBen, z.B. 27 = (21 ZI/)- Das ergibt

27 " /D 0 zr
ZI/ 0 0 Ty Z[/ =0.
1 rF rf vy 1

Nach unserer Konstruktion ist

_(-Dr'r
=)
Letztlich ist nach Lemma 8.4.5

E 0 -D7! z

s\ _ (B \(N_ (o & 0 (o
1 )~ \o 1)\1)~ 4
0 0 1 1

Also ist
Zr r D[ 0 rr 21 T
0 = ZJ/ 0 0 ’I“y ZI/
1 rT r% ol 1
T 1 T
yr FE 0 0 DI 0 rr FE 0 DI rr Yyr
= |y 0 E 0 0 0 ry]|0 E 0 Yy
1 —rIDyt 0 1) \oel 1) v 0 0 1 1
vwi\" /D 0 r E 0 —Di'%v\ [\
= Yy 0 0 ry 0 FE 0 Yy
1 0 ) —rfDi'ri+~) \0 0 1 1
yr\ " (D1 0O 0 ur\ "
= |y 0 0 Ty Yy
1 0 ) —rfDi'ri+7) \1

SONERIGE

mit s und § wie oben definiert.

Fiir den letzten Schritt sei 0.B.d.A. & = n und schreiben in der Blockmatrix
die k-te Komponente separat, z.B. y7 = (yg nn). Nach Konstruktion ist p =

(0 —5/(20n))T. Es ist y = y + p, also nach Lemma 8.4.5

Yo E 0 Do Yo
<y> ={ml=10 1 =5/@200)]| |7
1 0 0 1 1
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Also ist
T
Yo Dy 0 s Yo
0 = |mm 0 0 on]|mm
1 sg op 0 1
i\ [E 0 0\ /Do 0 so\ [E 0 0 o
- 77}71 0 1 0 0 0 On 0 1 76/(20’71) ﬁn
1 0 —6/(20,) 1) \sT o, & 0 0 1 1
g\ /Do 0 s\ [E 0 0 o
= | 0 0 o, 0 1 —0/(20n) i,
1 st o, 6/2) \0 0 1 1
~ T ~
Yo Dy 0 s Jo
= Mn, 0 0 op Mn
1 st on 0O 1
_ (7 (D s\ (9
-\ sT 0)\1
O

Beispiel 8.4.8. Fiihren Sie die Hauptachsentransformation fiir die folgende Qua-
drik in R3 durch und versuchen Sie, sich die Fliche anschaulich vorzustellen.

—4€7 — TES + 265 — 20&16 + 166185 + 48265 + 50&1 + 268, — 1065 +90 = 0.

Lésung: Wir iibersetzen die Gleichung zuerst in Matrixform, dabei bedenken wir,
dass gemischte Terme &;€; mit ¢ # j in der Matrix je halbe-halbe auf zwei Plitze
aufgeteilt werden, und dass in der iiblichen Schreibweise vor dem Term bz eine
zwei steht.

—4 —10 8 25\ ©
2| =10 -7 2| +2113] z4+9 = 0,
8 2 2 -5
2TAz + 20Tz +2 = 0.

Wir diagonalisieren A. Das charakteristische Polynom ist (z.B. mittels Satz 7.2.12)
AP+ 9N — 162X = 0.

Man sieht sofort die Nullstelle Ay = 0, nach Abdividieren dieser Nullstelle erhélt
man die quadratische Gleichung

A2 40902 -162=0

mit den Losungen Ay =9, A3 = —18.
Durch Losen der linearen Gleichungssysteme (A — A;)x = 0 fir die drei Eigen-
werte erhalten wir die Eigenvektoren

1 1 1
—2|, |-05], 1
—2 1 —0.5

Man kann sich leicht iiberzeugen, dass diese drei Vektoren aufeinander orthogonal
stehen, wie es die Theorie ja voraussagt. Damit sie auch ein Orthonormalsystem
bilden, skalieren wir sie auf Norm eins um und fiigen sie dann zu einer Matrix T
zusammen. Es ist dann 77 AT = D eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten von
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A auf der Diagonalen:

1 1 2 2 0 0 0
T = 3 -2 -1 2 , D=0 9 0
-2 2 -1 0 0 —18
Wir setzen nun
r=Tz
und berechnen
1 1 -2 =2 25 3
r=T7bh= 3 2 -1 2 13]=19
2 2 -1 -5 27

In den neuen Koordinaten erhalten wir die Quadrik

00 0 3
2o 9 0 |z42(9|z+9=0.
0 0 —18 27

Wir annullieren nun die Terme in r fiir die Koordinaten, zu denen Eigenwerten
ungleich Null gehtren. Dazu setzen wir

0 0
z=y+p mit p=|-9/9|=|[-1
18/27 1.5

In r werden nun die zweite und dritte Koordinate auf Null gesetzt, die neue Kon-
stante ist

d=90—9%/9 — (27)?/(—18) = 121.5.
Wir erhalten

00 0 3
y" [0 9 0 |y+2(0|y+1215=0.
0 0 —18 0

Letztlich kénnen wir den konstanten Term auf Null bringen, indem wir die erste
Koordinate verschieben:

—121.5/(2- 3) —20.25
y=9y+p mitp= 0 = 0
0 0
Wir erhalten
0 0 O 3
g"{o 9 0 |g+2(0]g=0
0 0 —18 0
Nun rekonstruieren wir die alten Koordinaten aus den neuen:
v = Tz=T@+p+p)=Ty+T(p+p)=Ty+4q,
1 1 2 2 —20.25 —6.42
q = 3 -2 -1 2 -1 ~ | 14.83
-2 2 -1 1.5 12.33

Das heifit, das neue Koordinatensystem, in alten Koordinaten angegeben, ist:

—6.42 1 1 1 -2 1 -2
Ursprung: | 14.83 |, Richtungen der Achsen: 3 2], = | -1 ' 3 2

12.33 2] 3\ 2 1
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Um uns ein Bild von der Quadrik zu machen, schreiben wir sie nun in einzelne
(neue) Koordinaten um:
9n3 — 1803 + 611 = 0, das heisst
9115 — 1803 = —6m: .

Fixieren wir nun jeweils 77; und betrachten die Quadrik fiir 1y, n3.

e Fiir 773 = 0 erhalten wir

1 1
93 — 1873 =0, d.h. 5775 —n2 =0, dh. 93 = iﬁm.
die Losungsmenge ist also ein Geradenpaar, das sich im Nullpunkt schnei-
det.
e Fiir n; > 0 setzen wir a = /11/3, also 6n; = 18a2. (Der Faktor 1/3 dient
nur dazu, dass die Zahlenwerte glatter aufgehen.)
mo_m =1
202 a? ’
das ist eine Hyperbel mit den Halbachsen av/2 und «, deren Scheitelpunkte
bei 1y = £a/2, 13 = 0 liegen. Die Zweige 6ffnen sich also in 7,-Richtung.

e Fiir 7, = —3a? < 0 erhalten wir
T
202 a2 ’

das ist eine Hyperbel mit den Halbachsen av/2 und «, deren Scheitelpunkte
bei n3 = £, 12 = 0 liegen. Die Zweige 6ffnen sich also in n3-Richtung.

Wir erhalten also eine Schar von Hyperbeln, deren Offnungsrichtung bei 7 = 0
umschaltet, und deren Halbachsen proportional zu /|n;| sind. O

8.4.3. Schnitt einer Quadrik mit einem affinen Unterraum.

Satz 8.4.9. Der Schnitt einer Quadrik in R™ mit einem affinen Unterraum U des
R"™ ist wieder eine Quadrik in U.

Beweis. Sei @) eine Quadrik, die wir in der Schreibweise (8.4.2) angeben:

a-teest () (8 2)(0)-or

Sei U ein m-dimensionaler affiner Unterraum, p € U beliebig, und (wy, -+ ,wy)
eine Basis des Tangentialraumes von U, d.h.,

U:{p+Z77iwi| i ER}
i=1

Setzen wir die Vektoren w; zu einer Matrix W € R™*" zusammen, so erhalten wir

U={zeR"| (3yeR™) (f) = (Vg ?1”) (?)}

Wir betrachten den Vektor y in der obigen Gleichung als den Koordinatenvektor
von z in U.
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Nun ist y genau dann der U-Koordinatenvektor eines Vektors z € U N @), wenn

gilt
0 — N\ (A b T
1 b v ) \1
[y TwT oo\ (A b\ (W p\ (v
o\l pT 1) \bT ~ 0 1/)\1
o\ [ wTAw WT(Ap + b) y
- \1 PTA+YW pTAp+26Tp+~) \1) -
Das ist aber die Gleichung einer Quadrik. O
Beispiel 8.4.10. Wir schneiden die Quadrik @
26 0 48 10\
[0 16 0 |z+2[-16] z2+51=0
48 0 54 15
mit der Ebene F in Parameterform
7.6 3 16
r = 1 +m |0 +n2 | 15
—8.2 4 —12

Lésung: Damit unsere neuen Koordinaten in der Ebene die Langen richtig wieder-
geben, konstruieren wir uns ein Orthonormalsystem aus den Basisvektoren des Tan-
gentialraumes. In unserem Fall stehen die Vektoren bereits orthogonal, wir miissen
sie nur auf Norm Eins skalieren.

7.6 0.6 0.64
T = 1 +m | 0 | +m| 0.6
—8.2 0.8 —0.48

Wir erhalten dann fiir die Koordinaten der Punkte im Durchschnitt @ N E (MAT-
LAB!)

/06 0 08 o\ (26 0 48 10 0.6 064 7.6
Y\ (064 06 —o0as o |0 16 0 164006 L (Y
1 o6 1 _so 1) |48 0 54 15 08 —048 -s82|\1
' ' 10 —16 15 51 0 0 1

/9 0 0
@) 0 512 —-9.6 @)o.
0 —9.6 144

Mit dem Ansatz

<
+
7 N
=
0]
X o
ot
N———

- 0
y=v+ (9.6/5.12) -
erhalten wir :

7/l 0 0\ /9 o0 0 10 0 _
0 = (?) o 1 oo 512 —96| |0 1 187 (g)
0 1875 1/ \0o -96 —144) \0 0 1
T (9 0 0 ~
= G) 0 512 0 (i’):o,
0 0 —162

das ist eine Ellipse in Hauptachsenform

977 4 5.12775 = 162.
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8.4.4. Tangentialhyperebenen an eine Quadrik.

Ein Kapitel iiber Quadriken ist unvollstéindig ohne den Begriff der Polaren, und
diese wiederum bendétigt den Begriff der Tangentialhypereben. Dazu braucht man
einige Grundkenntnisse aus der Analysis in R™, die wir hier natiirlich nur skizzieren
koénnen.

Definition 8.4.11. Es sei ® : R” — R eine Funktion. Die partielle Ableitung
%@(z) von ® nach &, an einem Punkt o = (&, ---,&,)7 erhilt man, indem man
die Variablen &; fiir ¢ # k als Konstanten behandelt, und die Funktion & nach der
Variablen &, differenziert.

&1 &1

&n &n
Wenn in allen Punkten x € R™ alle partiellen Ableitungen von & existieren und
stetige Funktionen von z sind, dann heifit ® stetig differenzierbar.

Beispiel 8.4.12. Sei
q’((g)) =567 + 9618 + &2,

dann ist
0 &1 _ 2 4
i @(@)) = 106 +9¢}
0 &1 _ 3
552(1)((52)) = 3666 +1.

Definition 8.4.13. Sei ® : R™ — R eine Funktion, x € R™ so, dass alle partiellen
Ableitungen von ® im Punkt z existieren. Dann ist der Gradient von ¢ an der

Stelle x 5
GEN ()

Vo(z):= :
a0 0 ()

(Manche Autoren schreiben den Gradienten auch als Zeilenvektor.)

Satz 8.4.14 (Nicht priizise ausformuliert!?”). Sei ® : R™ — R stetig differenzierbar,
seiy € R™ und ®(y) =~. Sei C = {x e R" | ®(z) =~}.
(1) Der Gradient V®(y) zeigt in die Richtung, in die & am stirksten ansteigt.

(2) Die Tangentialhyperebene T an die Fliche C im Punkt y steht orthogonal
auf VO(y), d.h.
T={xeR"| (VO(y),z—y) =0}.
Beispiel 8.4.15. Sei C eine Ellipse in Hauptlage, mit Halbachsen a = 4, b = 3,
d.h.
C = {z € R?| 9& + 16£5 = 144} .
Setzen wir ®(z) := 962 + 16£3, so ist C = {z € R? | ®(z) = 144}. Der Punkt y =
(3.2,1.8)7 liegt, wie man leicht nachrechnet, auf C. Wir bestimmen die Tangente
an C' durch den Punkt y.

27Um diesen Satz scharf zu formulieren, miisste man erst den Begriff der Tangentialhyper-
ebene und des Anstiegs definieren. Wir verlassen uns hier auf unsere Anschauung. Eine saubere
Formulierung erhalten Sie in einer Analysis-Vorlesung.
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Losung: Wir bestimmen zuerst den Gradienten von ®. Es ist
_ 5 (9€F + 16£3) _ (18§1>
76 (9€7 4 16£3) 32&5 ) 7

3.2 57.6
Vel) = V‘I’((l.s)) - <57.6) '
Die Tangente an die Ellipse durch den Punkt y hat also die Gleichung
57.6 57.6 3.2
<<57.6) o) = <<57.6> ’ (1.8)> = 288.
Die Gleichung 148t sich bequem durch 57.6 kiirzen und liefert
§1+&=5.

also

O

Satz 8.4.16. Sei A = AT ¢ R"*" b c R", v € R. Die Tangentialhyperebene an
die Quadrik Q = {x € R" | 7 Az + 2bTx +~v = 0} im Punkt y € Q ist

{zreR"| yT Az + b 2z + 0Ty + v =0}, dai.

wex () () (1)

Beweis. Es sei A = (a5); j=1..n, 0 = (8i)i=1...n. Wir setzen &(z) = 2T Az + 20Tz +
v. Sei k € {1,--+,n}. Wir differenzieren

0
85k<1>( x)

= 85 Zzaugzgj +2ZBz§z+’7

=1 j=1

= g Lol D auiln + Yo+ Y au

i#k J#k i#k j#£k

+261€k +2 ) Biki + ]

i#k

= 204k +2) airdi + 26
i#k

= 2l(arr - awn)z+ B

Wir setzen nun alle partiellen Ableitungen von ® an der Stelle y zum Gradienten
zusammen und erhalten

Vo(y) = 2Ay + 2b.
Dann ist die Gleichung der Tangentialhyperebene im Punkt y

1
0 = S(Ve@y),z—y) =@ A+b")(z—y) =y Av+ bz~ (y" Ay +b'y)
= ylAz+ 0" — (T Ay + 26"y + ) + b y+y =yt Az + T + 0Ty + .
O

Beispiel 8.4.17. Wir bestimmen mittels Satz 8.4.16 die Tangente an die Ellip-
se 92 + 16£5 = 144 im Punkt y = (3.2,1.8)7. Vergleiche die Losung desselben
Problems in Beispiel 8.4.15.
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Losung: Die Gleichung ist
T
3.2 9 0
0 = (1.8> (0 16> v - 144,
0 28.8&1 + 28.865 + 144.
Kiirzt man durch 28.8, erhélt man & + & = 5. O

Definition 8.4.18. Sei A = AT € R™™" b € R", v € R und @ die Quadrik
Q= {r cR"| 2TAx + 27z + v = 0}. Sei y € R™ beliebig (nicht unbedingt auf

Q).
Die Polare von y beziiglich der Quadrik @ ist die Hyperebene

{zeR™| yTAz +bT2 4+ (bTy +~) =0}, d.i.

wex () () (1)

(Liegt y € @, so erhélt man also nach Satz 8.4.16 als Polare die Tangential-
hyperebene.)

Satz 8.4.19. Sei Q C R™ eine Quadrik und y € R", sei z € Q. Dann sind
dquivalent:

(1) Die Tangentialhyperebene an @ im Punkt z geht durch den Punkt y.
(2) Der Punkt z liegt auf der Polaren von y beziglich Q.

Beweis. Wir beschreiben () durch die Gleichung

0 (2 ()-o

Die Tangentialhyperebene T" an ) im Punkt z hat dann nach Satz 8.4.16 die Glei-

0 D6

Die Polare P von y beziiglich @) hat nach Definition 8.4.18 die Gleichung

(G0 (0)-o

ver = (1) () (0)-
= O D)=

Bemerkung 8.4.20. Will man die Tangenten an eine Quadrik bestimmen, welche
durch einen Punkt y gehen, schneidet man die Quadrik mit der Polaren von y.
Durch jeden der Schnittpunkte geht eine Tangente. Es bildet sich ein Kegel von
Tangenten, mit dem Scheitel y.

Also gilt

O

Beispiel 8.4.21. Bestimme die beiden Tangenten an die Ellipse

T
:cT((l) 2)x+2<i) r—17=0

welche durch den Punkt y = (72 2.125)T gehen.
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Losung: Die Gleichung der Quadrik ist
A7 1 0 2 .
()08 5@ -
2 4 =17

Die Polare von (=2 2.125) ist
—2 10 2 0o \"
0=[2125 04 4 (”16) = 125 (”16)
1 2 4 17 —12.5
das ist die Gerade & = 128. In Parameterform ist diese Gerade

aRIONUE
- (o

Der Schnitt mit der Ellipse hat die Gleichung

T 10 2 10
0(2’)(5??)044 01(’{)
2 4 —17) \o 1
_nT1277
= 1) 2 =5) 1
= n?+4n-5.

Wir erhalten n = —2 + 3, und damit sind die Schnittpunkte der Polaren mit der

)0 (-0 ()

Die Verbindungsgeraden von s; bzw. so mit (72 2.125)T sind die gesuchten Tan-
genten, also (in Parameterform)

2 3 —2 -3
v (2.125) i (—1.125) baw. &= (2.125) 2 (—1.125) '

28Wir stellen uns nun etwas stur an, man kénnte einfach &2 = 1 in die Ellipsengleichung
einsetzen und wire gleich fertig. Aber wir wollen noch einmal zeigen, wie man eine Quadrik mit
einem affinen Unterraum schneidet
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Das Buch ist fertig geschrieben, Schreiber und Zeichner freuen sich auf das ver-
diente Festessen. Aber: “Pessime mus, saepius me provocas at iram. Ut te Deus
perdat.” (Elendige Maus, immerfort provozierst du mich zur Wut! Dass dich Gott
verdamme!)?®

29Aus einer Handschrift, Bohmen ca. 1140. Entnommen aus: Der Kiinstler als Kunstwerk,
Selbstportriats vom Mittelalter bis zur Gegenwart, U. Pfisterer und V. von Rosen, Hrsg., Reclam
2005.



