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Aufgabe 28. Sei A eine m x n Matrix. Zeige, daf rang(A) identisch ist mit der grofiten Zahl
ke {1,2,...,min(m,n)}, fir die eine nicht verschwindende Unterdeterminante der Ordnung k
existiert, d.h., Indexmengen i; < iy < --- < i und j; < jo < -+ < jg, sodafl

Qiygr Qiggo "0 Qig gy,
Qigg1 Qiggo  ~ 0 Qig gy, £ 0
Qg 51 Qig,go iy,

Aufgabe 29. Seien n € N und A, B,C, D € K", wobei A invertierbar ist. Zeige:

A B _
det [C’ D] =det A-det(D — CA™'B).

Hinweis. Betrachte zunéchst nacheinander folgende Félle:

(i) B=C=0,D=1; (ii) B=C =0; (ili) C = 0, D singulér; (iv) C = 0.
Multipliziere jeweils mit geeigneten invertierbaren Blockmatrizen von links und/oder rechts
und benutze die Multikplikativitdt der Determinante.

Aufgabe 30. Zeige fiir a,b,c e R3

(a) {a,bxc)=<{bcxay="_{caxb)=1~Aa,b,c)
(b) a x (bxc)={a,cyb—{a,byc
(c)ax(bxc)+bx(cxa)+ex(axb) =0
(d) {a x b,c x dy ={a,cyl{b,dy—{a,dy{b,c)
Aufgabe 31. Zeige

(Zn: aici) (Zn: bjdj> = <Zn: ald1> (i bjCj) + Z (aib]’ — ajbi)(cl-dj — dei)

1<i<j<sn
(i) als Folgerung von Aufgabe 26; (ii) durch direkte Rechnung
und folgere daraus die Cauchy-Bunjakovskii-Schwarz-Ungleichung in C".
Aufgabe 32. Welche der folgenden Formeln definieren positiv definite innere Produkte?
(a) V = C? {x,y) = 1171 + 2192 — Tath + T2T2
(b) V = C? (,y) = 20171 — 12175 + 1271 + 272
(c) V=C"" (A B)=Tr(B*A), wobei B* = Bt.
Aufgabe 33. Sei (, ) ein inneres Produkt auf einem Vektorraum V und ||z|| = /{z,z) die
entsprechende Norm.
(a) Zeige die Parallelogrammgleichung

() -+ ylI* + llo =y = 2(|=[* + [ly]I*)
(b) Folgere daraus:
(1) v0<g<ma>oqmnzmm:1AH3§ﬂH>1f5=:|u—yH<e

(ndmlich € = 24/26).
(c) Zeige durch explizite Gegenbeispiele, dafl die Normen
lzlly = D lwil e, = max|a;|

auf R™ keine der die Eigenschaften (1) und (f) erfiillen und daher nicht durch ein inneres
Produkt induziert sind.
(d) Skizziere die Ergebnisse graphisch im R2.



