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Aufgabe 28. Sei A eine mˆ n Matrix. Zeige, daß rangpAq identisch ist mit der größten Zahl
k P t1, 2, . . . ,minpm,nqu, für die eine nicht verschwindende Unterdeterminante der Ordnung k
existiert, d.h., Indexmengen i1 ă i2 ă ¨ ¨ ¨ ă ik und j1 ă j2 ă ¨ ¨ ¨ ă jk, sodaß∣∣∣∣∣∣∣∣

ai1,j1 ai1,j2 ¨ ¨ ¨ ai1,jk
ai2,j1 ai2,j2 ¨ ¨ ¨ ai2,jk
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
aik,j1 aik,j2 ¨ ¨ ¨ aik,jk

∣∣∣∣∣∣∣∣ ‰ 0.

Aufgabe 29. Seien n P N und A,B,C,D P Knˆn, wobei A invertierbar ist. Zeige:

det

„

A B
C D



“ detA ¨ detpD ´ CA´1Bq.

Hinweis. Betrachte zunächst nacheinander folgende Fälle:

(i) B “ C “ 0, D “ I; (ii) B “ C “ 0; (iii) C “ 0, D singulär; (iv) C “ 0.

Multipliziere jeweils mit geeigneten invertierbaren Blockmatrizen von links und/oder rechts
und benutze die Multikplikativität der Determinante.

Aufgabe 30. Zeige für a, b, c P R3

(a) xa, bˆ cy “ xb, cˆ ay “ xc, aˆ by “ ∆pa, b, cq
(b) aˆ pbˆ cq “ xa, cy b´ xa, by c
(c) aˆ pbˆ cq ` bˆ pcˆ aq ` cˆ paˆ bq “ 0
(d) xaˆ b, cˆ dy “ xa, cy xb, dy ´ xa, dy xb, cy

Aufgabe 31. Zeige
˜

n
ÿ

i“1

aici

¸˜

n
ÿ

j“1

bjdj

¸

“

˜

n
ÿ

i“1

aidi

¸˜

n
ÿ

j“1

bjcj

¸

`
ÿ

1ďiăjďn

paibj ´ ajbiqpcidj ´ cjdiq

(i) als Folgerung von Aufgabe 26; (ii) durch direkte Rechnung
und folgere daraus die Cauchy-Bunjakovskii-Schwarz-Ungleichung in Cn.

Aufgabe 32. Welche der folgenden Formeln definieren positiv definite innere Produkte?

(a) V “ C2, xx, yy “ x1y1 ` x1y2 ´ x2y1 ` x2y2
(b) V “ C2, xx, yy “ 2x1y1 ´ ix1y2 ` ix2y1 ` x2y2
(c) V “ Cnˆn, xA,By “ TrpB˚Aq, wobei B˚ “ Bt.

Aufgabe 33. Sei x , y ein inneres Produkt auf einem Vektorraum V und ‖x‖ “
a

xx, xy die
entsprechende Norm.

(a) Zeige die Parallelogrammgleichung

(:) ‖x` y‖2 ` ‖x´ y‖2 “ 2p‖x‖2 ` ‖y‖2q
(b) Folgere daraus:

(;) @0 ă ε ă 1Dδ ą 0 : ‖x‖ “ ‖y‖ “ 1^
∥∥∥x` y

2

∥∥∥ ą 1´ δ ùñ ‖x´ y‖ ă ε

(nämlich ε “ 2
?

2δ).
(c) Zeige durch explizite Gegenbeispiele, daß die Normen

‖x‖1 “
ÿ

|xi| ‖x‖
8
“ max |xi|

auf Rn keine der die Eigenschaften (:) und (;) erfüllen und daher nicht durch ein inneres
Produkt induziert sind.

(d) Skizziere die Ergebnisse graphisch im R2.


