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Aufgabe 53. Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt, V “ U 9̀ W eine Zerlegung als direkte
Summe mit der entsprechenden Projektion PU : V Ñ U . Zeige, daß U K W genau dann, wenn
für alle v P V gilt ‖Pv‖ ď ‖v‖.

Aufgabe 54. Sei w : ra, bs Ñ R eine stetige Funktion mit wptq ą 0 für alle bis auf endlich viele
t .

(a) Zeige, daß durch xf, gy “
şb

a
fptqgptqwptq dt ein positiv definites Skalarprodukt auf Rrxs

definiert wird.
(b) Sei ppnpxqqně0 ein Orthogonalsystem von Polynomen in Rrxs mit deg pn “ n und führendem

Koeffizienten 1, d.h., pnpxq “ xn ` an,n´1x
n´1 ` an,n´2x

n´2 ` ¨ ¨ ¨ ` an,0. Zeige, daß es
Koeffizienten αn P R, βn P R` gibt, sodaß

xpnpxq “ pn`1pxq ` αnpnpxq ` βnpn´1pxq

Aufgabe 55. Sei V ein euklidischer Vektorraum und w P V ein Einheitsvektor. Wir definieren

Sw : V Ñ V

v ÞÑ v ´ 2xv, wyw

(a) Zeige, daß Sw eine lineare isometrische Abbildung ist.
(b) Zeige, daß Sw ˝ Sw “ idV und Sw orthogonal ist.
(c) Zeige, daß @v P Ltwu gilt Swpvq “ ´v und @v P wK hingegen Swpvq “ v. Wie kann man Sw

geometrisch interpretieren?

Aufgabe 56. (a) Zeige, daß jede orthogonale Matrix U “ r a b
c d s P Op2,Rq eine der Gestalten

U “

„

cos θ ´ sin θ
sin θ cos θ



oder U “

„

cos θ sin θ
sin θ ´ cos θ



hat. Wie sind die Abbildungen geometrisch zu interpretieren?
(b) Zeige, daß jede Matrix U P SU2pCq (d.h., U˚U “ I und detU “ 1) die Gestalt

U “

„

z ´w̄
w z̄



mit |z|2 ` |w|2 “ 1 besitzt.

Aufgabe 57. Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Sei f : V Ñ V eine Abbildung und
W Ď V invariant unter f (d.h., fpW q Ď W ). Zeige, daß WK unter f˚ invariant ist.

Aufgabe 58. (a) Bestimme die duale Basis von V ˚ zur Basis
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von V “ R4.
(b) Bestimme die Matrix der eindeutigen (warum?) Projektionsabbildung ϕ : R4 Ñ R4 mit

imϕ “ Ltp1, 1,´1, 2qt, p1,´1, 2, 1qtu und kerϕ “ Ltp2, 0,´2,´1qt, p0, 1,´1, 1qtu.

Aufgabe 59. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum über einem Körper K, und V ˚ der
Dualraum. Zeige:
E Ď V ist ein Erzeugendensystem genau dann, wenn gilt:

@w˚ P V ˚ :
“

p@v P E : xw˚, vy “ 0q ùñ w˚ “ 0
‰


