B.24 DISKRETE MATHEMATIK

und ebenso eine KNF' als Menge von Klauseln. Damit kann man von Ele-
menten einer Klausel und Elementen einer KNF sprechen. Die leere Klausel
entspricht wegen (6.15) einer Kontradiktion; eine leere KNF entspricht hin-
gegen einer Tautologie. Im folgenden werden wir nur reduzierte Klauseln
betrachten, also solche, in denen jede Variable héchstens einmal vorkommt.

(7.1) Definition. Seien K; und K> Klauseln und ¢ ein Literal, sodaf
¢ € K und —¢ € K5. Dann heif3t

R(Ky, Ka) = (K1 \ {{}) U (K2 \ {~¢})
Resolvente von K; und Ko.

(7.2) Beispiel. Seien

Ky =AvBvVvV-C~{A B, -C}
Ky,=CV-D~{C,-D}

dann ist -C € K, C € K5 und damit ist
{A,B}u{-D}={A,B,-D}~AVvV BV -D

eine Resolvente.

(7.3) Bemerkung. Es kann natiirlich sein, dafl es mehrere Resolventen
gibt, wenn mehrere Literale die Bedingung erfiillen.

Das folgende Lemma ist die Grundlage des Resolutionskalkiils:

(7.4) Lemma. Wenn eine Belegung 5 zwei Klauseln Ky und K, erfiillt,
dann erfiillt sie auch jede Resolvente. Kurz:

(B KiNKy) = (B F R(Ki, K»))

BEWEIS. Es sei £ € K1 und -/ € K5 und S ein Modell fiir K71 A Ky. Wir
konnen also schreiben

Klzf(l\/f KQZKQ\/_'E

wobel f(l = Kl \ {f}, f(g = K2 \ {_|€} Dann ist R(Kl, KQ) = f(l V KQ und
wir unterscheiden zwei Falle:
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Fall 1: 8 |= ¢, dann 3 £ —¢ und wegen (3 = K,V —L gilt f = K, und
daher auch g = K; Vv K.

Fall 2: 8 = =¢, dann 8 j= £ und wegen S |= K,V gilt 8 = K, und daher
auch g &= K; V K.

Da fii}' jede Belegung [ einer der beiden Félle zutrifft, gilt in jedem Fall

Bl KV Ky = R(Ky, Ks). 0

(7.5) Folgerung. Seien K und K, Klauseln und R eine Resolvente, dann

ist Ky N Ky <— Ki; N Ky AN R.

Es andert sich also semantisch nichts, wenn man zu einer KNF nach und
nach Resolventen hinzufiigt. Man kann zeigen, dafl die Erfiillbarkeit einer
Formel mit dem folgenden Algorithmus entschieden werden kann.

(7.6) Algorithmus. Es sei eine Formel P in KNF gegeben. Fiige solange
Resolventen hinzu, bis einer der folgenden Fiélle eintritt:

(1) Die leere Klausel entsteht = P ist unerfiillbar wegen (6.15).

(2) Es konnen keine neuen Resolventen gefunden werden = P ist
erfiillbar.

(7.7) Beispiel. Wir untersuchen, ob die Formel
P=(AVBVC)A(~AVBVC)A(BV-C)A(-B)

erfillbar ist:

K, Koy Ky K| Ky | K¢ | K;
A C | B
102 (305406
AVBVC -AVBvVC Bv-C -B|BvC| B | L

nach drei Schritten entsteht die leere Klausel und daher ist die Formel
unerfiillbar.

(7.8) Beispiel. Wir untersuchen, ob die Formel

P=(AVB)A(=AV=C)A(AVC)A(=BV =C) A (BVC)



