ALTE
RECHTSCHREIBUNG

Angzahl der
Aufgabenblatter: 13

Lineare Algebra I, WS12/13 8. Janner 2013
1. Aufgabenblatt, Termin: 3.10.2012

1. Es seien a,b, ¢ reelle Zahlen, so daR die Menge {(z,y) € R x R|z +y = 1 und az + by = c} leer ist.
Was bedeutet das fiir die Zahlen a, b, c?

2. Vom Parallelogramm ABCD ist bekannt, dak A = (1,1), B = (2,6), D = (5, 3). Bestimmen Sie C.
3. Ist das Viereck ABCD, A= (3,2), B =(5,6),C =(15,8),D = (18, 7), ein Trapez?

4. Es sei A =(—1,0), B=(1,0) und C = (zo,y0) € R? mit yo > 0. Zeigen Sie, daR die Schwerlinien des
Dreiecks ABC einen Punkt gemeinsam haben.
5. Essei g:={(1,2) +t(3,4)|t € R} CR? und E := {(z,y,2) e R®|z —y — 2 = 6} C R,
a) Finden Sie reelle Zahlen a,b,c , so dak g = {(z,y) € R? |az + by = c}.
b) Bestimmen Sie Punkte Py, P3, P; des R?, so daR E = {P; + sP, +tP; | s,t € R}
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2. Aufgabenblatt, Termin: 10.10.2012

. Bestimmen Sie ENg fiir g = {(—2,0,1)+¢(1,3,1) |t € R} und E = {(z,y,2) € R®| —3z+2y+2z =5}

Es sei B = {(z,y,2) € R*|z — 2y + 5z = 10} und G = {(2,1,2) + ¢(0,5,2) + 5(1,1,0) | s,t € R}.
Berechnen Sie ENG.

. Losen Sie das lineare Gleichungssystem

221 — Ty — T3 —8T4+ 225 = —8
—3z1 + 225 + 323+ 1024 = 4
T1 — T — 2:123 — 4:134 = -2

mit Gaufischer Elimination.

. Berechnen Sie fiir alle Werte des Parameters a € R die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems

—ar+y+z = 1
3z+3y+2(1—2a)z = 9
z+y—az = 1

Berechnen Sie die Losungsmenge des nichtlinearen Gleichungssystems

(’Ll,]_ — U3)U2 + 2ujus = 10
10u7! +up —2us =

2U1Us — UoUz + UrUz = 4.

Es sei n € N, n > 3. Fiir welche a,b € R besitzt das Gleichungssystem

T1 — T = -1
—z;1+2z¢;,—z;41 = 0, 1=2,..,n—1,

—Zp-1tar, =

in R™ keine bzw. genau eine bzw. unendlich viele Losungen?
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3. Aufgabenblatt, Termin: 17.10.2012

Fiir welche A € R gilt £({ <é> , <;\> 1) = R%?

Welche der folgenden Teilmengen des R™ (n > 2) sind Umterrdume, welche (nur) affine Unterrdume?

T1
. To ) .
(Um Platz zu sparen, wird der Spaltenvektor | wn der Form (z1, %o, ... ,a:n)T geschrieben.)

Tn

a) {(z1,22,...,2Zn)" € R"|:z:1 +zo =0}

b) {($17$27"'7$n)—r S Rn|$1 +z, = 1}

) {(z1,22,...,2n)" €R™| 222 =0}

d) {($17$27"~7mn)—r S Rn|$% +ZIJ§ = 0}

e) {(z1,2,...,2n)" €ER™|2? + 22 =1}
Veranschaulichen Sie diese Mengen fiir n = 2 graphisch.
Es seien X,Y Mengen und f: X — Y eine Abbildung von X nach Y. Zeigen Sie, daf fiir alle U,V C Y
gilt:

a) f~1(U) C f~Y(V), wenn zusétzlich U C V gilt.

b) FHUUY) = F ) U FIV)

&) I UNV) = £ U) N FLV)
Es seien X,Y Mengen und f: X — Y eine Abbildung von X nach Y. Zeigen Sie, daf fiir alle A, B C X
gilt:

a) f(A) C f(B), wenn zusatzlich A C B gilt.

b) (AU B) = f(A) U f(B)

¢) f(AN B) C f(4) N £(B).
Geben Sie ein Beipiel dafiir, daf f(A N B) eine echte Teilmenge von f(A) N f(B) sein kann.

Es seien X,Y,Z Mengen, f: X — Y eine Abbildung von X nach ¥ und g: ¥ — Z eine Abbildung
von Y nach Z. Zeigen Sie, daf fiir alle Teilmengen A von X und K von Z gilt: (g o f)(A) = g(f(A4)),

(g0 f)H(K) = FH g H(K)).
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4. Aufgabenblatt, Termin: 24.10.2012

Es sei X eine Menge und P(X) := {A| A C X} ihre Potenzmenge. Die charakteristische Funktion

. . . . l, wennz €A ) )
xa: X — {0,1} einer Teilmenge A von X ist definiert durch xa(z) := Zeigen Sie,
0, wennz & A.

dak x: P(X) — {0,1}* := {f | f: X — {0,1}}, x(4) := x4, bijektiv ist.
Fiir die Abbildungen f: X — Y und g: Y — X gelte f o ¢ = idy. Zeigen Sie, daft g dann injektiv und

f dann surjektiv ist.

Es sei f: X — Y. Zeigen Sie:
a) f(f"Y(B)) C Bfiiralle BCY, AC f~1(f(4)) fiir alle A C X.
b) f ist injektiv genau dann, wenn A = f 1(f(4)) fiir alle A C X.
c) f ist surjektiv genau dann, wenn f(f !(B)) = B fiir alle BC Y.

Zeigen Sie: G := R\ {0} xR ist mit &: Gx G — G, (a,b)® (¢, d) := (ac,ad+be), eine abelsche Gruppe.

Fira,b € Rseia,p: R — R definiert durch a,p(t) := at+b. Zeigen Sie: H := {o 5 | (a,b) € R\{0} xR}
ist mit der Komposition von Funktionen o eine nichtabelsche Gruppe.

Zeigen Sie: Ist (G, ) eine Gruppe, ist H eine Menge und ist 7: G — H bijektiv, so ist H beziiglich
@:HxH— H u@uv:=71(r !(u) 7 1(v)) ebenfalls eine Gruppe.
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5. Aufgabenblatt, Termin: 31.10.2012

Zeigen Sie: Eine Gruppe G ist abelsch genau dann, wenn die Abbildung f : G — G, f(z) = £~ (inverses
Element zu z), ein Homomorphismus ist.

Seien (G,-), (H,*) Gruppen und ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Zeigen Sie: ¢ ist ein
Gruppenisomorphismus genau dann, wenn H = ¢(G) und Ker¢ := {z € G| ¢(z) = ex} = {ec}.

Beweisen Sie: (Z/4Z,+) ~ ((Z/5Z) \ {0}, -).

a) Gilt ((z/5Z)\ {0}, -) ~ D (Gruppe der Drehungen um Vielfache von 7/2)? Falls ja, geben Sie einen
Gruppenisomorphismus an.
b) Gilt ((Z/5Z) \ {0}, -) ~ R (Gruppe der Deckbewegungen des Rechtecks)? Falls ja, geben Sie einen
Gruppenisomorphismus an.

Seien (G, "), (H,*) Gruppen und ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Zeigen Sie, daf Ker ¢ eine
Untergruppe von G und ¢(G) eine Untergruppe von H ist.
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6. Aufgabenblatt, Termin: 7.11.2012

Es sei K ein Korper und X eine Menge. Fiir f,g € KX (KX ist die Menge aller auf X definierten
Abbildungen mit Werten in K) seien Summe f + g und Produkt f- g punktweise erklért: (f + g)(z) :=
f(z) + g(z) und (f - g)(z) := f(z) - g(z) fiir alle z € X. Zeigen Sie: (K*,+,) ist ein kommutativer
Ring.

Es sei K = Z/2Z der Kérper mit 2 Elementen. Abkiirzend sei 0 := [0] und 1 := [1]. Ferner sei X eine
Menge. Dann ist (vgl. Aufgabe 17) o: KX — P(X), o(f) := f~1({1}), bijektiv. Analog zu Aufgabe 22
ergibt sich in Verbindung mit Aufgabe 28, dak (P(X), ®,®), wobei A® B := o(0 (A)+ o }(B)) und
A® B :=0(c (A) o !(B)), ebenfalls ein kommutativer Ring ist. Beschreiben Sie fiir 4, B C X die
Mengen A ® B und A ® B explizit durch Vereinigungs-, Differenz- und Durchschnittsbildung.

Es sei K := {0, 1, a,b} eine Menge mit vier Elementen. Ferner seien auf K zwei innere Verkniipfungen
+ und - geméaf folgender Tabellen gegeben:

+]10 1 a b 0 1 a b
0|0 1 a b 0|0 0 0 O
111 0 b a 110 1 a b
ala b 0 1 a|l0 a b 1
b|b a 1 0 b|0 b a

1
Dann ist (K, +,-) ein Korper. Bestimmen Sie alle Lésungen (z,¥, z) € K des folgenden Gleichungssy-
stems:

ar +by+z = b
bz +ay+2z = a
ay+z = b
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7. Aufgabenblatt, Termin: 14.11.2012

Gesucht sind alle reellen Losungen des nichtlinearen Gleichungssystems

T1T2T3Ts — 1
a:ga;ﬁa:g, = 100
T1T3Ty = 10.

Hinweis: Berechnen Sie dazu zuerst alle Losungen, wenn alle z; > 0 sind. (Dieser Fall fithrt nach
Einfiihrung geeigneter neuer Variablen auf ein lineares Gleichungssystem.) Finden Sie danach sdmt-
liche moglichen Vorzeichenverteilungen sgn(z;) = (—1)%, o; € {0,1}, ¢ = 1,...,5, durch Berechnung
der allgemeinen Losung eines geeigneten homogenen linearen Gleichungssystems iiber Z/27Z in den
Unbekannten s; := [0;], 2 = 1,...,5.

Beweisen Sie: Das Produkt zweier Zahlen 21,22 € C\ {0} ist reell genau dann wenn es ein r € R gibt,
soda® z; = rzs.

Berechnen Sie die Losungsmenge des komplexen linearen Gleichungssystems

(1—12)21—22+23 = 2(1+1)
21 +123 = 31
—21 + (1 + i)Zg — 23 = —1.
Bestimmen Sie
max |1+2%, min |1+ 27
2€C,[z[<1 z€C,[z[<1

Skizzieren Sie folgende Teilmengen von C in der komplexen Zahlenebene:
a) {z € C||z — 2| = Re(2)},
b) {z € C||z —i| + |z + 1] > 4}.
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8. Aufgabenblatt, Termin: 21.11.2012

36. Geben Sie ein Beispiel eines Vektorraumes (iiber Z/27), der die Vereinigung dreier echter Unterrdume
ist.

37. Es sei R := RF der Vektorraum aller Abbildungen von R in sich iiber R. Untersuchen Sie die folgenden
Teilmengen auf die Eigenschaft ,,Unterraum von R“.

2) {f € R|F(0)+ F(1) = £(2)},

b) {f € R||f(z)| <1 fiir alle z € R},

c) {f € R|f(z) =0 fiir alle z € [0, 1]},

d) {f € R|es ex. ein M > 0,s0 daR f(z) > O fiir alle z > M}.

38. Es sei U = {($1,$2,$3,$4)T € R* | z; — 2z3 = 0}. Dann ist U ein Unterraum des R*. Bestimmen Sie
eine endliche Menge M, so daf U = L(M).

39. Untersuchen sie die folgenden Tupel von Vektoren des K* auf ihre lineare Unabhingigkeit:

1 1 1
1 0 -1
it K =R
Dl lolr| 1]t of | ™ !
0 —1 0
3 1 1 1
0 1 0 —1
it K =R
b) 1 b 0 ? 1 H mlt b
-1 0 -1 0
1 2 0
1 2
c) , 0 , mit K = Z/pZ, p > 3 prim.
0 1 2
0 0 0

40. Es sei (wieder) R = R®. Fiir a € R sei f, € R definiert durch f,(z) := |z — a|+(z —a). Zeigen Sie, daR
fiir alle n € N und alle a; mit a3 < as < ... < ay, da® n-Tupel (fa;, fass - - s fa,,) linear unabhingig
ist.
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9. Aufgabenblatt, Termin: 5.12.2012

Sei V' ein Vektorraum tiber K und n € N. Zeigen Sie: Ist (b1, b2, ..., b, ) eine Basis von V, dann ist auch
(c1,¢2, .y Cp) mit ¢; = Z}c;ll Aikbe +b;,2=1,...,n, A € K, eine Basis von V.

Gegeben sind die Vektoren

2 4 —2 3 0
0 -1 2 0 -1
a=|-1|,b=|-2]|,c= 1|,d=|—-4]|,e= 0
3 1 7 1 -5
1 3 -1 —2

des RS {iber R. Bestimmen Sie eine Basis von £({a,b})NL({c,d,e}) und eine von L({a,b,c})NL({d,e}).

Sei A e K»*", f:K® - K", f(z):= Az, und by, ..., by, € K™

a) Sei (b1, ..., b ) linear unabhingig. Zeigen Sie:

f|£({b1 bmd) ist injektiv genau dann, wenn (f(by1), ..., f(bn)) linear unabhéngig ist.

b) Sei {b1,...,bm} ein Erzeugendensystem des K". Zeigen Sie:
f ist surjektiv genau dann, wenn {f(b1), ..., f(bm)} ein Erzeugendensystem des K™ ist.

Bestimmen Sie je eine Basis fiir den Spaltenraum, den Zeilenraum und den Kern der Matrix

-7 14 4 12 9
2 -4 -2 6

-1 2 -1 3 =5

-3 6 0 0 11

€ RS,

o O O o

Essei A € K™*", f : K® — K™, f(z) := Az, und U,V Teilmengen von K". Beweisen Sie: f(U) = f(V)
genau dann, wenn U + ker(A) =V + ker(A).
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10. Aufgabenblatt, Termin: 12.12.2012

Es sei K ein Korper, A € K®*™ und b € K". Es sei (A b) die erweiterte Koeffizientenmatrix des
linearen Gleichungssystems Az = b und (Z c¢) eine zugehdrige Zeilenstufenform. Dann ist (leicht) zu

sehen, daft alle Komponenten von ¢ Linearkombinationen der Komponenten von b sind.
Zeigen Sie: Es existiert ein I € N und ein B € K*™, so da ker(B) = rg(4).

(Fortsetzung des vorigen Beispiels) Es sei K = Z/2Z und es sei A := € K™*. Dann

R P O =, O O

= O O O = =
O R OO RFr F~= O
OO R, Rk Rk OO

0 1
ist der Spaltenraum C von A ein linearer Code. Finden Sie ein [ und eine Matrix B wie im obigen
Beispiel. (B heiflt dann Kontrollmatriz fiir C.)

Es seien V und W beliebige Vektorrdume tiber Q und es sei f: V — W ein Gruppenhomomorphismus
bezliglich der Addition in V' und W. Zeigen Sie, daff f dann sogar Q-linear ist.

Es sei K wie in Beispiel 30. Dann ist K = K! ein Vektorraum iiber K und insbesondere eine abelsche
Gruppe beziiglich der Addition in K. Untersuchen Sie, ob es Gruppenhomomorphismen f: K — K
gibt, die nicht K-linear sind.

Es sei K der im Skriptum im Beispiel 2.4.9 konstruierte Korper. Dann ist wie im vorigen Beispiel
K = K ein Vektorraum iiber K und insbesondere eine abelsche Gruppe beziiglich der Addition in K.
Untersuchen Sie, ob es Gruppenhomomorphismen f: K — K gibt, die nicht K-linear sind.

Es sei V := C([0, 1]; R). Dann ist fiir alle 0 < 7 < 1 die Abbildung 7,: V — R, 7.(f) := f(7), linear.
Ebenso ist I: V — R, I(f) := fol f(t)dt, linear. Zeigen Sie I ¢ P := L({n, |7 € [0,1]}).
(Sie bendtigen nur elementare Eigenschaften des bestimmten Integrals stetiger Funktionen.)
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11. Aufgabenblatt, Termin: 19.12.2012

Es sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und f € Hom(V, V). Zeigen Sie die Aquivalenz folgender
Aussagen:

(D) V =7(V)+ker(f)
(ii) f(V)Nker(f) = {0}
(iii) ker(f o f) = ker(f).

Es seien U, V, W endlichdimensionale Vektorrdaume, f € Hom(U, V), g € Hom(V, W). Beweisen Sie
dim((g o f)(U)) < min{dim(f(U)),dim(g(V))}.

Es seien a1, as, a3, a4 die Spaltenvektoren der Matrix A € (Z/2Z)"** aus Ubung 47. Zeigen Sie, da® das
Quadrupel (a1, a2, as,as) linear unabhéngig ist und bestimmen Sie as, ag, a7 so, dak (aq,...,a7) eine
Basis des Vektorraums (7/27)" ist.

Bestimmen Sie den Rang der Matrix

a 1 b a—2>
3+5b 2 a+b 3—a
—b -1 -3 3—b

in Abhéangigkeit von den Parametern a,b € R.

Es sei

(a) Finden Sie einen Teilraum W C R* so, daR die Summe R* = U + W direkt ist und zerlegen Sie den
Vektor £ = (1,0,1,0) inz=u+wmitu e U, w € W.

(b) Finden Sie eine Abbildung ¢ € Hom(RR*, R*) mit der Eigenschaft ¢ o ¢ = ¢ so, daR rg(¢) = U und
ker(p) = W ist.
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12. Aufgabenblatt, Termin: 9.1.2013

-3 4 -2 4 -1

: . . 3 -2 0 .

Gegeben sind die Matrizen A; = 4 1],A=1]-4 3 1] und Az = < 1 0 2), wobei
1 -3 1 -1 0

alle Matrizen als reelle Matrizen aufzufassen sind.

a) Berechnen Sie alle Produkte A; - A4;, 1 <%, < 3, die mdglich sind.

b) Zeigen Sie, daR A, invertierbar ist, und berechnen Sie A5 L
Es sei W := {(as)ien | @z € R fiir alle 4 € N} und
V :={a = (a;)scy € W | es gibt ein i, € N mit a; = 0 fiir alle ¢ > 1,}.
Dann ist V' ein Unterraum von W. Fir a = (a;)iey € V (mit a; — 0 fiir alle 7+ > 7, mit einem
geeigneten i, € N) und o = (a;)ien € W sel p(a,a) := 3% oza,. Zeigen Sie, daR die Zuordnung
o — (a — ¢(a,a)) einen Isomorphismus zwischen W und Hom(V, R) bildet.

Weisen Sie nach, da® 10 , 01 , O - , 10 eine Basis des Vektorraums C2*2 ist
0 1 1 0 2 0 0 -1

(Pauli-Matrizen).
Es sei K ein Korper, es sein € Nund A € K™*". Fiir m € Ny sei A™ wie in der Vorlesung definiert
(A°=E,, A™Tl = A. A™). Zeigen Sie:

a) A™Tl = A™ . A fiir alle m € Np.

b) A™tE = A™ . AF fiir alle m, k € Np.

2

(0

Berechnen Sie fiir alle m € Ny die Potenzen A™ der Matrix A := /3 1 > Zeigen Sie, daft A
invertierbar ist, und bestimmen Sie A~1.

Bestimmen Sie eine Menge M, eine innere Verkniipfung * in dieser Menge und Elemente e,a € M, so
daR exb=>bxe =bfiir alle b € M und so dak a * (a *a) (,a*) von (a *a) *a (,a? * a*) verschieden ist.



63.

64.

65.

66.

67.

Lineare Algebra I, WS12/13
13. Aufgabenblatt, Termin: 16.1.2013

Weisen Sie nach, daf S = 10 , 01 , 00 , 00 eine Basis des Vektorraums C?*? ist
00 00 10 01

und berechnen Sie T, TS, wobei P die Basis des C2*2 aus Ubung 59 ist.

Es sei K ein Korper, es sei n € Ny und es sei T = {to,%1,...,t,} eine (n + 1)-elementige Teilmenge
von K. Zeigen Sie (z. B. durch Induktion und unter Verwendung der Formel a™ —b™ = (a —b)(a™ ! +
a™ 24 ...+ ab™ 2+ ™ 1), daf fiir alle K O S D T und die Abbildungen S 3 ¢ — m(t) :=# € K
gilt: (mo, 71, ..., T,) ist linear unabhingig im Vektorraum K.

(Bezeichnungen wie in der vorigen Aufgabe) Es sei K = S = R und P,, := L({mo, 71,...,Tn}). Ferner
sei v; € R¥ definiert durch v;(t) := ]_[};%) (t — 7), wobei also vy = mp = 1.
a) Zeigen Sie: B, := (mg, T1,...,T,) und Cp := (vo, V1, ..., V) sind Basen von P,.

b) Bestimmen Sie die Matrizen TC% und Tg;.
(Bezeichnungen wie in der vorigen Aufgabe) Es sei K ein Korper mit unendlich vielen Elementen,

n € Ny, und tg, t1, ..., t, paarweise verschiedene Elemente aus K. Zeigen Sie: Zu jedem (Yo, ¥1, ..., Un) ' €
K™*! existiert genau ein p € Py, soda® p(t;) = ¥;,4=10,1,...,n.

Wegen Punkt a) aus Ubung 65 gibt es genau eine lineare Abbildung 8, : P, — Py, mit 8,(m) = 0 und
Bn(m;) = im;_y fiir 1 <4 < n. Bestimmen Sie Mp"(8,) und MS2(8s).



