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Aufgabe 51. Sei V' ein endlich erzeugter Vektorraum und M C V ein beliebiges Er-
zeugendensystem. Zeige, dafl man aus M eine endliches Erzeugendensystem auswéhlen
kann.

Aufgabe 52. Sei K = Zs3, V = Ks[z] = {ag + a17 + asx? + azz® | a; € Z3} und
U={feV]f0)=0nf(1)=0}

Zeige, dafl U einen Unteraum bildet, und bestimme eine Basis von U sowie Basen von
zwei verschiedenen Unterrdumen W, und Ws, sodaB V = U+W; und V = U+W,.

Aufgabe 53. Seien V' ein Vektorraum der Dimension n und U, W C V zwei Unterrdume
der Dimension k.

(a) Uberlege anhand des Dimensionssatzes, welche Dimensionen die Unterrdume U + W
und U N W annehmen koénnen.
(b) Stelle fest, welche aus diesen Moglichkeiten tatséchlich auftreten:
(a) n=17, k=4.
(b) n=6, k= 3.
Aufgabe 54. Sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K mit |K| > 3. Zeige: Eine
nichtleere Teilmenge M C V ist genau dann eine lineare Mannigfaltigkeit, wenn gilt

A Ara+(0-NbeM
a,be M €K

Aufgabe 55. Sei V =Rz und U = {f € V| f(0) = 0}.
(a) Zeige, dal U einen Unterraum von V' bildet.
(b) Bestimme fiir f € V' die lineare Mannigfaltigkeit f + U.
(c) Bestimme eine Basis des Faktorraums V).
Aufgabe 56. Welche der folgenden Abbildungen V' — W sind linear?
a) K=12Z3, V= (Z3)*, W= (Z3)°, [ : (21,22) = (21 +22,0,29 — 23).

JK=R, V=R2 W =R, [:(21,29) — /22 + 3.
() K=R,V=W=C, f:2—2
(d) K=C,V=W=C, f:z2+Z
() K=R, V=W=RE Tf(t)=f(2t—1)



