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Losungen zum Ubungsblatt 03 zu Lineare Algebra 1 (NAWI) — WS 2020/21

Aufgabe 11
Seien A, B, C' Mengen. Zeigen Sie:

A\(B\C) = (A\B)U (AN C).

Lésung:
Wir wihlen eine Menge X mit A C X, B C X und C C X (zum Beispiel X = AUBUC) und
setzen C“ = X \ C. Dann folgen

B\C=BnCe, A\C°=ANC.
Mit Verwendung von de Morgan folgt
A\(B\C) = A\(BNC") = (A\B)U (A\C°) = (A\B)U (AN Q).

Aufgabe 12
Seien a und b ganze Zahlen. Man sagt a teilt b, falls es eine ganze Zahl ¢ gibt, so dass ag = b
und schreibt dafiir a|b.

a) Also definiert a|b eine Relation auf N und auf Z. Auf welcher dieser beiden Mengen ist
dies eine Ordnungsrelation bzw. eine Totalordnung?
b) Zeigen Sie, dass die Relation
aRb <= 5|(a — b)

auf N eine Aquivalenzrelation ist und bestimmen Sie die Aquivalenzklassen.

Losung:
a) Wegen 1-(—1) = —1gilt 1 | —1 und wegen (—1)-(—1) =1 gilt —1| 1. Also

1/|-1 und —1]1 und 1# -1

Dabher ist | auf Z nicht antisymmetrisch und damit keine Ordnungsrelation (also erst recht keine
Totalordnung).

Wir zeigen nun, dass | auf N eine Ordnungsrelation ist. Dazu miissen wir fiir alle a, b, ¢ € N
folgende Aussagen zeigen:

1. a]a.

2. (a|bund b|a)=a=0.

3. (albundb|c)=alec
Dazu wéhlen wir a, b, ¢ € N beliebig. 1 folgt aus a -1 = a. Zum Beweis von 2 nehmen wir a | b
und b | @ an und miissen a = b zeigen. Wegen a | b kénnen wir ein ¢; € Z mit ag; = b wihlen.

Analog finden wir g, € Z mit bgy, = a. Wegen a, b € N (also a, b > 0) gelten auch ¢, ¢, € N.
Aus

b=aq = (bg2)q1 = bgpq; und b#0
folgt 1 = q1q5. Wegen gy, g3 € N erhalten wir ¢; = ¢; = 1 und damit a = bgy = b.

Zum Beweis von 3 nehmen wir a | b und b | ¢ an und miissen a | ¢ zeigen. Die Definition der
Relation | liefert ganze Zahlen ¢, ¢o mit ag; = b und bgy = ¢. Aus

a(q192) = (aq1)ge = bga = ¢
folgt a | c.
Wegen 213 und 312 ist | keine Totalordnung auf N.

b) Wir zeigen, dass R eine Aquivalenzrelation auf N ist. Dazu miissen wir fiir alle a, b, ¢ € N
zeigen:



1. aRa,d.h.5|a—a=0.
2. aRb=bRa,dh.5|a—b=5]|b—a.
3. (aRb und bRc) = aRe,d.h. (5|a—bundb5|b—c)=5]a—c.

Es seien a, b, ¢ € N beliebig. 1 folgt aus 5-0 = 0. Zum Beweis von 2 nehmen wir 5 | a — b an
und zeigen 5 | b — a. Wegen 5 | a — b kénnen wir ein ¢ € Z mit 5¢ = a — b wihlen. Dann folgt
aus

5(—q) =b—a

auch 5 | b — a.
Wir kommen zum Beweis von 3. Dazu nehmen wir wieder 5 | a —b und 5 | b— ¢ an und miissen
5| a — ¢ zeigen. Wir wihlen dazu ¢, ¢; € Z mit 5¢; = a — b und 5gy = b — ¢. Dann folgt aus

51 +q)=a—-b+b—c=a—c

auch 5 | a — c.
Wir bestimmen noch die Menge der Aquivalenzklassen. Wie im Skriptum von Professor Kappel
bezeichnen wir fiir a € N mit K (a) die Aquivalenzklasse von a (beziiglich R). Wir zeigen, dass

{K(1), K(2), K(3), K(4), K(5)}

die Menge der Aquivalenzklassen von R ist, und dass K (1), K(2), K(3), K(4), K(5) paarweise
verschieden sind. Zum Beweis der ersten Aussage miissen wir zeigen, dass es fiir jedes a € N
eini € {1,2,3,4,5} mit K(a) = K(i), d.h. 5| a—1i, gibt. Wir wihlen dazu a € N beliebig. Wir
dividieren nun a mit Rest durch 5. Dann erhalten wir ein ¢ € Ny und ein r € {0,1,2, 3,4} mit
a = 5q + r. Wir unterscheiden nun zwei Fille:
1.Fall: » = 0. Dann gilt a = 5¢, woraus 5(¢ — 1) = a — 5,also 5 | a — 5, folgt. Wir kénnen daher
1 = D setzen.
2.Fall: » # 0. Dann gilt r € {1,2,3,4} und wir setzen i = r. Aus 5¢ = a — r = a — i, folgt
5| a—i.
Wir zeigen noch, dass K (1), K(2), K(3), K(4), K(5) paarweise verschieden sind. Dazu wéhlen
wir 4,5 € {1,2,3,4,5} mit K(i) = K(j) und zeigen i = j. Wegen K (i) = K(j) gilt iRj, d.h.
5|4 — j. Wir kénnen daher ein ¢ € Z mit 5¢ = ¢ — j wéihlen. Wegen i,j € {1,2,3,4,5} folgt
|i — j] <4 und damit

Slgl =i —j| <4,

also |g| < 1. Wegen ¢ € Z impliziert dies ¢ = 0 und damit i — 7 = 0, d.h. i = j.

Aufgabe 13

(a) Berechnen Sie den Winkel, den eine Raumdiagonale und eine Flichendiagonale durch den
selben Eckpunkt eines Wiirfels einschlieflen.

(b) Berechnen Sie den Winkel, den zwei Raumdiagonalen eines Wiirfels einschliefien.

Lisung:
Zunichst eine Vorbemerkung: wir suchen in diesem Beispiel den Winkel zwischen zwei sich

schneidenden Geraden g und h:
(o &
v g

Wie das Bild zeigt, miissen wir uns darauf einigen, welchen der beiden Winkel ¢, ¥ wir als
Winkel zwischen g und h bezeichnen. Offenbar gilt ¢ + 1 = 7m und daher liegt genau einer




zwischen 0 und 7/2 (d.h. ist ein spitzer Winkel). Diesen bezeichnen wir dann als den Winkel
zwischen ¢ und h (im Bild also ¢).
Es sei nun v ein Richtungsvektor von g und w einer von h. Dann gilt

(v, w) (v, w)

cos(¢p) oder  cos(v))

~ lllllll Alllwl”
Wegen ¢ + 1) = 7 gilt cos(¢) = — cos(p) und damit ist

(v, w)

= 4+ .
€0s(9) = Tl

Wegen cos(p) > 0 (wegen 0 < ¢ < 7/2) folgt also

(v, w) [ (v, w)|
cos(p) = = ;
lollllwl] [lollllwl
und damit
_ <|<v,w>!>
= arccos :
o]l l|wl]

a) Wir kénnen annehmen, dass der Wiirfel der Wiirfel mit den Eckpunkten

ist:
H G
P
D C
A B

(a) Gesucht ist der Winkel ¢ zwischen der Geraden durch A und G und der Geraden durch A

und F. Wir erhalten
( (AG, AD)| )
Y = arccos ﬁ .
|AG]| - [|AF|

1 1
AG=1|1|, af=|o
1

1

erhalten wir

2 o
=arccos | ——= | = 0.62 ~ 35.26".
v (ﬁx/i)

(b) Diesmal ist der Winkel ¢ zwischen der Geraden g4o durch A, G und der Geraden gop
durch C, E gesucht. Wir iiberlegen uns zunéchst, dass sich diese Geraden wirklich schneiden.
Diese Geraden haben die Gestalt

1 1 —1
Jagc=1t|1 ’tER , 9og = 1] +s| -1 ‘SGR
1 0 1



Durch genaues Hinschauen sieht man

1 1 -1

1| €94ac¢NYcE-
1 0 1

[\]
N

Fiir den Winkel ¢ erhalten wir nun

| - 1| > (1> o
= arccos | ———= | = arccos | = | =~ 1.23 ~ 70.53".
v <\/§\/§ 3

Aufgabe 14 v

FEin Schiff segelt mit der Geschwindigkeit und Rich- -
tung v;. Der Wind weht scheinbar (nach der Wind-
fahne am Mast zu urteilen) in Richtung eines Vek-
tors a;. Bei Anderung der Richtung und Geschwin-
digkeit des Schiffes von v; auf v, ist der scheinbare
Wind in Richtung eines Vektors ay. Finden Sie die
Vektorgeschwindigkeit des wahren Windes w.

Hinweis: Die Geschwindigkeit des wahren Windes ist die Summe aus der Schiffsgeschwindigkeit
und der Geschwindigkeit des scheinbaren Windes.

Lésung:
Da wir vom scheinbaren Wind nur die Richtung aber nicht die genaue Lénge kennen, erhalten
wir

W = Vq + t1a1 = Vy + t2a2

fiir gewisse 1, t9 € R. Damit kénnen wir das Problem in ein mathematisches Problem umfor-
mulieren: gegeben sind vier Vektoren vy, vy, a;, a5 € R? und man weif}, dass es ty, t, € R mit
vi +tia; = vy +tpay gibt. Ist dann der Vektor w = vy +t1a; = vy + t9a, eindeutig bestimmt,
und wenn ja, wie i3t er sich durch die gegebenen Daten v, vy, a;, a, berechnen.

Wir 16sen zunéchst dieses mathematische Problem. Ist a; = 0, so ist w = vy eindeutig bestimmt
(und schon durch die gegeben Daten dargestellt). Analog gilt w = v, im Fall a, =0 .

Wir koénnen daher annehmen, dass a;, a, beide nicht Null sind. Setzen wir z;, = |la;| fur
k=1,2, so folgen

1 1
vyt (551751)(;131) =V +ta; = vy +tay; =vy+ (952751)(;231)-
Ersetzen wir daher a durch a;/z, so kénnen wir ||a;|| = ||ay|| = 1 annehmen. Wir unterschei-
den nun zwei Félle:
1.Fall: a; und a, sind linear abhingig. Wegen a, # 0 gibt es dann ein v € R mit a; = ua,.
Dann gilt fiir jedes s € R

v+ (t; + s)a; = vy + tia; + sa; = vy + thay + usay = vy + (ty + us)a,.

Also gibt es in diesem Fall keine eindeutige Losung.

2.Fall: a; und a, sind linear unabhéngig. Dann wissen wir, dass (a;, a,) eine Basis des R? ist.
Daher 148t sich jeder Vektor u € R? eindeutig als Linearkombination von a; und a, schreiben.
Aus

t1a; —trag = vy — Vg (1)



folgt, dass t; und t5 eindeutig bestimmt sind. Unsere Aufgabe ist jetzt, t; und t, zu berechnen.
Der erste Ansatz, der einem einfillt, wire es

a1 G211 V11 V21
a1—< )7 az—< y V1= y Vo =

a2 a9 2 V1,2 V2.2
zu setzen und zu versuchen, das Gleichungssystem (in ¢, t5)

ap ity — agily = vy — Uy

a1l — Gg9ly = V1o — Vo

zu l6sen. Das schaut nicht erfreulich aus, also suchen wir eine einfachere Methode.
Dazu wenden wir (—, a;) und (—, a,) auf die Gleichung (1)) an. Wegen (ay, a;,) = [|a||* = 1 fiir
k = 1,2 erhalten wir die beiden Gleichungen

131 — fy{aj,ay) = (vq—vy,a)
ti{a;,ag) — to = (v —Vy,ag)

Addieren wir das —(a;, ay)—fache der ersten Zeile zur zweiten dazu, erhalten wir

t2(<3173—2>2 - 1) = <V1 - V2732> - <V1 - V27al><a1732> =
= (Vi — vy,a9) — (V] — Vg, <alaa2>a1> = (2>
= (v — vy,a9 — (a7,a9)ay).
Aus der Cauchy—Schwarzsche Ungleichung folgt
l{ar,a2)| < [lay||[lag|l =1

und, dass Gleichheit nur dann gilt, wenn a; und a, linear abhéngig sind. Da a;, a, aber linear
unabhéngig sind erhalten wir
[(ar, ap)| <1

und damit auch (a;,a,)”> — 1 # 0, sodass wir in durch diese Zahl dividieren kénnen. Wir

erhalten
(Vi —vg,ay — (aj,as)ay)

2
(a;,a3)" —1

t2:

und damit
(Vi —vg,ay — <a1aaQ>al>a

<a17 a2>2 -1

W = Vo + tody = Vo + 9.
Was bedeutet nun die Loésung des mathematischen Problems fiir den Kapitdn des Schiffes,
wenn er mit dieser Methode den wahren Wind berechnen will? Der Fall a; = 0 (bzw. ay = 0)
bedeutet, dass die Geschwindigkeitsvektoren des Schiffes und des wahren Windes gleich sind.
Dann wird die Windfahne am Mast mehr oder weniger schlaff vom Mast hiéngen, wodurch
es praktisch schwierig wird, eine eindeutige Richtung zu erkennen. Also mufl der Kapitén die
Geschwindigkeiten v und v, so wihlen, dass a; und ay linear unabhiingig sind (dazu muss
er eventuell 6fters probieren). Einfacher wird es jedoch sein, er besorgt sich ein MeBgerét, das
den genauen Geschwindigkeitsvektor des scheinbaren Windes misst.

Aufgabe 15

Wihrend der Manéver vor der Schlacht von Jiitland]
bewegte sich der britische Schlachtkreuzer Lion wie
folgt (in Seemeilen): 1.2 Meilen nérdlich, 6.1 Mei-
len 38 Grad o6stlich von Siid und 4.0 Meilen bei 89
Grad 6stlich von Nord. Berechnen Sie den Abstand
zwischen Start- und Endposition. (Ignorieren Sie die
Erdkriimmung und arbeiten Sie mit einer Dezimal-
stelle).

“https://de.wikipedia.org/wiki/Skagerrakschlacht



https://de.wikipedia.org/wiki/Skagerrakschlacht

Lésung:
Wir legen unser Koordinatensystem so, dass S = (0,0) gilt. Dann erhalten wir

() e (89) () - ()

Damit erhalten wir fiir den gesuchten Abstand r

r=1/7.7"+35%~84



