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Ubungsblatt 07 — 18.11.2020

Aufgabe 31
Stellen Sie fest, ob die folgenden Verkniipfungen kommutativ/assoziativ sind. Welche der folgen-
den Paare (G, *) bilden Gruppen? Bestimmen Sie gegebenenfalls neutrale und inverse Elemente

(a) G =R, z*xy = min{z, y},
(b) G=R,zxy=x+y—1,
(c) G=R\{-1}, z*xy=x+y+ay.

Lésung:
(a) Wegen {z,y} = {y, z} fiir alle z, y € R ist x kommutativ. Fiir den Beweis der Assoziativitéit
von * iiberlegen wir uns zunéchst

min{z,y, 2z} = min {min{z, y}, 2}

fir alle z, y, z € R (wie in der Losung an der Tafel angedeutet, ist dies anschaulich klar).
Es seien also z, y, z € R. Wir setzen m = min {min{x, y}, z}. Dann gilt m = min{z,y} oder
m = z, also m = x oder m = y oder m = z. Wir sehen damit m € {x,y, z}. Weiters gelten

m = min {min{z,y}, 2} < min{z,y} und m = min{min{z,y},z} < z.
Wegen min{z,y} < z und min{z,y} < y folgen
m<z, m<y m<z.

Diese drei Ungleichungen und m € {x,y, z} implizieren nun m = min{z,y, z}.
Nun zum Beweis der Assoziativitdt von #: es seien xz, y, z € R. Dann folgt

(x *y) * z = min{min{z,y}, z} = min{z, y, 2} = min{y, z,2} =
= min{min{y, z}, 2} = min{z, min{y, z}} =

=z * (y*2).

Wir zeigen nun, dass (R, %) kein neutrales Element besitzt. Dazu sei € R beliebig. Wir miissen
zeigen, dass die Aussage
VyeR:zxy=y

falsch ist, d.h. wir miissen ein y € R mit x *y # y finden. Dazu setzen wir y = x + 1. Dann gilt
rxy=min{z,x+ 1} =z#zx+1=y.
(b), (¢) Wir kénnen die Definition von * folgendermafien umschreiben:
(b): zxy=[-1)+H-D]+1, (¢) zxy=[z+1)+1)]-1L (1)

Wir konnen dies noch anders formulieren: im Fall (b) sei (H, o) = (R, +) (eine abelsche Gruppe)
und
0o:G— H, xz—z-—1

Im Fall (c) sei (H,o) = (R\ {0},-) (wieder ein abelsche Gruppe) und
po:G— H, xz—z+1.
Dann ist in beiden Féllen ¢ bijektiv und es gelten

b): ¢ ' H—G, a—a+l, () ¢ “H-—G ar—a-—1L



Weiters zeigt , dass in beiden Féllen

zry=¢ (plx)op(y)) (2)

fiir alle z, y € G gelten (inbesondere sehen wir, dass * in (c) wirklich eine Verkniipfung auf G
ist).

Wir zeigen nun, dass (G, *) eine abelsche Gruppe ist (also insbesondere, dass * kommutativ
und assoziativ ist). Dazu verwenden wir:

Vh,h' € H: o Y (hoh) = (h) x o (1), (3)

denn fiir beliebige h, h' € H gelten
- - @ - - - _
e )T W) BT (pleT ) 0wl T (W) = 0 (e ).

« ist kommutativ: es seien z, y € G beliebig. Dann gilt z = ¢ (h), y = ¢ *(h') mit (eindeutig
bestimmten) h, h' € H. Es folgt

rry=o (W) () € o o k) ™ S o) B G (W) o () =y wa

* ist assoziativ: Es seien x, y, 2 € G. Dann gelten wieder z = go_l(h), Yy = go_l(h/), z= <p_1(h”)
mit h, h’, " € H. Damit erhalten wir:

(zxy)* 2= (so_l(h) x w‘l(h')> x o '(R")

_ gDil(h o (h/ o h//)) zwei r;al Soil(h) « ((pil(hl) N (P—l(h//)> _

zwel ﬁal (p_l ((h ° h/) o h//) oist:ass.

=z x*(y*2).

* besitzt ein neutrales Element: es sei ey das neutrale Element von (H, o), also e = 0 im Fall
(b) und ey =1 im Fall (c¢). Wir setzen

o 4,071(€H) _ 1 im Fall (b)
0 im Fall (¢)

und zeigen, dass e ein neutrales Eleemnt von G ist. Da wir schon wissen, dass (G, *) kommutativ
ist, geniigt es dazu = x e = x fiir alle z € G zu zeigen. Es also = € G. Wir schreiben wieder
2 = ¢ (k) mit h € H. Dann folgt

D ol hoey) =7 (h) = 2.

zre=@  (h)x¢  (en)

¥
* besitzt Inverse: es sei © € G beliebig, z = go_l(h) mit

—1 im Fall (b
h=p(x) = v 1m all (b) € H.
x+1 1im Fall (c)

Es sei b’ € H das Inverse von h in (H, o) also

W —h=—-z+1 im Fall (b)
L=_1 im Fall (c)

Wir setzen y = ¢ (1), also

_J—x+2 im Fall (b)
Y11 Z1 im Fall ()

und zeigen, dass y ein Inverses von x in
T * Yy = e zu beweisen:

1
G, %) ist. Da (G, ) kommutativ ist, geniigt es dazu

zry=¢ ((W)xp (W) E ¢ (hoh') = ¢ (en) = e.



Aufgabe 32
(a) Sei (G, *) eine Gruppe mit a * a = e fiir alle a € G, wobei e das neutrale Element von G
bezeichnet. Zeigen Sie, dass G abelsch ist.

(b) Sei (G, *) eine Gruppe mit endlich vielen Elementen und neutralem Element e. Zeigen Sie,
dass es zu jedem a € G ein n € N\{0} gibt, fiir das gilt e =a" :=a*xax*---*xa.

n-mal
Lésung:
(a) Es sei zunéichst (G, ) eine belicbige Gruppe mit neutralem Element e. Fiir a € G sei a™*
das Inverse von a in (G, *). Dann gilt fiir alle a, b € G:

(axb) P =b"txa . (4)

Denn sind a, b € G beliebig, so gilt

(axb)x (b xa N =ax(b ' xb)xa ' =axexa =axa ' =e.
Multiplikation dieser Gleichung von links mit (a * b)f1 liefert .
Es gelte nun a * a = e fiir alle a € G. Dann folgt a = o' fiir alle ¢ € G. Sind nun a, b € G
beliebig, so folgt
axb=(axb) ' =b"txa=bxa.

Dabher ist (G, *) kommutativ.
(b) Es sei a € G beliebig. Wir betrachten die Abbildung

f:N—G, n~—ad"

Da N unendlich und G endlich ist, ist f nicht injektiv. Es gibt daher m, n € N mit a™ =
f(m) = f(n) = a" und m # n. Wir kénnen ohne Einschréinkung annehmen, dass m > n ist.
Dann folgt

n

a'=ad" =axax---xa=axax---xakxa*ax---xa=a xa @ .

m-mal n-mal (m—n)-mal

Multiplizieren wir diese Gleichung von links mit (a")™" so folgt a™ "

m—n €N (also m —n # 0).

= e. Wegen m > n ist

Aufgabe 33
Betrachten Sie F' = {a +bV/5 : a,b € Z} mit den entsprechenden Verkniipfungen + und - in R.
Welche Korperaxiome sind erfiillt? Ist (F, 4+, ) ein Kérper?

Lésung:
Wir zeigen zunéchst, dass F' beziiglich +, - und Negativen abgeschlossen ist und dass 0, 1 € F
gelten. Es seien dazu z, y € F beliebig, etwa x = a + b\/5, y = ¢ + dv/5 mit a, b, ¢, d € Z.
Dann folgen
(a+c)+(b+dV5eF
zy = (ac + 5bd) + (ad + be)V/5 € F

—z=(—a)+ (-bDV5 € F

0=0+0V5€F

1=1+0V5¢F.

rT+y=

Es folgt zunéchst, dass (F, +) eine abelsche Gruppe ist. Denn + ist assoziativ und kommutativ
auf R und daher auf F. Da 0 das neutrale Element von (R, +) ist und 0 € F' gilt, ist 0 das
neutrale Element von (F,+). Ist € F', so ist —z das Inverse von z in (R, +) und daher (wegen
—x € F) das Inverse von z in (F,+).



Da - kommutativ und assoziativ auf R ist, gilt dies auch auf F. Ebenso gilt fiir + und - das
Distributivgesetz auf R und daher auch auf F'.

Da 1 das neutrale Element von (R, -) ist, ist 1 auch das neutrale Element von (F,-).

Das einzige Korperaxiom, das noch fehlt, ist die Existenz von multiplikativen Inversen (von
Elementen # 0). Dies gilt aber fiir ' nicht (also ist (F, +, -) kein Korper). Zum Beispiel besitzt
0 # 2 =2+0v5 € F kein multiplikatives Inverses, denn angenommen es sind a, b € Z mit
2(a + by/5) = 1. Dann folgt

1

Ist b # 0 so erhalten wir den Widerspruch
—
V5 =2 —€Q

Ist aber b = 0, so ergibt sich der Widerspruch 1/2 = a € Z.

Aufgabe 34
Losen Sie die folgenden Gleichungssysteme
r + 2y = 4 20 + 2z = 1
(@ 32 + y + z =0 (b) 2z + y =1
r + y + 2z = 3 4r + 2y = 2
iiber dem Korper Zs.
Lésung:
(a)
120 4 1 2 0 4
—321+2; _
3110 25 0 =5=0 1 -12=3 =23
1123 0 —-1=4 2 —1=14
1 2 0 4
0 0 1 3 ()

0 4 0 -2=3
Nun wollen wir die dritte Zeile durch 4 dividieren, d.h. mit 4 ' multiplizieren. Wegen 4 - 4 =

16 =1 gilt 4 ' = 4. Damit geht es nun weiter:

2 0 1 1 0 0 0
) 2% 0 0 1 30 =g 0 103
0 1 0 12=2 0 1 0 2

Es folgt, dass (0,2,3) € Z2 die einzige Losung unseres Gleichungssystem ist.

(b)
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Nun wollen wir die erste und die zweite Zeile durch 2 dividieren, d.h. mit 2" multiplizieren.
Wegen 2-3 =6 =1 gilt 2" = 3. Damit erhalten wir

0113
32
x) 2% 1303
0 000D0
Unser Gleichungssystem sieht also nun so aus:
y + z = 3
r + 3y = 3

Wir sehen, dass wir y € Zg beliebig wihlen kénnen und dass 2 = 3 —y = 3+ 4y und = =
3 — 3y = 3 + 2y gilt. Damit erhalten wir als Losungsmenge unseres Gleichungsystems:

L: ’t€Z5

w| O W
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Aufgabe 35
Es sei V eine nicht-leere Menge mit innerer Verkniipfung + und neutralem Element 0.

a) Zeigen Sie: Ist V ein Vektorraum iiber Z,, so gilt fiir allev € V : v +v = 0.

b) Es sei (V,+) eine abelsche Gruppe mit v + v = 0 fiir alle v € V. Zeigen Sie, dass es genau
eine Moglichkeit gibt, (V,+) zu einem Vektorraum iiber Z, zu machen.

Lésung:

a) Es sei v € V beliebig. Dann folgt

v+v=1lv+1v = (T—i—T)v:ﬁU:o.

b) Angenommen es ist Zy x V. — V eine Skalarmultiplikation, mit der (V,+) zu einem
Vektorraum wird. Dann gelten fiir alle v € V:
Ov=0, lv=w. (5)

Wegen Z, = {0,1} folgt, dass diese Skalarmultiplikation eindeutig bestimmt ist.
Wir definieren nun die Skalarmultiplikation durch und zeigen, dass alle Vektorraumaxiome
erfiillt sind. Zun#chst ist nach Vorausetzung (V, +) eine abelsche Gruppe.

(V1): VA € ZyVv,w € V: Mv+w) = A+ Aw. Es seien also A € Zy und v, w € V. Dann folgen

=0: )\(v—I—w):ﬁ(v—i—w)0:0+06v+6w:)\v+/\w,

=1: )\(v—i—w):T(v—i—w)v—l—wTv—i—Tw:/\v—i—)\w.

(V2): VA, 11 € ZoVv € Vi (A + p)v = Av + pw. Es seien also A\, p € Zy und v € V. Ist A =0, so
folgt
©) =
A+ p)v=pv=0+ pv = 0v+ pv = Av + pv.
Analog zeigt man den Fall p = 0. Es bleibt den Fall A = g = 1 zu betrachten:

(A + M)U = (T + T) v = 0v ) 0 Vorauss.

v+v=1v+1v = \v + pv.

(V3): VA, € ZyVv € V' A(uv) = (A)v. Es seien also A\, u € Zy und v € V. Dann folgen
A=0: AMpw) =0(uv) = 0 = 0v = (0p)v = (Ap)v
A =Ti A(u0) = T(uo) @ o = @yw = Qe

(V4): Vv € V: Tv = v. Dies folgt aus der Definition ().



