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Aufgabe 36
Welche der folgenden Mengen sind Unterrdume der angegebenen R-Vektorrdume?
(a ) A= {(961,5702,963) GR L1y =31y, 13 = —1 } C R,
( {(3317332) 951+372—0}CR
(z1,m9) € 2 7i—w3 =0} CR%
(xl,xQ,;rg) eER®:z, > x2} C R
(t,t ) :teR}C R?.
(t, t+s)eR s,t e R} CR%
A={(xy,x9,23) € R? : T, =32y, w3 = —x1 } = {(x1,29,23) € R : 1 = 3%y, T3 = —3xy } =
={29(3,1,-3) : 2z, e R} =[(3,1,-3)].

Also ist A ein Unterraum von R®.

(b) Wegen z° > 0 fiir alle z € R gilt #] + 25 =0 <= z; = x5 = 0 fiir alle 1, z, € R. Daher
ist B ={(0,0)} = 0 ein Unterraum von R”.

(c) Wegen
(17 1) € Ca (17 _1) € C? (17 1) + (1) _1) = (2>O) ¢ ¢
ist C' kein Unterraum von R?.
(d) Aus
(2,1,00 € D, (-1)-(2,1,0)=(-2,-1,0) ¢ D
folgt, dass D kein Unterraum des R? ist.
(e) Wegen
(171)€E7 2(171):(272)¢E
ist E kein Unterraum von RZ.
(f) Fiir (z,y) € R gilt
(z,y) = (z, 2+ (y —x)) € F.
Es folgt R? C F und damit F = R?. Insbesondere ist F ein Unterraum von R?.

Aufgabe 37
Bestimmen Sie Basen von [M] + [N] und [M] N [NV], fiir
1 0 1 2 3
0 1 4 1 -3 1 4
= C = C
M KR CR" und N A1l R™.
2 1 0 1 0
Lésung:
Wir setzen zur Abkiirzung
1 0 1 2 3
0 1 1 -3 1
my = 1 y Mo = 1 y T = 4 y Mg = 1 y Mg = 0
2 1 0 1 0



Da jede Linearkombination von Elementen aus M eine Linearkombination von my und m, ist,
und natiirlich auch das Umgekehrte gilt, ist

[M] = { pymy + pgmy: py, g € R}

Analog gilt
[N] = {viny +vong +v3ng: vy, 15,5 € R}

Aus Satz 4.28 im Skriptum von Professor Kappel erhalten wir nun
[M]+ [N]={m+n:meMneN}=
= { p1my + pomy +ving + vany + vang: py, po, vy, Vo, v3 € R,

d.h. [M]+[N] =[M UN].
Dies gilt ganz allgemein: Ist V' ein K—Vektorraum und sind M, N C V so gilt [M]+ [N] = [M U N].

Wir I6sen nun das Gleichungssystem
Himy + pgMe + V1ng + Vong + v3n3 =0 (1)

mit der Standardmethode:

101 2 3 10 1 2 10 1 2 3
—z1+t23 —Zzot23 1
01 1 =31 2545 01 1 -3 1 -—z%ix 01 1 -3 1 3z
114 -10 01 3 -3 -3 00 2 0 —4
2 10 1 0 01 -2 -3 —6 00 -3 0 -7
10 1 2 3 101 2 3 101 2 3 2uta
001 1 =3 1 8%tz 011 -3 1 —Fu 01 1 -3 1 -3
00 1 0 -2 001 0 -2 001 0 -2
00 -3 0 -7 000 0 —13 000 0 1
101 2 100 2 0
—23+22
011 =30 —zt»010 =30
001 0 0 001 0 0
000 0 1 000 0 1

Wir sehen, dass wir vy € R beliebig wihlen kénnen und erhalten als Losungsmenge von (|1
-2

3

Vo 0 Uy S R . (2)
1
0

Wir zeigen nun, dass B = {mq, mq,n{,n3} eine Basis von [M]+ [N] = [M U N] ist. Dazu muss
[B] = [M U N] gelten und B muss linear unabhéngig sein.
Wegen B C M U N ist [B] C [M U N] klar. Fiir die umgekehrte Inklusion, setzen wir in
V5 = 1 und erhalten

—2m1 + 3m2 +ng = 0,

also
N9 = 2m1 - 3m2.
Ist jetzt
V= pymy o+ oMy + ving + Ve + v3ng

(1, pho, V1, Vo, v3 € R) ein beliebiges Element von [M] + [N] = [M U N| = [my, mg, 1y, N9, N3],
so folgt



V= 1My + oMy + 1Ny + 1/2(2m1 — 3m2) + V3ng =
= (k1 + 2vp)my + (pg — 3v9)mg + viny + 303 € [B].

Es bleibt zu zeigen, dass B linear unabhéngig ist. Dazu seien uq, uq, vq, v3 € R mit uymq +
oMo + v1ng + v3ng = 0. Wir miissen p; = py = v; = v3 = 0 zeigen. Wegen

M1y + 1 oXUD) + ving +0- o) + V3ng = 0

ist (pq, pia, 11, 0, v3) eine Losung von . Da die Losungsmenge von ist, gibt es ein 1, € R
mit

1 —2
Ha 3
vi|=vy] 0O
0 1
V3 0

Es folgt v = 0 und damit p; = puy = v =3 =0.

Wir bestimmen noch eine Basis von [M] N [N]. Zunéchst gilt [M]N[N] ={n € [N]: n € [M]}.
Es sei nun vyng + vyny +v3ng (v, 19, v3 € R) ein beliebiges Element von [N]. Dann gilt genau
dann vyny + vong + vgng € [M], wenn es g, py € R mit

VN + VoNg + V3Nig = (411 + oMy
d.h.
(—p1)my + (—pg)mg + ving + vong +v3ng =0

gibt. Da (2) die Losungsmenge von (1)) ist, erhalten wir: vyn, + vong + vgns € [M] genau dann,
wenn es 1,y € R und ¢ € R mit

—H —2
—H2 3
vy | =t] 0
Vg 1
V3 0

gibt. Dies ist offensichtsichtlich zu v; = v3 = 0 dquivalent. Damit folgt
[M]OVIN] = {vony: vy € R} = [ns].
Wegen ny # 0 ist daher {n,} eine Basis von [M] N [N].

Aufgabe 38
Es sei K ein Korper und A := Abb(K,K) :={ f | f: K — K} sei die Menge aller Abbildungen
von K nach K. Fiir f, g € Aund A € K seien f+ g € A und A\f € A definiert durch

(f+9)(x) = f(z)+g(x) und (Af)(z):=Af(z) firallezecK

Fir M CKsei Ay, ={fe Al f(z) =0 fir z € K\ M }. Zeigen Sie:
(a) Mit den gegebenen Operationen ist A ein Vektorraum iiber K.
(b) Fiir alle M C K ist Aj; ein Unterraum von A.

(¢c) Fir M, N CKgilt Ay;nnv = Ay N Ay und Aypony = Ay + An

Fiir welche M, N C K gilt A= A, & Ax?

Lésung:

(a) Wir miissen folgende vier Aussagen zeigen:

VO: (A, +) ist eine abelsche Gruppe;



V1: VA e KVf,ge A: AM(f +g9) = \f + Ag;
V2: VA, p e KVfe A: A+ u)f =Mf + uf;
V3: VA, p e KVf e A: Auf) = (M) f;

VA Vfed:l-f=f.

Fiir VO miissen wir zeigen, dass + assoziativ und kommutativ ist, dass 4+ ein neutrales Element
besitzt und dass es beziiglich 4+ Inverse gibt.

+ ist assoziativ: Es seien f, g, h € A. Wir haben f + (g + h) = (f + g) + h zu zeigen. Beide
Seiten sind Abbildungen K — K. Daher miissen wir nur (f+ (¢+h))(z) = ((f +g) + h)(x) fir
jedes z € K zeigen. Dazu sei x € K beliebig gewéhlt. Dann folgt

(F + (g +h)@) PP @)+ (g + h) @) "FE T f@) + (g(a) + ) OTE

(f(x) + g(x) + h(z) 2T (F 4 g) (@) + () TN ((F + g) + h)(@).

+ ist kommutativ: Es seien f, g € A. Wir miissen f+¢g = g+ f zeigen. Sei dazu x € K beliebig.
Dann folgt

(f +9)(x) = f(z) + 9(z) = g(z) + f(z) = (9 + ) ().
Da z € K beliebig war, folgt f +g =g+ f.
+ besitzt ein neutrales Element: Wir definieren 0: K — K durch 0(x) = 0 fiir alle x € K. Es

sei nun f € A. Wir zeigen f +0 = 0+ f = f. Da wir schon wissen, dass + kommutativ ist,
geniigt es f + 0 = f zu zeigen. Dazu sei x € K beliebig gewéhlt. Dann gilt

(f +0)(z) = f(z) + 0(x) = f(z) + 0 = f(z).

Da z € K beliebig war folgt f + 0 = f.

+ besitzt Inverse: Es sei f € A beliebig. Wir miissen ein g € A mit f + g = g+ f = 0 finden.
Wir definieren dazu g: K — K durch g(z) = —f(2) fiir alle z € K. Dann gilt fiir alle z € K:

(f+9)(x) = f(x) + 9(x) = f(z) + (— f(x)) = 0= 0(x),
also f 4+ g = 0. Da + kommutativ ist, gilt auch g + f = 0.

Wir kommen zum Beweis von V1. Dazu seien A € K und f, g € A beliebig. Dann gilt fiir alle
z e K

(S + g))(@) "5 SN (4 g) (@) = M(f (@) + g(@) " A (@) + Ag(a) =
DS (A ) (@) + (Ag) (2) = (Af + Ag)(@),
woraus A(f 4+ g) = Af + \g folgt.
V2: Es seien A, 4 € K und f € A beliebig. Dann gilt fiir alle z € K:
(A @) = A+ p)f() =A(2) + pf(x) = Af)(z) + (0f)(x) = (Af + pf)(2).

Damit gilt (A 4+ p)f = Af + nf.

V3: Es seien A, 4 € K und f € A beliebig. Dann gilt fiir alle z € K:

AG)() = M) () = Mpef (@) = i) () = () ) (@),

woraus A(uf) = (Au)f folgt.
V4: Es sei f € A beliebig. Wegen

(L-f)(@) =1 f(z) = f(x)
firallez e Kgilt 1- f = f.

(b) Es sei also M C K beliebig. Nach Satz 4.15 im Skriptum von Professor Kappel, miissen wir
folgende drei Aussagen zeigen:



(i) Ay # 0
(ii) Vfig € Ap: f+g€ Aus
(iii) VAe KVf € Ayt Af € Ay
(i) Wegen 0(z) = 0 fiir alle z € K und damit auch fiir alle x € K\ M gilt 0 € A;;. Insbesondere
ist A, nicht leer.
(ii) Es seien f, g € Ay, beliebig. Fiir alle x € K\ M gilt dann

(f +9)(x) = f(z) +g(x) =0+ 0 =0,

woraus f + g € A, folgt.
(iii) Wir betrachten beliebige A € K und f € A;;. Wegen

(AP)(@) = M () = A-0=0
fiir alle x € K\ M gilt A\f € Ay,.

(c) Es seien M, N C K beliebig. Wir zeigen zunéchst Ay = Ay N Ay. Dazu sei f € A
beliebig. Dann haben wir folgende Aquivalenzen:

fE-AMﬁN < vxEK\(MﬂN)if(l‘):Odegg;gan

= Ve (K\M)UK\N): f(z) =0 <

= (VxeK\M:f(a:): A(Va:eK\N:f(x)zo) =
= (feAu)N(f € Ay) <

<:>f€AMﬂAN,

woraus Ayqn = Ay N Ay folgt.

Wir kommen zum Beweis von A, n = Apr + Ay. Zunichst gilt
Ay + Ay ={f+g: f € Ay, g € Ay} (3)

(siehe Satz 4.28 im Kappel-Skriptum). Nun gilt M € M UN und daher K\ M D K\(MUN). Es
folgt Ap; C Aprun (wenn eine Funktion auf K\ M verschwindet, dann auch auf der Teilemenge
K\ (M UN)). Analog gilt Ay C Aoy Da Aoy ein Unterraum von A ist, folgt aus (3]) auch

.AM +~AN C AMUN‘

Zum Beweis der anderen Inklusion sei h € A,y beliebig. Wir definieren f € A durch

) h(z) fallsze M
f(m)_{o falls 2 ¢ M~

Dann gilt nach Definition f € A;;. Wir setzen g = h — f. Dann gilt A = f + g und wir miissen
nur noch g € Ay beweisen. Dazu sei € K\ N beliebig. Unsere Aufgabe ist es g(x) = 0 zu
zeigen. Dazu unterscheiden wir die Félle z € M und = ¢ M:

x € M: g(x) = h(z) — f(z) = h(z) — h(x) = 0.

x ¢ M: dann gilt definitionsgeméf f(z) = 0. Wegen « ¢ M und x € K\ N gilt dann x €
K\ (MUN).Dah € Ay gilt, folgt h(z) = 0 und damit auch g(x) = h(z)— f(z) = 0—-0 = 0.

Wir beantworten jetzt die letzte Frage der Aufgabe. Es seien M, N C K. Wir zeigen, dass
genau dann A = A,; @ Ay gilt, wenn K= M UN und M NN = () gelten.
Nach Definition ist die Aussage A = A;; & Ay dquivalent zu

A:AM+AN A AMOANZO.



Benutzen wir (b), ist dies zu
A=Ayoy AN Ayunn =0
dquivalent. Es geniigt daher fiir eine beliebiges L C K folgende Aquivalenzen zu beweisen:
A=A < L=K, A, =0 < L=0.

Ap = A= L =K: es gelte also A;, = A. Wir definieren 1 € A durch 1(z) =1 fiir alle z € K.
Dann gilt nach Voraussetzung 1 € A;. Damit gilt

Vo e K\L:0=1(z)=1.

Da die Aussage 0 =1 falsch ist, folgt K\ L = () und damit L = K.
L =K= A; = A: Es gelte also L = K. Dann ist K\ L = () und daher fiir jedes f € A die
Aussage
Vee K\ L: f(z) =0
wahr. Es folgt A C A; und damit auch A = A, (da definitionsgeméf A; C A gilt).

A; = 0= L = (): Es gelte also A; = 0. Angenommen es ist L # (). Dann kénnen wir ein z € L
wihlen. Definiere f € A durch

1 fallsz ==z
flx) = :
0 falls x # 2

Wegen z € L gilt f(z) = 0 fiir alle z € K\ L, also f € Ay = 0. Daher folgt f = 0 und wir
erhalten den Widerspruch 0 = f(z) = 1.

L=0= A, =0:gilt L =0, so0ist K\ L =K. Es folgt
Ap ={fe A:Vz e K: f(z) =0} = {0} =0.

Aufgabe 39
Beweisen Sie Lemma 4.37 aus der Vorlesung: Es sei V' ein Vektorraum.
(a) Ein einziges Element a € V ist genau dann linear unabhéingig, wenn a # o ist.

(b) ay, ..., a, € V, n > 2, sind genau dann linear abhéingig, wenn fiir mindestens ein k,
1 <k <n, gilt:

n
i=1
ik
Lésung:
(a) Es sei einmal a linear unabhéngig. Wegen 1 # 0 ist dann 1-a # o, also a # o. Es gelte nun

umgekehrt a # o. Ist A € K mit Aa = o, so folgt A = 0 (V4' im Kappel-Skriptum). Also ist a
linear unabhéngig.

(b) Wir nehmen zunéchst an, dass aq,.. ., a, linear abhéngig sind. Dann gibt es p1,..., p, € K|
die nicht alle Null sind, mit

Hiaq + ... fpa, = o. (4)

Da nicht alle pj, Null sind, konnen wir ein 1 < k& < n wéhlen, sodass u; # 0 ist. Setzen wir
N = —p;/py, fir alle i = 1,...n, i # k folgt aus

1 1 n n
ap = ——(pag) = _ITk Z:uiai = Z)‘iai'
i=1 '

277 — i1
ik ik



Es sei nun umgekehrt 1 < k£ < n und es seien \; € K (1 <i# k < n) mit

n
ap = E A,L(IZ

=1
ik
Setzen wir A, = —1, so folgt
)\1a1—|—...+)\nan:0.
Wegen A\, = —1 # 0 sehen wir, dass aq, ..., a, linear abhingig sind.
Aufgabe 40

Stellen Sie fiir folgende Mengen fest, ob diese als Teilmengen von Abb(R,R) (definiert wie in
Aufgabe 38) linear unabhéingig sind.

(a) F={f,sR—>R|aeR, f(r)=z+a}.

(b) G={g,: R=>R|neN, g,(z)=2>+2nz+n’}.

(c) H={h,:R—=R|neEN, h,(z) = 15}

n—+x

Lisung:

Zur Erinnerung: eine Teilmenge M eines Vektorraums heifit linear unabhéngig, falls je endlich
viele, paarweise verschiedene Elemente von M linear unabhéngig sind. Es folgt, dass M genau
dann linear abhéingig ist, wenn es endlich viele, paarweise verschiedene Elemente von M gibt,
die linear abhéngig sind.

(a) Wir zeigen, dass fy, f1, fo linear abhéngig sind. Dann folgt auch, dass F' linear abhingig
ist (beachte, dass fy, fi, fo auch wirklich verschieden sind). Fiir jedes x € R gilt

(Gho— i+ 3ha)@) = so—a— 1+ (2+2) =0, (5)
woraus 1/2 - fo — f1 +1/2- fo = 0 folgt. Daher sind fy, fi, fo linear abhéngig.

Bemerkung: Je drei verschiedene Elemente von F' sind linear abhéngig. Denn definieren, wir
Do, P1: R — R durch po(z) = 1, p;(x) = z fiir alle z € R, so gilt f, = p; + apy fiir jedes a € R.
Es folgt F' C [pg, p1]. Wegen dim([pg, p1]) < 2 (sogar = 2), sind je drei Elemente von [pg, p1]
linear abhéngig.

Zur Frage, wie man auf kommt siehe die Losung von (b).

(b) Neben py, p; (siche Losung zu (a)) betrachten wir py definiert durch py(z) = 2 fiir alle
x € R. Dann folgt G C [pg, p1, p2]- Wegen dim([pg, p1,p2]) < 3 (sogar = 3), sind je vier Elemente
von [pg, p1, Pa], also auch von G, linear abhéingig (und wir sind eigentlich schon fertig) .
Insbesondere sind gy, g2, 93, g4 linear abhéngig. Wir bestimmen noch a, b, ¢, d € R mit
agy + bgy + cg3 + dgy = 0, d.h. mit

0= a(z® + 2z + 1) + b(a® + 4z + 4) + ¢(z” 4 62 4 9) + d(2” + 82 + 16) =
= (a+b+c+d)z’® + (2a + 4b + 6¢ + 8d)z + a + 4b + 9c + 16d

fiir alle x € R. Wir miissen also nur a, b, ¢, d € R so bestimmen, dass

a + b 4+ ¢ + d = 0
2a + 4b + 6¢c + &8 = 0
a + 4b + 9¢c + 16d = 0

gilt, d.h. wir miissen ein lineares Gleichungssystem l6sen. Tut man dies, so erhélt man zum
Beispiel die Losung
(a,b,e,d) =(—-1,3,-3,1)

und es folgt
—g1+392 — 393 + 94 = 0.



(c) Wir zeigen, dass H linear unabhingig ist. Dazu wéhlen wir » € N und nq,...n, € N
paarweise verschieden, und zeigen, dass h,, , ..., h, linear unabhéngig sind. Dazu seien Ay,
vy Ap € Rmit Mjhy, + .00+ Aphy, = 0. Wir miissen Ay = ... = A\, = 0 zeigen. Aus
Ahy, + ...+ Ak, =0 erhalten wir

> ! - =0 (6)
i=1

n; +x

fiir alle z € R. Wir definieren nun Hilfsfunktionen:

P:R — R, x»—>H(nZ+x)
i=1

und firt=1,...,r

Dann gilt fiir alle z € R

n;+1z°  P(?)’
Aus ([6) folgt durch Multiplikation mit P(z?)
> NBi(®) =0 (7)
=1
fiir alle z € R. Nun beachte man, dass die Funktion ): R — R definiert durch
i=1

eine Polynomfunktion ist (da alle P; Polynomfunktionen sind). Aus folgt, dass alle positiven
reellen Zahlen Nullstellen von @) sind. Da eine Polynomfunktion # 0 nur endlich viele Nullstellen
hat, folgt @ = 0. Wir erhalten daher

Z)\ipi(iﬂ) =0 (8)
i=1

fir alle x € R.
Es sei jetzt 1 < j <r. Wir zeigen A\; = 0. Dazu setzen wir x = —n; in ein. Wegen

0 falls i # j
Bil=n) =\ Tisi(np —ny) £0 fallsi=j
ks

fiir i = 1,...,r, erhalten wir zunéchst
T
0= Z AiPi(—=nj) = A\ Pj(—ny)
i=1

und dann )\j =0.

Bemerkung fiir diejenigen, die Partialbruchzerlegungen kennen: die lineare Unabhéngigkeit von
H folgt aus der Eindeutigkeitsaussage im Satz iiber Partialbruchzerlegungen von rationalen
Funktionen (in der reellen Form).



