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Aufgabe 46
Essei0#a € R Uberpriifen Sie, dass folgende Abbildungen linear sind, bestimmen Sie Kern
und Bild, und interpretieren Sie die Abbildungen geometrisch.

(a) po: R? 5 R? v v — {a:v) .

llall

2 2 (a,v)
a: ’ - 2 W.
(b) sq: R* = R* vi—w 2Ha”a

Lésung:

Wir zeigen als erstes, dass p, und s, linear sind. Dafiir definieren wir fiir £ € R eine Abbildung
or: R? = R? durch ¢, (v) = v — k{a,v)a/||a||* fiir alle v € R®. Dann gelten p, = ¢, und
Sq = 9. Es geniigt daher zu zeigen, dass ¢, fiir alle k € R linear ist. Seien dazu v, w € R* und
A € R beliebig. Dann gelten

und

or(Av) = Av — k{a, \v) a4 5 = AU — k‘A(a,v}L2 = (v — k(a,v) a4 2) =
e lall lal]

= A (v).

Daher ist ¢}, linear.
Wir zeigen nun p, (R?) = {a}* = {v € R?: (a,v) = 0} und ker(p,) = Ra. Dann folgen

def(p,) = dimker(p,) = 1, rang(p,) = dimp,(R*) = 1.
pa(R?) C {a}*: es sei v € p,(R?) beliebig. Dann gilt v = p,(w) fiir ein w € R%. Dann ist

@\ (a,w)
H2> o) la]®

<a’7 U> = <aapa(w)> = <a7w - <a’ w> <a’ a> = <a’w> - <a>w> =0,

la

also v € {a}™.
{a}" C p,(R?): Es sei v € {a}*. Dann gilt

a ve{a}lé<a,v>:0
= v

Pa(v) = v = (a,v)

2
el
Daher gilt v = p,(v) € p,(R?).
ker(p,) C Ra: es sei v € ker(p,). Dann folgt
a
0=p,(v) =v— (a,v) 5

el

also
= {a, v2>a € Ra.
el

Ra C ker(p,): Es sei v € Ra, etwa v = Aa mit A € R. Dann folgt

Pa(V) = pa(Aa) = Aa — Ma = \a — )\Ma = Aa — Aa = o,

2 2
lal] lal]



also v € ker(p,).
Nun zur geometrischen Interpretation von p,. Es sei v € R%. Dann gilt p,(v) € p,(R?) = {a}*
und

pa(v) =v-=

Daher ist p,(v) der Schnittpunkt der Geraden {a}™ mit der Geraden v + Ra (= Gerade durch
v die normal auf {a}™ steht).

{Q}L v Ra

{a,v)a/||all”

Man nennt daher p, die orthogonale Projektion auf {a}L.
Nun zu s,. Es gilt fiir jedes v € R?

Sa<v) =v- 2<a7v>? :pa(v) - <a7v>7

Das Bild sieht daher so aus:

Man nennt daher s, die (orthogonale) Spiegelung an der Geraden {a}L. Anhand dieser geome-
trischen Interpretation 18t sich s, 0 s, = Idgp2 vermuten (wir beweisen dies gleich auch). Dann
ist s, bijektiv (denn s, ist die Umkehrabbildung von s,). Es folgen

Sq ist injektiv

ker(sa) - {0}7
und damit def(s,) = dimker(s,) = 0, und

s, ist surjektiv _ 9

54(R?) R?,

und damit rang(s,) = dim s,(R*) = 2.
Wir zeigen jetzt s, o s, = Idg2. Dazu sei v € R? beliebig. Zunéchst gilt

(a, s4(v)) = {a,v — QM@ = (a,v) — 2<a,v) (a,a) = (a,v) — 2(a,v) = —(a,v).

2
lall

Wir erhalten

(a,v)
2

al

(Sa © Sa)(v) = Sa(sa(v)) = Sa(v) —2—a= Sa(v) +2 a="uv.

Daher gilt s, 05, = Idg2.



Aufgabe 47

Es sei ¢p: V. — W eine lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen V und W. Beweisen Sie:
Die Abbildung 1 ist genau dann injektiv, wenn fiir jede Menge M C V gilt: Ist M linear
unabhéngig, so ist auch (M) linear unabhéngig.

Lésung:

Es sei einmal v injektiv und M C V eine linear unabhéngige Teilmenge. Wir zeigen, dass dann
auch (M) linear unabhingig ist. Dazu wihlen wir paarweise verschiedene wy,. .., w, € (M)
und miissen zeigen, dass wy,..., w, linear unabhéngig sind. Es seien also Aj,..., A\, € K (=
Korper, iiber dem V' und W Vektorrdume sind) mit A\jw; + ... + A\,w, = o. Unsere Aufgabe
ist es jetzt \; = ... = A, = 0 zu zeigen.

Wegen w; € (M) gibt es v; € M mit w; = ¥(v;) fiir alle ¢ = 1,...,r. Da die w; paarwei-
se verschieden sind, sind es die v; ebenfalls. Da M linear unabhéngig ist, sind die v; linear
unabhéngig. Nun gilt

0= A1w1 +...+ )‘rwr = )\1??(’01) +...F /\ﬂﬂ(”r) = 1/’()\11)1 +...+ )\TUT)ﬂ

woraus wir wegen der Injektivitdt von ¢ auf \jv; + ...+ A\.v, = o schlieflen kénnen. Da die v,
linear unabhéngig sind, folgt Ay = ... =\, =0.

Es sei jetzt (M) fiir jedes linear unabhéngige M C V ebenfalls linear unabhéngig. Wir zeigen,
dass v injektiv ist. Aus der Vorlesung wissen wir, dass dies zu ker(v¢)) = {0} dquivalent ist. Nun
haben wir die Aquivalenzen:

ker(yp) = {o} <= YWweV:iyw)=o0=2v=0 <= YWweV:v#o0=1Y(v)#0.

Es geniigt daher Yo € V:v # o = ¢(v) # 0 zu zeigen. Dazu sei v € V beliebig mit v #
o. Dann ist {v} linear unabhéngig (Aufgabe 39). Nach Voraussetzung impliziert dies, dass
Y({v}) = {¢(v)} linear unabhéngig ist. Neuerliche Anwendung von Aufgabe 39 zeigt 1 (v) # o.

Aufgabe 48
Es sei V' ein C-Vektorraum mit Basis B. Durch Einschrinkung der Skalarmultiplikation ist V'
auch ein R-Vektorraum.

(a) Beweisen Sie, dass BU{ib| b € B} eine Basis von V iiber R ist.

(b) Zeigen Sie, dass die komplexe Konjugation

C —C
z=a+ib —Z=a—ib (a, b€ R)

als Abbildung linear iiber R, aber nicht iiber C, ist.
(c) Bestimmen Sie Basen von

Lc(C,C) ={¢: C— C| p ist C-linear }

und von

Lgr(C,C) ={¢: C— C| ¢ ist R-linear }.

Lésung:
(a) Wir miissen zeigen:

i) BU B ist linear unabhéingig iiber R;

ii) [BUiB|r =V.
i) Es seien vy,..., v, € B U iB paarweise verschieden. Dann gibt es paarweise verschiedene
bi,..., b, € B, sodass fiir jedes 1 < k < r gilt v, = b; oder v;, = ib; fiir ein 1 < j < n. Es
geniigt daher zu zeigen, dass bq,...,b,, iby,..., b, linear unabhéngig iiber R sind. Da B eine

C-Basis von V ist, ist B linear unabhéngig iiber C. Damit sind by,. .., b,, linear unabhéngig
iiber C.



Es seien nun Ay, pq, ... ,A,, ty € R mit

Umschreiben liefert

Da bq,..., b, linear unabhingig iiber C sind, folgt \; + iy = ... = A, + iy, = 0. Da die )\,
und p; reell sind, folgt Ay = ... =\, = py = ... = u, = 0. Daher sind by,..., b, iby,..., ib,
linear unabhéngig iiber R.

ii) Die Inklusion C ist trivial. Es sei nun v € V. Da B eine C-Basis von V ist, gilt V' = [B]¢.
Es gibt daher by,..., b, € B und (q,..., (, € Cmit v = (;b; + ... + (b, Firj=1,...,n sei
A; = Re(¢;) € R und p; = Im(¢;) € R. Dann folgt

v=MNAby+ ... \.by, + (i) + ...+ p,(ib,) € [BUIB]R.

(b) Wir wissen zw = zw, z + w =Z+w, 2 = z <= z € R fiir alle z, w € C.
Es sei nun ¢: C — C die komplexe Konjugation. Dann gelten fiir alle z, w € C und alle A € R

cz+w)=2Ftw=2+w=c(2)+c(w), c(Az)=Az=Xz= Az = A\c(2).

Daher ist ¢ R-linear.
Aus

c(i-1)=i=—iti=i-1=ic(l)

folgt, dass ¢ nicht C-linear ist.

(¢) Wir benutzen die Aussagen, Bezeichnungen und Konstruktionen in Satz 5.16 des Kappel-
Skriptums.

L¢(C,C): {1} ist eine C-Basis von C. Wir erhalten damit die C-lineare Abbildung wy ;. Zur
Erinnerung: diese ist die eindeutig bestimmte C-lineare Abbildung mit w; ;(1) = 1. Da C ein
endlich dimensionaler Vektorraum iiber C ist, ist {w; ;} eine Basis von L¢(C,C) (Satz 5.16).
Es bleibt wy ; zu bestimmen: fiir alle z € C gilt

w(z) =w(z-1) = 2wy, (1) = 2,

also wyg = Ide.

Lg(C,C): {1,i} ist eine R—Basis von C (denn: {1} ist eine C—Basis von C, also {1,7} eine R—
Basis von C nach (a); oder einfacher: jede komplexe Zahl ist eine eindeutige R-Linearkombination
von 1 und 7).

Fiir z,w € {1,i} erhalten wir die R-lineare Abbildung w,,,: C — C. Zur Erinnerung, diese
ist die einzige R-lineare Abbildung C — C mit w, ,,(2) = w und w, ,,(u) = 0 fiir u € {z, w},
u £ z.

Vorsicht: Das w; ; hier, ist nicht das gleiche wie das fiir L¢(C, C) konstruierte. Warum nicht?

Da C als R-Vektorraum endlich dimensional ist, ist {w;,ws;,w;1,w;;} eine R-Basis von
Ly (C,C).
Wir bestimmen diese w’s. Dazu sei z € C beliebig, z = a + ib mit a, b € R. Dann gelten



Aufgabe 49
Es sei F die Menge aller Folgen (a,,),>¢ in R. Mit der komponentenweisen Addition

(an)nZO =+ (bn)nZO = (an + bn)nZO (an7 bn € R)

und der Skalarmultiplikation

C(an)nzo = (Can)nzo (C7 a, € R)

ist F ein Vektorraum iiber R.
Die Abbildungen I, r: F — F seien definiert durch

l((an)nzo) = (an+1)nzo und T((an)nzo) = (anfl)n207

wobei wir in der Definition von r stets a_; = 0 setzen. Beweisen Sie:

(a) [ ist eine lineare Abbildung, die surjektiv aber nicht injektiv ist.
(b) r ist eine lineare Abbildung, die injektiv aber nicht surjektiv ist.

Lésung:
Wir zeigen als erstes, dass r und [ linear sind. Dazu seien a = (a,),>0, b = (b,),>0 € F und
A € R beliebig. Dann gelten

l(a + b) = l((a’n + bn)nZO) = (an—i-l + bn+1)n20 = (an+1)n20 + (bn-i-l)nZO = l(a) + l(b)a

l()‘a) = l((Aan)nZO) = ()‘anJrl)nZO = )‘(anJrl)nZO = Al(a)7
r(a+0b) = r((ay +b,)n>0) = (@n-1+bp_1)n>0 = (@n_1)n>0 + (by—1)n>0 = 7(a) + 7(b)
(man beachte auch (¢ +b)_1 =0=0+0=a_; +b_;) und

r(Aa) = T((/\an)nzo) = ()‘anfl)nZO = )‘(anfl)nzo = Ar(a)

(beachte wieder (Aa)_1 =0 = X-0= Aa_;). Daher sind [ und r linear.
Fiir jedes a = (ag, ay,...) € F gilt

l(r(a)) =1(0,aq,ay,...) = (ag,ay,...) = a.

Es folgt [ or = Id£.
Nun benétigen wir eine Erinnerung aus der Mengenlehre: sind f: X — Y, g: Y — Z Abbil-
dungen, so gelten

go fist injektiv = f ist injektiv
go f ist surjektiv == ¢ ist injektiv

Da [ or = Id# injektiv und surjektiv ist, ist also ! surjektiv und r injektiv.
Aus
[(1,0,...) =(0,0,...)

folgt, dass I nicht injektiv ist. Ist b = (b,),>¢ im Bild von r enthalten, so folgt b, = 0.
Insbesondere ist (1,0,...) nicht im Bild von r enthalten. Daher ist r nicht surjektiv.

Dieses Beispiel zeigt, dass in Korollar 5.13 die Bedingung dim(X) = dim(Y) < oo notwendig
ist.

Aufgabe 50
Es sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K. Zeigen Sie, dass fir vy, ..., v, € V (n > 1)
folgende Aussagen dquivalent sind:

(i) Die Vektoren vy, ..., v, sind linear unabhéngig.



(ii) Fiir jedes i € {1,...,n} existiert eine lineare Abbildung ¢;: V' — K mit ¢;(v;) = 1 und
@;(vj) = 0 fiir j # i.
Zusatz: Warum sind die Aussagen im Allgemeinen nicht #quivalent zu: ,,Die Menge {vy, ... ,v,}
ist linear unabhéngig”?

Lisung:
(i) = (ii). Wir nehmen also an, dass vy,. .., v, linear unabhingig sind, und miissen die linearen
Abbildungen ¢q,..., ¢, mit den gewiinschten Eigenschaften konstruieren. Beachte zunéchst,

dass die v; paarweise verschieden sind (denn, wenn v; = v; fiir 7 # j, dann 1-v; + (=1)v; = 0).
Wir wihlen eine Basis B von V mit {vy,...,v,} C B (Satz 4.44). Anwendung von Satz 5.8
liefert fiir ¢ = 1,...,n (genau) eine lineare Abbildung ¢,;: V' — K mit ¢;(v;) = 1 und ¢;(b) =0
fiir alle b € B\ {v;}. Sind nun 4, j € {1,...n} mit j # i, so gilt v; # v;, also v; € B\ {v;}.
Daher gilt ¢;(v;) = 0 fiir alle 1 <4 # j < n.

(ii) = (i). Firi = 1,...,n sei ¢;: V — K eine lineare Abbildung mit ¢;(v;) = 1, ;(v;) = 0
fiir alle 1 <4 # j < n. Wir zeigen, dass vy,...,v, linear unabhéngig sind. Dazu seien Aq,...,
Ap € Kmit \jvg + ... 4+ \,v,, = 0. Dann folgt fiir jedes ¢ = 1,...,n:

0= ;(Av1 + ...+ Avp) = Arp(v1) + oo+ Appi(v,) =

Daher gilt Ay = ... = A, =0, und wir sehen, dass vy,..., v, linear unabhéngig sind.

Zusatz: Wir geben ein Beispiel, dass die Aussagen
A vq,..., v, sind linear unabhéngig
B {v,...,v,} ist linear unabhéingig

nicht dquivalent sind. Dazu seien V = K, n = 2 und v; = vy = 1. Dann sind vy, v, linear
abhéngig (1-v; + (—1)vy = 0), aber {v, vy} = {1} ist linear unabhéngig wegen 1 # 0.

Dieses Beispiel zeigt also, dass die Implikation B = A im Allgemeinen falsch ist. Die Implikation
A = B gilt aber immer.



