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Aufgabe 56
Es sei Ry[x] der Vektorraum der Polynome mit Koeffizienten in R vom Grad < 2. E|Ferner sei
%: Ry[z] — Ry[z] die (formale) Ableitung, d.h., %(a2x2 + a1 + ag) = 2ayx + ay fiir ag, aq,
as € R. Bestimmen Sie die Matrix M (%; B;, B;) fiir folgende Basen:

(a) B, = (1,$,$2),

(b) By = (& — 1%,a% (a +1)?).
Losung:

Wir benutzen die gleiche Methode wie in der Losung von Aufgabe 54.
(a) Es gelten

d
%(1)=0=0~1+0-w+0-x2
d
%(x)=1:1'1+0-x+0-:c2
d
@(xQ):2x:0-1+2-x+0-x2.
Daher gilt
d 010
M(%;Blvb’l): 00 2
0 0 0
(b) Wir berechnen zunéchst
1)) =22
d
T
d
%($2):2m
d 2
—((z =2z +2.
T (@ +1)7) =22 +2

Nun miissen wir jedes f € {2z — 2,2z, 224+ 2} als Linearkombination von (z —1)%, 2%, (z + 1)
schreiben. Fiir a, b, ¢ € R gilt

a(z—1)? +bx* +c(z+ 1) = (a+ b+ )2* + (=2a + 2¢)z + (a + ¢).

Die Gleichung f = a(z —1)* + b2’ +c(z +1)* = (a+ b+ )2 + (—2a + 2¢)x + (a + ¢) liefert nun
durch Koeffizientenvergleich (warum diirfen wir dies machen?) ein lineares Gleichungssystem
fiir a, b, c. Wir miissen also drei lineare Gleichungssystem losen, deren linke Seiten aber ident
sind. Wir konnen sie daher simultan 16sen:

— 1722tz

1
1 110 00 1110007?2“3
2 0 2 2 92 9 B 0 4 -2 2 6 %
1 01 -2 0 2 101 -2 0 2
110 3 -1 -2 L, 010 2 0 -2

1 17 3  TZ7TZ 1 1 3

001—g 53 SN 001—g 53
100 -5 -5 3 Lo0 -5 -5 3

'R, [x] ist ein Unterraum von R[z], vergleiche Beispiel 4.12 in Prof. Kappels Skriptum.



Damit erhalten wir

d 9 3 2 2 1 2
L@ =20-2= 2@ -12+22%— “(z+1
Dy =2r-2= 2172 Lwry
d , o 1 2 2 1 2
L@ =2 = (-1 (et 1
dx(x) x 2(3: )'+0-x —1—2(9U+ )
d 9 1 2 2 3 2
— 1 =2 2=—(x—1)" -2 — 1
D=2 r2= L1727 1 D)
und damit
3 _1 1
M(-L. B, By 2 0 9
d.T7 29 P2 O 1 3
2 2 2
Aufgabe 57

Es sei V' ein 2-dimensionaler Vektorraum iiber einem Kérper K und T': V' — V eine lineare
Abbildung. Weiters sei B eine geordnete Basis von V und

a b

M(T;B,B)z(c d> mit a, b, ¢, d € K.

Zeigen Sie, dass T' genau dann bijektiv ist, wenn gilt ad — bc # 0.

Lésung:

Wir wissen, dass T’ genau dann bijektiv ist, wenn der Rang von T' gleich 2 ist. Weiters wissen
wir, dass der Rang von T' gleich dem Rang der Matrix M (T'; B, B) ist. Wir miissen daher nur
die Aquivalenz

mng(ccZ 2)22 <~ ad—bc#0

zeigen. Dazu unterscheiden wir die Fiille a # 0 und a = 0.

a # 0: Wir formen um:
a b *ﬁg@ a b
c d 0 ada—bc :

Wir wissen, dass sich der Rang bei dieser Umformung nicht dndert. Wegen a # 0 erhalten wir

d—2b
rang<z Z>:2<:>rang<g adlibc>:2<:> a4 " c#0<:>ad—bc7$0.

a=20:

rang(i Z>:2 = rang(S Z):2 — b#0und c#0 < —bc#0 £
<= ad —bc # 0.

Aufgabe 58

Bestimmen Sie alle Polynomfunktionen f: R — R vom Grad 3, fiir die gilt: f(1) =0, f(—-1) =1
und f'(2) = —1.

Lésung:

Wir machen den Ansatz f(z) = az® + ba® + cx + d fiir alle z € R mit zu bestimmenden a, b,
¢, d € R. Wir erhalten

0=f1)=a+b+c+d
l=f(-1)=—-a+b—c+d
—1=f"(2) =12a +4b+ ¢,



also ein lineares Gleichungssystem fiir a, b, ¢, d, das wir in bekannter Weise 16sen:

111 1 0 g 1 1 1 1 0 11 1 1 0
11 -1 1 1 ™o 2 o0 2 1 T g2 o0 2 1
12 4 1 0 -1 0 —8 —11 —12 -1 00 —11 —4 3
1
11 0 L 2 10 0o -4 _5 372
EET P T S s P S S S S
00 —11 —4 3 00 —11 —4 3
100 —& -2
o1o0 1 %
001 & -2
Also konnen wir d frei wiahlen und es gelten
4 5 1 4
a=—d——, b=—d+ -, ety 3
11 22 2 11 11

Damit haben sind die gesuchten Polynomfunktionen genau diejenigen, fiir die es ein d € R mit

Y I D S (I D S . &
f(x)—(lld 22)96 +(d+2>x —i—( 11d 11>x+d

fiir alle z € R gibt.

Aufgabe 59
Es sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K, und ¢: V — V eine lineare

Abbildung. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind (fiir 1 < k < n).
(a) Es existiert ein k-dimensionaler Unterraum W C V mit (W) C W.

(b) Es existiert eine geordnete Basis B von V, sodass die Eintrége der links oberen k x k-
Teilmatrix von M (p; B; B) gleich 0 sind. D.h., die Matrix hat die Struktur

k : :
M(p;B,B) = 0 ... 0 = *
n—k U
0 0 % ... =
—_— Y
k n—k
Lisung:

(a) = (b): es sei W C V ein k—dimensionaler Unterraum von V mit (W) C W. Wir
wiahlen eine geordnete Basis (vq,...,v;) von W und ergidnzen diese zu einer geordneten Basis

B = (v,...,0,Vks1,--.,0,) von V. Wir zeigen, dass M (p; B, B) die gewiinschte Gestalt hat.
Dazu sei i € {1,...,k}. Wegen ¢(v;) € W gibt es ay ..., a;; € K mit

QD(UZ) = al,ivl 4+ ... amvk = al’ivl + ... ak,ivk + 0- ’Uk+1 4+ ...+ 0- Uy -

Wir sehen, dass
ay;

A ;




die i—Spalte von M (p, B, B) ist. Da dies fiir alle i = 1,..., k gilt, hat M (¢, B, B) die gewiinschte
Gestalt.

(b) = (a): es sei also B = (vy,...,v,) eine geordnete Basis, sodass M (¢, B, B) die angegebene
Gestalt hat. Wir setzen W = [vq,...,v;]. Da (vq,...,v;) linear unabhéngig ist, ist (vy,...,vy)
eine Basis von W und es folgt dim(W) = k. Wir zeigen noch ¢(W) C W. Da jedes w € W eine
Linearkombination der vy,..., v, ist, geniigt es dazu ¢(v;) € W fiir ¢ = 1,...,k zu zeigen. Es
sei also i € {1,...,k}. Dann hat die i—Spalte von M(p, B, B) die Form

ay;
i
0
0
Es folgt
o(v;) = a0 + .. oag v + 0 v o+ 00, = a0+ ag v €W
Aufgabe 60
Bestimmen Sie den Rang von
1 3 5 —4 0
1 3 2 -2 1
A=11 -2 1 -1 -1
1 41 1 -1
0 -1 3 1 0
Lésung:
Wir verwenden wieder unsere Standardmethode:
1 3 5 —4 1 3 5 -4 0 1 3 5 -4 0
—Zl-‘rZQ
1 3 2 -2 1 -z+z3 0 0 -3 2 1 —225+Z4 o 0 -3 2 1
1 -2 1 -1 -1 2% o -5 4 3 -1 2% o 0 -19 -2 -1
1 41 1 -1 0 -7 -4 5 -1 0O 0 -2 -2 -1
0 -1 3 1 0 0 -1 3 1 0 0o -1 3 1 0
1 3 5 —4 0 s 1 3 5 —4 0
wtm 000 =3 2 1 ®®* 0 0 0 2 1
29 0 2 0 0 2T 0 0 -2 0 0
0O 0 —-28 0 O 0 0 0 0 0
0o -1 3 1 0 0o -1 3 1 0
1 3 5 —4 0
_ 0o -1 3 1 0
Zeilen \ﬂguschen 0 0 _99 0 0.
0 0 0 2 1
0 O 0 0 0

Wir sehen, dass die gegebene Matrix Rang 4 hat.



