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Aufgabe 45. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum über K mit Basis {b1, b2, . . . , bn}
und seien v1, v2, . . . , vk ∈ V Vektoren mit eindeutigen Darstellungen vi =

∑n
j=1 λijbj.

Zeige: (v1, v2, . . . , vk) ist linear unabhängig genau dann, wenn die Familie der Koordina-
tenvektoren 

λ11
λ12
. . .
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 ,

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 , . . . ,
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λk2
. . .
λkn


linear unabhängig in Kn ist.

Aufgabe 46. Sei M = {v1, v2, . . . , vn} ein Erzeugendensystem eines Vektorraums V .
Zeige: M ist eine Basis von V genau dann, wenn mindestens ein Vektor v ∈ V eine
eindeutige Darstellung als Linearkombination von v1, v2, . . . , vn hat.

Aufgabe 47. Wir betrachten die folgenden Unterräume des R4:

U = L
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
 , W =
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 ∈ R4

∣∣∣∣3x1 − 5x2 + 2x4 = 0

−x1 − 3x2 + 4x3 = 0

 .

Berechne Basen BU , BW , BU∩W und BU+W der Räume U , W , U ∩W , U +W , sodaß die
folgenden Relationen erfüllt sind:

BU

⊆ ⊆
BU∩W BU+W⊆ ⊆

BW

und stelle fest, in welchen dieser Räume der Vektor
[
0,−1, 0,−4

]
enthalten ist.

Aufgabe 48. Sei V ein Vektorraum und Ui ⊆ V Unterräume.

(a) Zeige:
(U1 ∩ U2) + (U1 ∩ U3) ⊆ U1 ∩ (U2 + U3)

(b) Gib ein Beispiel, in dem Gleichheit nicht gilt.
(c) Zeige: Wenn U2 in U1 enthalten ist, dann gilt Gleichheit.

Aufgabe 49. Zeige anhand eines Beispiels im R3:
Die Aussage

U = U1+̇U2+̇U3

ist nicht äquivalent zur Aussage

U = U1 + U2 + U3 ∧ U1 ∩ U2 = U1 ∩ U3 = U2 ∩ U3 = {0}

Aufgabe 50. Sei V ein Vektorraum der Dimension n and seien U und W zwei verschie-
dene Unterräume der Dimension n− 1. Zeige, daß dim(U ∩W ) = n− 2.


