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Zur Neufassung des Skriptums 2016/17:

Das ist die Neufassung eines Skriptums, das schon seit vielen Jahren meine
Vorlesung iiber Lineare Algebra 1 und 2 an der Karl-Franzens-Universitat Graz
begleitet.

Der Inhalt hat sich nicht wesentlich gedndert. Durch den Aufbau méchte ich mei-
ner Erfahrung Rechnung tragen, dass zu viele abstrakte Begriffe zu Beginn die
Anféingerinnen und Anfinger leicht verwirren kénnen, und dass die Intuition und
auch das klare Denken oft unter einem iiberwéltigenden Aufwand an Formalismen
ersticken. Daher entwickle ich in diesem Skriptum einen Teil der linearen Algebra
zuerst nur fiir den aus der Schulmathematik fiir kleine Dimensionen bekannten,
wenn nicht vertrauten, Raum R™ der n-dimensionalen Spaltenvektoren. Der Kopf
der Leserinnen und Leser soll zu diesem Zeitpunkt noch unbeschwert sein von ab-
strakten algebraischen Konzepten, und sich ganz auf die Funktionsweise der Vektor-
und Matrizenrechnung konzentrieren diirfen. Es bietet auch dieses Umfeld genug
Material, um Definieren und Beweisen zu iiben und den Zusammenhang zwischen
Lehrsdtzen und Rechenmethoden zu erfassen.

Natiirlich werden im weiteren Verlauf der Vorlesung im Sinne des Studienplanes
auch allgemeine Korper und der abstrakte Vektorraumbegriff einbezogen.
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0. EINLEITUNG 1

0. Einleitung

Willkommen in der Linearen Algebra, einem mathematischen Kerngebiet, das
seine Finger in fast alle Teilgebiete der Mathematik ausstreckt. Mit dieser Vorlesung
mochte ich Thnen Wissen und Verstéindnis fiir Vektoren und lineare Gleichungs-
systeme vermitteln. Vor allem mochte ich Thnen aber auch ein Bild mitgeben, wie
man Mathematik betreibt, wie eine mathematische Theorie gebaut ist, wie man sie
beweist, und wie man sie zu Papier bringt.

0.1. Mathematik verstehen. Mathematik kann und muss auf vielen ver-
schiedenen Ebenen verstanden werden, und daraus folgt auch, wie man sie lernen
muss: Mit einem wachen und flexiblen Geist, der an den Text aus vielen verschie-
denen Blickwinkeln herangeht. Die schlechte Nachricht zuerst: Und mit viel, viel
Arbeit und Miihe. Um eine halbe Seite Mathematik zu verstehen, kann man manch-
mal einen Tag lang sitzen. Bitte lassen Sie sich nicht entmutigen! Gerade dann, wenn
man den Widerstand eines Faches spiirt, findet ein intensiver Lernprozess statt.

0.1.1. Mathematik als Werkzeug. Sie kennen Mathematik wahrscheinlich vor
allem als ein Kompendium von Standardregeln, die man auf Standardprobleme
anwendet, um eine richtige Losung zu erhalten. Mathematik muss fiir den Benut-
zer, die Benutzerin ein zuverlissiges Werkzeug sein. Zu lernen gibt es verschiedene
Methoden, zum Beispiel, wie man ein Gleichungssystem 16st, wie man Matrizen
miteinander multipliziert, wie man eine Determinante ausrechnet und was sie be-
deutet. Diese Dinge trainiert man durch wiederholtes Uben, nicht zuletzt in den
Proseminaren zur Vorlesung.

0.1.2. Fachsprache. Mathematische Fachliteratur, auch dieses Skriptum, hat
ihre eigene, sphinxenartig steinerne Sprache: Texte sind in Definitionen, Sétze
und Beweise aufgebrochen. Die Sprache ist monoton, es wiederholen sich immer
wieder die Standardphrasen, an die Sie sich gewShnen werden. Alles ist auf Un-
missverstindlichkeit ausgerichtet. Die kleinen Worte (dann, dann und nur dann, es
gibt, es gibt genau ein, fiir alle, ...) sind sehr wichtig und diirfen nicht tiberlesen
oder beliebig gegen andere ausgetauscht werden. Diese Sprache lernen Sie gleich-
zeitig mit dem Nachvollziehen der Beweise, wenn Sie mathematische Texte, zum
Beispiel dieses Skriptum, genau durcharbeiten und sich immer wieder fragen: Wie
wiirde ich denselben Text formulieren? Warum verwendet die Autorin genau diese
umsténdliche Formulierung? Hétte ich wirklich mit meiner Formulierung dasselbe
gesagt, was im Skriptum steht, oder besteht ein feiner Unterschied? Enthélt mei-
ne Formulierung alles, was ein Leser, eine Leserin wissen muss, wenn er/sie nicht
bei mir riickfragen kénnen? Versuchen Sie gleich von Anfang an, alles was Sie an
mathematischen Inhalten ausdriicken wollen, korrekt auszudriicken. Jedes Zeichen,
das Sie setzen, jedes kleine Wort muss seine Bedeutung haben und bewusst gesetzt
sein. Vermeiden Sie langatmiges Herumreden. Schreiben Sie Ihre mathematischen
Gedanken auf, dann werden Sie ganz von selbst unnotige Phrasen weglassen.

0.1.3. Nachpriifbarkeit. Wir wollen Sie in dieser Lehrveranstaltung davon iiber-
zeugen, dass Sie selbst nachpriifen kénnen, ob unsere Theorien stimmen.! Bitte
glauben Sie mir nichts auler den Definitionen. Wenn ich eine Behauptung auf-
stelle, schulde ich Thnen einen Beweis. Das Wesentliche eines Beweises ist, dass er
von Behauptungen ausgeht, die bereits auf sicherem Boden stehen, und in kleinen
Schritten immer mehr Einsichten gewinnt, bis man sieht, dass die gewiinschte Aus-
sage unvermeidlich gelten muss. Wenn Sie Beweise verstehen wollen, brauchen Sie
mehrere Durchgénge.

LSchon deshalb, weil in diesem Skriptum immer wieder Tippfehler gefunden werden, und
wenn ich einen korrigiert habe, wachsen zehn neue nach, wie die Képfe der Hydra selig.
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(1) Zunichst fragen Sie sich: Was soll bewiesen werden? Kenne ich die Defi-
nitionen der Objekte, von denen die Rede ist? (Bei Bedarf nachschlagen.)
Welche Voraussetzungen werden gemacht?

(2) Dann ein sorgfiltiges Durcharbeiten von vorne nach hinten. Fragen Sie
sich bei jedem Schritt: Warum darf denn die Autorin das behaupten?
Wissen wir das schon, und woher?

(3) Wenn Sie sich iiberzeugt haben, dass der Beweis korrekt ist, sollten Sie
ihn nach folgenden Gesichtspunkten wiederholt durchlesen: Was sind die
entscheidenden Ideen, die Wendepunkte im Beweis, und was ergibt sich
einfach automatisch durch Nachrechnen.

(4) An welchen Stellen werden die Voraussetzungen gebraucht? Werden wirk-
lich alle Voraussetzungen benttigt?

Lesen Sie die Definitionen sehr genau und lernen Sie sie auswendig, dass Sie nicht
immer nachschlagen miissen, woriiber wir reden. Merken Sie sich aber die Beweise
nicht durch Auswendiglernen, sondern indem Sie sich die grofien Linien des Ge-
dankengangs, die grundlegenden Ideen, merken, und iiben Sie, bei geschlossenem
Skriptum den Beweis in eigenen Worten aufzufiillen und nachzuvollziehen. Nehmen
Sie sich die Miihe und schreiben Sie Thren Beweis exakt aus, oder erzidhlen Sie ihn
einer/m KollegIn. In der Mathematik hat man nur das verstanden, was man auch
exakt aussprechen kann. Féllt Thnen ein anderer, kiirzerer oder eleganterer Beweis
ein? Hat die Verfasserin Fehler gemacht?? Arbeiten Sie bitte in kleinen Schritten,
Beweis fiir Beweis. Es ist schwer, gerade am Anfang, Ubersicht iiber ein ganzes
Kapitel oder auch nur mehrere Seiten zu behalten.

0.1.4. Theorie mit Hohepunkten. Mathematik baut strukturierte Theorien. Es
gibt zentrale Begriffe und Kernsétze, die Einsichten, um deretwillen die Theorie
entwickelt wurde. Und es gibt viele Hilfssétze und Hilfsbegriffe, die helfen, sich zu
den Beweisen der Kernsiitze hochzuarbeiten. Wenn Sie einen Abschnitt durchge-
arbeitet haben, fragen Sie sich: Was sind die wesentlichen Begriffe und Aussagen
des Kapitels, was ist die Pointe? Wie greifen die Aussagen des Kapitels ineinander?
Wie baut das Kapitel auf vorigen Abschnitten auf?

0.1.5. Abstraktion. Mathematische Fachliteratur ist meist sehr abstrakt gehal-
ten. Das heiflt, es wird iiber die betrachteten Objekte so wenig wie moglich voraus-
gesetzt. Warum soll man fiir die reellen und komplexen Zahlen zweimal dasselbe be-
weisen, wenn man in Wirklichkeit nur ein paar Eigenschaften der Grundrechnungs-
arten braucht, die fiir beide Zahlenmengen gleich sind. Also reden wir von Korpern.
Warum soll man eine Ebene oder den dreidimensionalen Raum getrennt betrachten,
und gelten nicht auch dieselben Prinzipien im sechsdimensionalen Raum? Selbst
Funktionen lassen sich als Vektoren auffassen, und auf diese Weise kann man Ideen
der Geometrie auf Aufgaben iibertragen, in denen die gesuchten Objekte Funktio-
nen sind (zum Beispiel das Geschwindigkeitsfeld in einer stromenden Fliissigkeit).
Auch wenn Sie zu Beginn eher den Eindruck haben werden, dass die Abstraktion
eine Last ist, und sie Ihnen vielleicht sogar wie eine aufgeblasene akademische Sei-
fenblase vorkommen mag: Wenn Sie im Studium fortschreiten, werden Sie immer
mehr den Nutzen der Abstraktion schétzen lernen. Mit ihr kann man komplizierte
Aufgaben behandeln, als wiren sie einfach, weil sie einfach sind, wenn man sich
auf das Wesentliche beschrankt und verwirrende Details weglassen kann. Fiir den
Anfang ist wichtig, dass Sie sich daran gewohnen, zwischen den Abstraktionsebenen
hin und her zu schalten. Wenn Sie einen Satz iiber einen allgemeinen Vektorraum
lesen, fragen Sie sich: Was bedeutet dieser Satz in einer Ebene oder im dreidimen-
sionalen Raum? Versuchen Sie sich, den Sachverhalt durch eine Zeichnung klarer zu

2Das kommt leider vor. Bitte um ein e-Mail, wenn Sie einen Fehler finden!
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machen. Verbirgt sich hinter dem mathematischen Formalismus vielleicht eine sehr
einleuchtende Einsicht, die unsere Vorstellung von Raum und Ebene anspricht?
Wenn Thnen Ihre Intuition einen Sachverhalt nahelegt, der im dreidimensionalen
Raum gilt, kénnen Sie auch versuchen, ob Sie diesen Sachverhalt im allgemeinen
Vektorraum beweisen kénnen. Gilt er immer, oder brauchen Sie vielleicht Zusatz-
bedingungen, die nicht jeder Vektorraum erfiillt?

0.2. Der mathematische Lésungsprozess.

Ich bin manchmal gefragt worden, wie ich in einem so trockenen Beruf iiber-
leben kann. Die Antwort ist: Mathematik ist eine kreative Tétigkeit, weit entfernt
von trocken. Mathematik ist fiir mich Wahrnehmen von Strukturen. Sehen ist keine
maschinelle Tétigkeit, sondern ein Vorgang, der grofle Teile der Seele mit einbezieht,
auch solche, die sich dem reinen Verstand entziehen.

Ich gehe jetzt bei meiner Beschreibung der schopferischen Arbeit davon aus,
dass Sie allein sind, und dass in der Ihnen zugénglichen Literatur die Losung nicht zu
finden ist, oder dass Sie darauf aus sind, das Beispiel allein zu 16sen. Aber Sie wissen
ja: Lesen und Diskussion mit Kolleglnnen machen Freude und sind unverzichtbare
Quellen auf dem Weg der Wissenschaft.

Man darf sich den mathematischen Lésungsprozess nicht vorstellen, wie er leider
oft in den Schulen eingepaukt wird, ndmlich dass fiir eine oftmals geiibte Musterauf-
gabe einfach das richtige Rechenverfahren eingeschaltet wird. Meist stehen wir ja
vor Fragen, fiir die wir (zumindest selbst) noch kein Standardmuster zur Verfiigung
haben. Ich werde jetzt versuchen, den Losungsprozess in Phasen aufzuteilen. Er
lauft aber meistens nicht so linear ab. Immer wieder muss man von einer Phase in
eine frithere zuriickspringen. Einsicht ist ein Kreisprozess, eine Art Volleyballspiel
zwischen den kreativen und den ordnenden Kréften im Kopf.

0.2.1. Aufgabenstellung kliren: Oft ist dieser Abschnitt eine Routineaufgabe:
Man {iberpriift, wie die Objekte definiert sind, und was die Aussage bedeutet, die
man beweisen will. Manchmal hat man aber nur eine vage Vorstellung, dass ein
bestimmter Sachverhalt gelten miisste, und muss selbst erst suchen, in welcher
Form man ihn in einen mathematischen Satz gieflen kann, wie man seine Objekte
definieren muss, und welche Voraussetzungen passend sein kénnten. In diesem Fall
ist schon die Klarung der Aufgabenstellung ein Stiick der Suchphase.

0.2.2. Suchphase: Das ist der eigentlich schopferische Teil, fiir den es natiirlich
kein Patentrezept gibt. Wichtigste Spielregel ist, dass sich die Assoziationen frei
entfalten diirfen. Alle Routinearbeiten werden fiir spéter aufgeschoben, jetzt sind
nur die Aspekte interessant, die neue Ideen brauchen.

Man lésst alle Ideen an sich heran, und frégt sich dann: Hilft mir das? Hier sind
einige Beispiele von Fragen, die man sich stellen kann, wenn man noch gar keine
Vorstellung von einer moglichen Losung hat:

- Was weiss ich tiber die Objekte, von denen die Rede ist? Welche Sétze
kenne ich iiber sie?

- Kéme ich mit zuséatzlichen Voraussetzungen weiter, oder wenn ich in ei-
ner einfacheren Situation wire, etwa in der Ebene statt im abstrakten
Vektorraum?

- Kann ich eine Zeichnung machen? Was sagt mir meine Intuition?

- Kenne ich einen Satz, der dhnlich klingt wie der, den ich beweisen mochte?
Wie wird er bewiesen? Wie unterscheidet er sich von meinem Problem?

- Kann ich mein Problem umformulieren, so dass es in eine mir bekannte
Theorie fallt?
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- Was muss noch gelten, wenn meine Behauptung wirklich stimmt? Was
muss gelten, wenn sie nicht stimmt? Kann ich indirekt vorgehen?

- Stimmt meine Behauptung iiberhaupt? Gibt es ein Gegenbeispiel?

- Ich glaube, ich konnte die Aussage XXX beweisen. Wiirde mir die bei
meinem Problem helfen?

Irgendwann fiigen sich dann die vielen Gedanken zu einem Bild zusammen, in
dem sich ein Weg abzeichnet. Versuchen Sie jetzt, diesen Weg zu gehen. Wo bleibt
man héingen, welche Hiirden miissen noch genommen werden? Am Ende schlie3t
sich vielleicht ein zusammenhingender Weg von den Annahmen zur Aussage, oder
vielleicht steht auch ein Gegenbeispiel da. Vielleicht kommt man auch zu keinem
Ergebnis. Das ist in der Wissenschaft ganz normal. Wenn man alles beweisen kénn-
te, was man will, wiren Beweise ja sinnlos. Die vielen Irrwege sind ein wichtiger
Teil der Erkenntnis.

Schmierpapier und Bleistifte sind die wertvollsten Ressourcen fiir schopferi-
sche MathematikerInnen. Vielleicht miissen Sie sich, wie ich musste, erst daran
gewohnen, auf Bléttern zu schreiben, auf denen schon viel durchgestrichen ist. Skiz-
zieren Sie ihre Gedanken ruhig in allen Ecken und verbinden Sie sie mit Pfeilen quer
iiber das Blatt. Radieren Sie nicht, streichen Sie einfach durch. Geniessen Sie es,
auf einem Stiick Papier ein Chaos zu inszenieren.

Wenn Sie sich festfahren und hiangen bleiben, unterbrechen Sie und machen Sie
eine Runde durch den Stadtpark oder sonst etwas Lockerndes, das Thnen gut tut. In
solchen Pausen tauchen oft schlagartig iiberraschende Einsichten auf. Schopferische
Arbeit ist ein Wechselspiel zwischen hochster Konzentration und Entspannung.

0.2.3. Ordnungsphase: Wenn die Losung der Aufgabe gefunden ist, wird sie
dokumentiert. Sie wird noch einmal systematisch ausformuliert. Ich habe (unpu-
blizierte) Skizzen aus meiner mathematischen Sturm- und Drangzeit, die ich heute
selbst nicht mehr verstehe, weil ich verabsdumt habe, sie nachvollziehbar hinzu-
schreiben. Oft merke ich auch beim sorgfiltigen Hinschreiben, dass meine Gedanken
noch Liicken haben, die zu schlieflen sind.

Um gut zu schreiben, miissen Sie nur einen Satz befolgen: Stellen Sie sich bitte
immer, wenn Sie schreiben, einen Menschen vor, fiir den Sie schreiben.

Schreiben Sie alles, was diese Person zum Versténdnis IThrer Gedanken braucht.
Verwirren Sie die LeserInnen nicht mit unnétigen Worten. Ordnen Sie den Text so,
dass sich der Inhalt fiir die LeserInnen erschliefit, ohne dass sie im Text sténdig vor
und riickwérts springen miissen.

Schreiben Sie einen Beweis moglichst so auf, dass Sie die Leser vom Bekann-
ten zum Unbekannten fithren. In der Suchphase geht es oft genau umgekehrt: “Ich
mochte beweisen, dass XXX gilt, also muss ich zeigen, dass YYY gilt, also muss
ich zeigen ...”. Das ist zwar korrekt, aber anstrengend zu lesen, weil jede noch
nicht bewiesene Aussage im Kopf des Lesers sozusagen mit einem roten Warnschild
“Weiss ich aber noch nicht” gespeichert wird, und ein Gefiihl von Unsicherheit ver-
ursacht. Kennzeichnen Sie deutlich Behauptungen, die noch zu zeigen sind, und
orientieren Sie die LeserInnen iiber Ihre Strategie. (z.B., “Wir zeigen zunéichst,
dass die Behauptung XXX in endlichdimensionalen Vektorrdumen gilt. Der unend-
lich dimensionale Fall wird dann daraus gefolgert.” oder “Wir fiihren den Beweis
indirekt. Sei also die Behauptung XXX falsch ...”) Wenn Sie fiir Thren Beweis
Resultate brauchen, die schon bekannt sind, geben Sie Zitate, wo man diese Resul-
tate mit Beweis nachschlagen kann. Ganz einfache Schritte kénnen Sie auslassen,
wenn Sie von der Leserschaft ausreichend Vorkenntnisse erwarten. (z.B., “Beweis
als Ubung.”) Wenn Thnen aber andere AutorInnen solche Stellen vorsetzen, {iber-
priifen Sie bitte, ob der Beweis wirklich so leicht ist. Manchmal besteht die einfache
Ubung im Aufdecken eines fundamentalen Denkfehlers!
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Am Ende der Ordnungsphase liegt das Ergebnis Ihrer Arbeit vor Thnen, jeder-
zeit nachvollziehbar fiir Sie und andere. In diesen schon aufgeschriebenen Resultaten
sieht man oft nicht mehr die Miihe und auch nicht die Motivationen der Suchpha-
se. Daher ist der Stil der mathematischen Literatur gut fiir die Dokumentation,
als Lernende/r hitte man manchmal gern mehr Einblick auch in die Irrwege der
schopferischen Phase. Aber welche AutorInnen lassen sich schon gerne in die Karten
gucken.

0.3. Ein paar allgemeine Tipps fiir die Arbeit.

0.3.1. Offen sein. Das ist vielleicht der beste und wichtigste Rat, den ich Ih-
nen mitgeben kann. Seien Sie offen und neugierig dem Studium gegeniiber. Freuen
Sie sich, dass Sie jetzt Mathematik betreiben kénnen wie die “Groflen”, und dass
Sie in eine viel weitere, vielfiltigere Gedankenwelt eingetreten sind, als Sie es sich
wahrscheinlich ertraumt héatten.

Sie miissen und sollen nichts wegwerfen, was Sie aus der Schule mitgebracht
haben. Richtige Mathematik bleibt richtig. Aber klammern Sie sich auch nicht
dngstlich an den Methoden fest, die sie in der Schule gelernt haben, probieren Sie
aus, was wir hier anders machen, und machen Sie sich selbst ein Bild, wie Sie gerne
arbeiten. Lassen Sie sich ruhig auf die ungewohnte Form der Mathematik ein! Sie
sind gut in der Schulmathematik, sonst héitten Sie ja nicht dieses Fach gewéhlt. Sie
werden auch gut in der Hochschulmathematik sein. Sie kénnen nur dazugewinnen,
und was Sie schon kénnen, kann Thnen niemand nehmen.

0.3.2. Vorlesung. Vorweg, der Besuch der Vorlesung ist nicht verpflichtend, und
auch wenn es fiir mich angenehm ist, wenn ich piinktlich anfangen kann, wird Sie
niemand fragen oder gar bose ansehen, wenn Sie einmal erst spiter dazukommen
oder frither gehen miissen.

Die Vorlesung sollte eigentlich Vordenkung heiflen. Ich méchte vor Thnen den
Stoff entstehen lassen, mit der richtigen Sprache, der richtigen Argumentation, und
— unabsichtlich — den gelegentlichen Fehlern, die mit der Entwicklung einer Theo-
rie einhergehen. Sie sollen Gelegenheit haben, simultan mitzudenken, und sofort zu
fragen, wenn Ihnen ein Gedankengang unklar ist. Trauen Sie sich! Fragen sind will-
kommen und zeigen, dass Sie bei der Sache sind. Ich erkléire gern einen Sachverhalt
ein zweites Mal mit anderen Worten, und wenn es sein muss, auch 6fter.

Das Tempo der Vorlesung kénnen Sie mitbestimmen. Bitte bremsen Sie mich
ruhig, wenn ich fiir Sie zu schnell vorgehe, und treiben Sie mich an, wenn es lang-
weilig wird. Und weisen Sie mich auch hin, wenn meine Stimme zu leise oder meine
Handschrift, sagen wir wertfrei und politically correct, kreativ wird. In einer Vor-
lesung sind Sie im Hérsaal keinerlei Priifungen ausgesetzt. Wenn ich Fragen in die
Horerschaft richte, so nur, um Sie zum Mitdenken zu animieren, oder um ein Bild
zu bekommen, wieviel Sie verstehen.

Niemand kann von Thnen erwarten, iiber den Stoff in allen Details auf dem
Laufenden zu sein, obwohl ein gewisses Mafl an Mitlernen Thnen spéter viel Arbeit
spart und Sie von der Vorlesung mehr haben. Damit Sie verstehen konnen, was
vorgetragen wird, sollten Sie die Definitionen geldufig haben, und eine Vorstellung
haben, um welche Kerninhalte es zur Zeit geht. Die Beweise miissen Sie nicht von
Stunde zu Stunde parat haben.

Es gibt zwei hervorragende Moglichkeiten, mit denen Sie fiir sich den Wert der
Vorlesung zunichte machen kénnen. Selbstverstdndlich verbietet Thnen niemand,
gelegentlich ein Wort mit Thren NachbarInnen zu tauschen, solange das nicht per-
manent geschieht, und so leise, dass nicht andere ZuhorerInnen gestort werden. Aber
immer wenn Sie Thre Aufmerksamkeit von der Mathematik abziehen, geht Thnen der
Fluss der Argumentation verloren. Ubrigens miissen in einer Mathematikvorlesung
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die Tafeln sehr oft geloscht werden, und die Pausen, die dabei entstehen, sind auch
fiir Sie Entspannungs- und Gespréchspausen, und fiir mich eine Erholungsphase fiir
die Stimme.

Die zweite Moglichkeit der Ressourcenverschwendung ist das kalligrafische Mit-
schreiben. Der ganze Stoff der Lehrveranstaltung liegt detailliert ausgearbeitet in
diesem Skriptum vor Thnen. Sie brauchen also als eigene Mitschrift nur einige we-
nige Notizen, die Sie vielleicht sogar in dieses Skriptum dazuschreiben koénnen,
wenn Sie es einseitig ausdrucken. Wenn Sie eine Mitschrift auf Schonschreiben, mit
sauberen Unterstreichungen, eingerahmten Sétzen und mehreren Farben fiithren,
verschwenden Sie alle Konzentration und Zeit auf die &uflere Form. Was Thnen aber
die Vorlesung iiber das Skriptum hinaus bieten kann und soll, ist die Erfahrung und
die Ubung im Mitdenken.

0.3.3. Proseminar. Die Proseminare dienen dazu, dass Sie selbst versuchen, ei-
genstéindig Aufgaben zu 16sen, die mit dem Stoff der Vorlesung Hand in Hand gehen.
Darunter finden sich Routineaufgaben, in denen die Anwendung der gelernten Re-
chenverfahren geiibt wird, und leichte Beweisaufgaben, damit Sie den Umgang mit
den Begriffen und das mathematische Argumentieren iiben. Immer wieder dazwi-
schen kommt auch einmal eine schwierigere Aufgabe. Wenn Sie zu denen gehéren,
denen das Fach leicht fallt, werden Sie Spafl daran haben, wenn man Sie ein wenig
herausfordert.

Es besteht immanenter Priifungscharakter, das heifit, Sie miissen bei der Lehr-
veranstaltung anwesend sein, denn die Leistungen, die Sie im Horsaal erbringen,
tragen zumindest teilweise zur Gesamtnote bei. Es ist durchaus nicht unerwiinscht,
wenn Sie die Hausiibungsbeispiele gemeinsam mit Kolleglnnen vorbereiten, aber
diskutieren Sie sie in diesem Fall so weit aus, bis alle TeilnehmerInnen das Beispiel
auch verstanden haben. Wenn Sie an die Tafel kommen und etwas vortragen, das
Sie gar nicht verstehen, findet das die/der Lehrende schnell heraus, und Sie miissen
mit Punkteabzug rechnen. Sonst gilt: Natiirlich haben Sie das Recht auf Fehler. Es
kommt einfach vor, dass man ein Beispiel fehlerhaft vorbereitet, leider geht mir das
auch in der Vorlesung manchmal so. Wenn der Ubungsleiter, die Leiterin, in Threr
Losung einen Fehler aufdeckt, wird er/sie vielleicht versuchen, Sie auf den richtigen
Gedanken hinzulenken. Denken Sie mit und lassen Sie sich ruhig fithren. Sie lernen
dabei gleich die unschéitzbare Fahigkeit, ein bisschen zu improvisieren.

Ich mochte Thnen empfehlen, Proseminar und Vorlesung moglichst zugleich zu
besuchen. In allen Fragen, welche die Proseminare betreffen, wenden Sie sich bitte
an den Leiter / die Leiterin der Ubungsgruppe, der Sie zugeteilt sind. Ich selbst bin
fiir das Proseminar nicht zustéindig, und habe keinen Einfluss auf die Ubungsleite-
rInnen. Sie arbeiten autonom und eigenverantwortlich.

0.3.4. Tutorium. Es wird auch ein Tutorium angeboten. Dieses ist formlos und
wird, damit fiir Sie die Schwellenangst moglichst gering ist, von Studierenden ge-
halten. Es soll Thnen helfen, Schwierigkeiten zu iiberbriicken, die in Vorlesung oder
Proseminar fiir Sie aufgetreten sind. Sie kénnen mit Thren Fragen zu Vorlesung und
Proseminar in das Tutorium kommen, oder auch einfach zuhodren, was sonst im
Tutorium geschieht.

0.3.5. Fachbiicher. Diese Vorlesung folgt weitgehend dem Taschenbuch Lineare
Algebra von Gerd Fischer, Springer-Vieweg Verlag 2014. Es ist ein gut ausgereiftes
und sorgféltig geschriebenes Lehrbuch, das inzwischen seine achtzehnte Auflage er-
lebt. Ich empfehle Thnen auch, in der Bibliothek des Institutes fiir Mathematik an
der KFU am Standort fiir Lineare Algebra zu schmokern. Vieles wird jetzt noch
weit iiber Threm Horizont liegen, aber es gibt auch sehr gut erklidrte Anfinger-
lehrbiicher. Mir selbst gefallen zum Beispiel die Biicher von Klaus Jénich und von
Gilbert Strang. Bldttern Sie auch ruhig in englischsprachiger Fachliteratur. Die
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Schwierigkeit der Fremdsprache wird oft wett gemacht, indem englisch schreibende
VerfasserInnen typischerweise mehr Wert auf Verstidndlichkeit und gute Erklérung
legen.

0.3.6. Fragen kommen. Wenn Sie mit dem Verstdndnis anstehen, oder auch
allgemeine Fragen oder Wiinsche zur Vorlesung haben, scheuen Sie sich nicht, fan-
gen Sie mich nach der Vorlesung ab, oder klopfen Sie bei mir an. Das gilt natiirlich
auch fiir Fragen, auf die Sie spéter beim Lernen auf die Priifung stossen. Sie sind
willkommen, ich gebe Ihnen gerne Auskunft. Das Schlimmste, was passieren kann,
ist dass ich gerade nicht da bin oder keine Zeit habe. Wenn Sie mich ganz sicher
erreichen wollen, machen Sie am besten einen Termin iiber e-Mail aus.

0.3.7. Gemeinsam lernen. Es ist ein guter Tipp, sich mit Kolleglnnen zusam-
men zu tun und gemeinsam zu lernen. Erstens kann man sich erzédhlen, was in
den Lehrveranstaltungen geschehen ist, die jemand versdumt hat. Es ist auch gut,
beim Lernen und Verstehen des Stoffes miteinander zu diskutieren. Vier oder sechs
Augen finden schneller den springenden Punkt als zwei. Wenn Sie sich gegenseitig
beim Lernen auf die Priifung unterstiitzen, lassen Sie sich von der Kollegin oder
dem Kollegen den Stoff genau und unmissverstéindlich erzédhlen, damit Unklarhei-
ten aufgedeckt werden konnen, und auch die Fahigkeit zum exakten sprachlichen
Ausdruck trainiert wird. Geben Sie bitte als Zuhorende/r nicht Ruhe, bis alles sau-
ber und unmissverstindlich ausformuliert ist. “Ich weiss eh schon, was Du meinst”
hilft dem Lernpartner nicht.

0.3.8. Priifungen und Noten. Ich werde die Vorlesungen Lineare Algebra 1 und
2 schriftlich priifen, um mit der TU einheitlich vorzugehen und auch wegen der
groflen Studierendenzahlen . Es wird fiir jede der beiden Vorlesungen 6 Termi-
ne geben, der erste davon gleich nach Ende der Lehrveranstaltungen, die anderen
verstreut iiber ein Jahr. Mustertests, an denen Sie sehen kénnen, wie meine Priifun-
gen aufgebaut sind, werden rechtzeitig vor den ersten Priifungsterminen auf meiner
Homepage angeboten werden. Bitte unterschitzen Sie nicht die Schwierigkeit der
Priifungen an der Hochschule. Normalerweise reichen nicht bloss wenige Tage aus,
sondern man braucht mehrere Wochen, um den umfangreichen und schwierigen
Stoff zu bewiltigen.

Gar nicht wenige von Thnen sind anfangs ziemlich enttéduscht, wenn Sie auf
der Hoheren Schule stets gewohnt waren, in Mathematik zu glanzen, und nun auf
der Universitét vielleicht nur im Mittelfeld abschneiden, oder sich iiberhaupt sehr
schwer tun. Lassen Sie sich nicht entmutigen! Waren Sie in Threr Klasse eine/r der
wenigen, fiir die ernsthaft ein Mathematikstudium in Frage gekommen ist, so finden
Sie sich jetzt unter lauter Kolleglnnen, die auch Mathematik gewéhlt haben. Das
ist ein ganz anderer Konkurrenzdruck. Es ist absolut ok, nicht der/die Beste zu
sein.

Die ersten Schritte des Mathematikstudiums sind oft von einer Art Kultur-
schock begleitet. Wenn man dann zu begreifen beginnt, wo der Kern des mathe-
matischen Denkens liegt, 6ffnet sich das sprode Fach. Ich wiinsche Thnen, dass Sie
nicht nur immer tiefer in das Verstéindnis der Mathematik vordringen, sondern da-
bei auch etwas von der Begeisterung und Faszination erleben, mit der Mathematik
fiir mich und viele verbunden ist. Viel Erfolg und Freude im Studium!

Ein herzliches Dankeschén: Viele, viele Studierende haben die vorigen Ver-
sionen des Skriptums sorgféltig gelesen und mir Listen von Verbesserungsvorschlagen
und Tippfehlern zukommen lassen. Thnen allen moéchte ich an dieser Stelle meinen
herzlichen Dank aussprechen!






KAPITEL 1

Matrizenrechnung

In unserem ersten Kapitel befassen wir uns mit der linearen Algebra {iber den
reellen Zahlen und in endlich dimensionalen Vektorrdumen. Obwohl vieles in diesem
Kapitel in viel allgemeineren Situationen anwendbar ist, wollen wir zu Beginn nicht
allzu viele neue Begriffe einfithren, damit Sie sich auf das Wesentliche konzentrieren
konnen, und nicht unter einem Berg von Abstraktion den anschaulichen Zugang
verlieren.

1. Notation

1.1. Zahlen, Vektoren, Matrizen.
Wir fixieren zunéichst einige Schreibweisen, die wir im Laufe der Vorlesung
immer wieder brauchen werden:

VEREINBARUNG 1.1.1.

(1) Die Menge der natiirlichen Zahlen ist N = {1,2,3,---}.!

(2) Die Menge der ganzen Zahlen ist Z = {0,1,—1,2,—-2,---}.

(3) Die reellen Zahlen sind alle Zahlen der Zahlengeraden, also 0 sowie alle
positiven und alle negativen Zahlen, die eine Lange bezeichnen kénnen.
Die Menge der reellen Zahlen schreiben wir R.

Beachten Sie bitte, dass die obige Vereinbarung viel zu vage fiir eine mathematische Definition
wére. Wir gehen davon aus, dass Sie mit den Zahlen und den Grundrechnungsarten vertraut
sind. Natiirlich gibt es einen mathematisch exakten Aufbau des Zahlensystems. Wenn man fiir die
natiirlichen Zahlen einige grundlegende Axiome voraussetzt, kann man die anderen Zahlenmengen,
die Grundrechnungsarten darin und ihre Eigenschaften streng formal konstruieren. Speziell die
Konstruktion der reellen Zahlen, wenn man einmal die Bruchzahlen hat, ist ziemlich genial und
trickreich. Das wiirde uns aber hier zu weit von unserem Thema abbringen.

Matrizen und Vektoren werden uns viel Schreibarbeit ersparen und helfen, die lineare Algebra
iibersichtlich zu gestalten. Vorlaufig fithren wir sie einfach als Schreibweise ein. In Wirklichkeit
sind sie mathematische Objekte, mit denen man rechnen kann, fast wie mit Zahlen. Sie bilden das
Riickgrat der linearen Algebra.

DEFINITION 1.1.2. Ein n-dimensionaler Spaltenvektor iiber R besteht aus n
reellen Zahlen, welche in einer Spalte untereinander angeordnet sind:

o5}
fin

Die Menge der n-dimensionalen Spaltenvektoren iiber R bezeichnen wir mit R™.

1Achtung7 manche Autoren zidhlen auch 0 zu den natiirlichen Zahlen.

9
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DEFINITION 1.1.3. Eine (m x n)-Matrix iiber R ist ein rechteckiges Schema, in
dem in m Zeilen und n Spalten reelle Zahlen angeordnet sind:

(0575 R a1n

;
(ai,j)i:an,j:lmn =
Qm 1 Qm n
Die Menge aller (m x n)-Matrizen iiber R bezeichnen wir mit R™*™.

Im Gegensatz zu einer Matrix oder einem Spaltenvektor bezeichnen wir eine einzelne
reelle Zahl auch als einen Skalar.

Wir werden zur Bezeichnung von Skalaren griechische Kleinbuchstaben verwen-
den. Bitte machen Sie sich im Lauf der Vorlesung mit dem griechischen Alphabet
vertraut:

alpha A o |ny N v
beta B g |xi = ¢
gamma [I' v |omikron O o
delta A 5 | pi n =
epsilon E € ¢ | rho )
zeta Z (¢ |sigma Y o
eta H n |tau T T
theta © 0,9 |ypsilon Y w
iota I ¢ | phi D P, 0
kappa K Kk | chi X x
lambda A A | psi vy
my M  p | omega 2 w

1.2. Mengen.

Will man die Mengenlehre axiomatisch auf ein solides Fundament stellen, muss
man sehr diffizile logische Probleme 16sen. Mit unserer naiven Vorstellung: “Eine
Menge ist eine Zusammenfassung irgendwelcher Element zu einem Ganzen” laufen
wir sehr schnell in Widerspriiche:

BEISPIEL 1.2.1 (Russelsche Antinomie). Sei M die Menge aller Mengen, die
sich selbst nicht als Element enthalten.

Die harmlos scheinende Definition verfingt sich in Widerspriiche, wenn wir
entscheiden sollen, ob M selbst ein Element von M ist:

Sei M € M. Die Menge M enthilt nur Elemente, die sich selbst nicht als
Element enthalten. Weil aber M € M vorausgesetzt wurde, kann also M
kein Element von M sein.

Sei M ¢ M. Nach Definition von M muss also M zu den Elementen von
M gehoren.

Wie man es dreht, es kommt immer ein Widerspruch heraus. Die Definition von M
liefert keine sinnvolle Menge!

Trotz dieser Gefahren kénnen wir ruhig fiir diese Vorlesung und fiir weite Berei-
che der Mathematik mit unserer naiven Vorstellung fortfahren. Wir wenden keine so
starken Mittel der Mengenlehre an, wir definieren keine so komplizierten Mengen,
dass wir auf die Feinheiten der Axiomatik achten miissen. Dieses Kapitel soll nur
die Schreibweisen festlegen, mit denen wir arbeiten. Wir gehen auf die Problematik
der Mengentheorie nicht ein.
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VEREINBARUNG 1.2.2. Seien a, b, ¢, - - - irgendwelche Objekte, und sei A(z) eine
Aussage, die man iiber ein Objekt x machen kann, und die dann wahr oder falsch
sein kann. Wir fithren folgende Mengenschreibweisen ein:

(1) {a,b,c,---}ist die Menge, die die Objekte a, b, c usw. enthilt (aufzéhlende
Mengendeklaration).

(2) {x| A(z)} ist die Menge aller Objekte z, fiir die die Aussage A(z) wahr
ist (beschreibende Mengendeklaration).

Die in einer Menge M enthaltenen Objekte nennen wir die Elemente von M. Ist x
ein Element von M, schreiben wir z € M. Die Menge, die gar kein Element enthélt,
heifit die leere Menge (.

Hier haben wir uns nicht getraut, von einer Definition zu reden. Mathematisch ist das alles
sehr verschwommen. Was sind “irgendwelche Objekte”?

VEREINBARUNG 1.2.3. Seien A und B zwei Mengen. Wir sagen, A ist eine
Teilmenge von B (A C B, B ist eine Obermenge von A, B O A), wenn jedes
Element aus A auch in B enthalten ist.

A ist eine echte Teilmenge von B, wenn A eine Teilmenge von B ist und A # B
gilt. Wir schreiben auch A C B.

Achtung: Die Notation A C B ist mehrdeutig. Manche Autoren verwenden sie fiir
alle Teilmengen, manche nur fiir echte Teilmengen.

VEREINBARUNG 1.2.4. Seien A, B, A1, Ay, - - - Mengen. Wir verwenden folgende
Bezeichnungen:

AN B Durchschnitt von A und B: Die Menge aller Elemente, die sowohl in A als
auch in B liegen.
AU B Vereinigung von A und B: Die Menge aller Elemente, die in A oder B
oder beiden liegen.
A\ B Differenzmenge. Die Menge aller Elemente von A, die nicht in B liegen.
;= A; Durchschnitt aller A;. Die Menge aller Elemente, die in jedem A; enthalten
sind.
U;’il A; Vereinigung aller A;. Die Menge aller Elemente, die mindestens in einem
A; enthalten sind.
A x B Produktmenge. Menge aller geordneten Paare (a,b) mit a € A und b € B.

2. Lineare Gleichungssysteme

2.1. Grundbegriffe.

BEISPIEL 2.1.1. Wir geben hier ein Beispiel fiir ein lineares Gleichungssystem
von 3 Gleichungen in 3 Unbekannten:

08 + 12 + v = 35
A+ 20 + v =5
1A+ 30p + 18 = 58

Gesucht sind Zahlen ), g und v, die gleichzeitig alle drei Gleichungen erfiillen?.

Losung:

2Lies: A: lambda, p: my, v: ny.
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Unser erstes Ziel ist, eine Unbekannte aus allen Gleichungen aufler einer einzigen zu
entfernen. Wir wihlen dazu die Unbekannte v und beschlielen, dass sie in der zweiten
Gleichung stehen bleiben darf. Wenn wir die zweite Gleichung sieben mal von der ersten
Gleichung abziehen, und 18 mal von der dritten Gleichung abziehen, entstehen zwei
neue Gleichungen, die die Unbekannte v nicht mehr enthalten. Wenn die urspriinglichen
3 Gleichungen gelten, miissen auch die neuen Gleichungen gelten, denn wir haben ja
jeweils links und rechts die selben Werte abgezogen. Wir lassen die alte erste und
dritte Gleichung weg, und ersetzen sie durch die beiden neuen Gleichungen. Die zweite
Gleichung behalten wir so, wie sie war. Wir diirfen sie ab jetzt zu keiner anderen
Gleichung mehr addieren, sonst wiirden wir die Unbekannte v wieder in die anderen
Gleichungen hineintragen.

32— 2u = 0
A + 2u + v = 5
—-7TA — 6u = -32

Wir haben noch die erste und dritte Gleichung zur Verfiigung. Wieder wollen wir
eine Unbekannte aus allen aufler einer Gleichung ausschalten. Wir entscheiden, das die
Unbekannte p eliminiert wird, und dass sie in der ersten Zeile stehen bleibt. Wir ziehen
daher drei mal die erste Gleichung von der dritten Gleichung ab.

3 - 2u = 0
A + 20 4+ v = 5
—16A = =32

Wenn wir die dritte Gleichung links und rechts durch -16 dividieren, bleibt sie giiltig
und wird iibersichtlicher:

3 — 2u = 0
A+ 20 4+ v =5
A = 2

Zwischenbilanz: Wir stehen am Ende der sogenannten Eliminationsphase: Wir haben
erreicht, dass die dritte Gleichung nur mehr die eine Unbekannte A enthilt. Aus dieser
Gleichung kénnen wir A direkt ablesen. Die erste Gleichung enthélt zwei Unbekannte,
wenn wir aber A\ einmal kennen, kénnen wir leicht p berechnen. Die zweite Gleichung
enthilt alle Unbekannten, aber wenn wir A und p schon kennen, kénnen wir nun v
berechnen. Wir rollen also das System von hinten nach vorne wieder auf, und werden
die iiberfliissigen Unbekannten aus der ersten und zweiten Gleichung eliminieren. Diese
Phase des Losungsverfahrens nennt man Riicksubstitutionsphase.

Wir subtrahieren die dritte Gleichung 3 mal von der ersten und einmal von der zweiten.
Nun ist die dritte Gleichung die einzige Gleichung im System, die noch A\ enthélt.

—2u = —6
20 4+ v = 3
A = 2

Die erste Gleichung kénnen wir durch -2 dividieren:

M = 3
20 + v = 3
A = 2

Jetzt ziehen wir noch die erste Gleichung zweimal von der zweiten ab und haben die
Unbekannten vor uns stehen:
Iz = 3
v = =3
A = 2

Wir kénnen die Probe machen, indem wir die errechneten Unbekannten A, p und v in
die urspriinglichen Gleichungen einsetzen:

10-2 + 12:3 4+ 7-(=3) = 35
2+ 23 + (=3 = 5
11-2 + 30-3 + 18-(=3) = 58

Die drei Zahlen A = 2, ;= 3 und v = —3 erfiillen tatséchlich alle drei Gleichungen.

DEFINITION 2.1.2.
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(1) Ein lineares Gleichungssystem von m Gleichungen in n Unbekannten hat
die Gestalt

0T+ opm A+ e+ aieTh = B
a21T1  + QooTe 4+ o 4+ aaTn = B
(2.1.1) .
Am 1T + QpmaTe + o+ QpuaTn = Bm
Dabei sind fiir ¢ = 1,--- ,m und j = 1,--- ,n die o;; und B; gegebene
reelle Zahlen®. Gesucht ist ein n-Tupel (71, -+ ,Tn)von reellen Zahlen, die

zugleich alle m Gleichungen erfiillen.
(2) Eine partikuldre Losung des Systems (2.1.1) ist ein Spaltenvektor

T1

Tn

dessen Komponenten alle Gleichungen des Systems (2.1.1) gleichzeitig
erfiillen.

(3) Die allgemeine Losung oder Losungsmenge des Systems (2.1.1) ist die
Menge aller partikuldren Losungen.

Ein lineares Gleichungssystem erkennt man also daran, dass die Unbekannten nur mit konstanten
reellen Zahlen multipliziert werden und addiert werden diirfen. Es gibt also zum Beispiel keine
Quadrate oder Wurzeln und keine Produkte von zwei Unbekannten miteinander.

BEMERKUNG 2.1.3. System (2.1.1) ldsst sich kurz auch so anschreiben:

n
(Vi: 1,"' ,m) ZO&Z"]‘T]‘ :ﬁi.
7j=1

DEFINITION 2.1.4. Die erweiterte Matrix des Gleichungssystems (2.1.1) ist die
(m x (n+ 1))-Matrix

[0 5T Qi n 51
Qm1 Qm,n ﬂm

BEMERKUNG 2.1.5. Die erweiterte Matrix eines Systems von m linearen Glei-
chungen in n Unbekannten hat m Zeilen und (n+ 1) Spalten. Jede Zeile beschreibt
eine der Gleichungen, jede der ersten n Spalten gehort zu einer Variablen, nur die
letzte Spalte gehort zu den Konstanten auf der rechten Seite der Gleichungen.

Es ist wichtig, die Koeffizienten zu den Variablen sorgfiltig untereinander zu schrei-
ben. Erscheint eine Variable in einer der Gleichungen nicht, muss an ihrem Platz
eine Null geschrieben werden.

3Lies: a: alpha, 8: beta, 7: tau. — Spéter werden wir sehen, dass es genausogut Elemente
eines beliebigen Korpers sein kénnen.



14 1. MATRIZENRECHNUNG

2.2. Das Lésungsprinzip.

DEFINITION 2.2.1. Sei A eine Matrix iiber R. Die folgenden drei Umformungen
heiflen elementare Zeilentransformationen:

(1) Zur Zeile Nummer 4 wird das y-fache® einer anderen Zeile (Nummer j)
addiert. Dabei ist v € R.

(2) Die Zeile Nummer ¢ wird mit einer reellen Zahl v # 0 multipliziert.

(3) Die Zeilen Nummer ¢ und j tauschen Platz.

BEHAUPTUNG 2.2.2. Jede elementare Zeilentransformation lisst sich durch ei-
ne elementare Zeilentransformation rickgingig machen, und zwar

(1) Addiere das y-fache von Zeile j zu Zeile i — addiere das (—)-fache von
Zeile 7 zu Zeile i.

(2) Multipliziere Zeile i mit v # 0 — Multipliziere Zeile i mit 1/~.

(8) Tausche Zeilen i und j — tausche nochmal Zeilen i und j.

SATZ 2.2.3. Sei
ap1 ot Oqp B1
C =

Qm, 1 Qm n Bm

s

die erweiterte Matriz eines linearen Gleichungssystems von m Gleichungen in n
Unbekannten. Die Matriz C entstehe aus C durch eine elementare Zeilentrans-
formation. Dann hat das Gleichungssystem mit der erweiterten Matriz C dieselbe
Liosungsmenge wie das Gleichungssystem mit der erweiterten Matriz C.

BEWwEIS. Wir zeigen zunichst fiir jede der drei Arten von elementaren Zei-
lentransformationen, dass jede partikuldre Losung zur erweiterten Matrix C' auch
T1

Losung zur erweiterten Matrix C ist. Es sei also | : | eine partikuldre Lésung zur

Tn
erweiterten Matrix C.

(1) Wurde das v-fache der Zeile j zu Zeile ¢ addiert, so heifit die Gleichung
zur neuen Zeile i:
(i +y05)m 4+ (Qin +7050) 70 = (B +75;) -

Da die 7 eine Losung des urspriinglichen Systems ist, gilt aber

(ain +705,0)71 4+ (@i +7Q50)Tn
(1T 4+ nTh] + YT + -+ Y0 T
(i1 + -+ nTo] FY[jim + -+ QT
= Bi+5;.
Dabher gilt auch die neue Gleichung Nummer 4. Alle anderen Gleichungen

gelten, da sie unverdndert aus dem urspriinglichen System iibernommen
wurden.

ALjes: y: gamma.
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(2) Wurde Zeile Nummer ¢ mit v multipliziert, so steht an ihrer Stelle nun
Yoy ATL + -+ YT = Vi -
Diese Zeile gilt aber, weil
YT+ A Y Ty = Y[ T+ QG TR] = Y0

Alle anderen Zeilen wurden unveréindert iibernommen.

(3) Wenn zwei Zeilen des alten Systems Platz getauscht haben, sind die Glei-
chungen des neuen Systems dieselben wie im alten System und daher
giiltig.

Nun haben wir gezeigt, dass jede Losung des Systems mit erweiterter Matrix C
auch das System mit erweiterter Matrix C' 16st.

Wir zeigen nun, dass auch jede Losung des Systems mit der erweiterten Matrix C
das System mit der erweiterten Matrix C' 16st. Wegen Bemerkung 2.2.2 geht die
Matrix C' aus C' durch eine elementare Zeilentransformation hervor. Daher muss
nach der oben bewiesenen Aussage jede partikulire Losung zur erweiterten Matrix
C auch eine partikulire Losung zur erweiterten Matrix C' sein. O

BEISPIEL 2.2.4. Wir sehen uns noch einmal Beispiel 2.1.1 an, wobei wir nun
die Matrixschreibweise verwenden. Die Rechenschritte sind genau die gleichen wie
in Beispiel 2.1.1.

0N + 120 + 7w = 35
A+ 20 + v =5
1A+ 30p + 18 = 58

Losung: Das ist wirklich ein lineares Gleichungssystem: Die Unbekannten werden nur mit gegebe-
nen Konstanten multipliziert und addiert. Die erweiterte Matrix des Systems ist

10 12 7 35
1 2 1x 5
11 30 18 58

Wir haben die 2. Zeile, 3. Spalte mit einem Sternchen markiert: wir werden mit Hilfe der 2.
Gleichung die dritte Unbekannte aus den anderen Gleichungen eliminieren. Die 2. Zeile heif3t
Pivotzeile, die 3. Spalte heifit Pivotspalte, und die 1 an der Stelle (2,3) ist das Pivotelement des
folgenden Pivotschrittes. Wir subtrahieren die 2. Zeile 7-mal von der ersten und 18-mal von der
dritten. Dadurch entstehen in der Pivotspalte Nullen.

3 —2x 0 0
1 2 1 5
-7 -6 0 —32

Bis auf Weiteres ist ab jetzt die zweite Zeile tabu, denn sie war bereits Pivotzeile. Wir suchen ein
neues Pivotelement ungleich 0 und verwenden die (-2) an der Stelle (1,2).

3 -2 0 0
1 2 1 5
-16 0 O —32

Wir kénnen die letzte Zeile durch (-16) kiirzen.

3 =2 0 0
1 2 1 5
I« 0 0 2

Zeilen 1 und 2 sind nun tabu. In der dritten Zeile gibt es noch das Pivotelement 1 an der Stelle
(3,1), aber es gibt keine Zeile mehr, die noch nicht Pivotzeile war, aus der man eliminieren muss.
Wir stehen am Ende der Eliminationsphase und beginnen die Riicksubstitution.

Das letzte Pivotelement, das wir gefunden haben, war die Eins an der Stelle (3,1), mit der wir
jetzt die gesamte erste Spalte (auBler der Stelle (3,1)) auf Null bringen:

0 —2x 0 —6
0 2 1 3
1 0 0 2
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Das vorletzte Pivotelement war die (-2) an der Stelle (1,2). Wir rdumen die zweite Spalte auf.

0 -2 0 —6
0 0 1 -3
1 0 0 2
Wir kiirzen die erste Zeile durch (-2):
0 1 0 3
0 0 1 -3
1 0 0 2

Die Zeilen der obigen Matrix bedeuten
w=2,vr=-3, A=2.

Damit ist das Gleichungssystem geldst.

BEISPIEL 2.2.5.

2 + y + 3z 4+ u = T

6 — 2y — 1lz 4+ 3u = 1
—6z + 6z — 2u = 4

2z + 3y + 17z + 4du = 45

Losung: Zunichst stellen wir die erweiterte Matrix auf. Beachten Sie, dass in der dritten
Gleichung y nicht vorkommt. Wir miissen aber an der Stelle fiir y in der Matrix eine Null schreiben,
sodass alle Zeilen gleich lang sind.

2 1 3 1 7
6 -2 -11 3 1
-6 0 6 —2 4
2 3 17 4 45

Wir formen nun die erweiterte Matrix mit Eliminationsschritten um. Pivotelemente kennzeichnen
wir jeweils mit Stern *, die Nummer tiber dem Stern sagt, das wievielte Pivotelement hier steht.

2 1xt 3 1 7 2 1«1 3 1 7
6 -2 —-11 3 1 N 10 0 —5 b5%2 15
-6 0 6 -2 4 -6 0 6 —2 4
2 3 17 4 45 -4 0 8 1 24
2 1«1 3 1 7 2 1s! 3 1 7
N 2 0 -1 1«2 3 o 2 0 —1 12 3
—2+3 0 4 0 10 13 0 -2 0 -5
—6 0 9 0 21 0 0 =3%¢ 0 -9
2 1t 3 1 7
N 2 0 —1 12 3
1«3 0 -2 0 -5
0 0 1% 0 3
Fiir das letzte Pivotelement bestand der Pivotschritt nur in der Division der Pivotzeile durch das
Pivotelement.
Mit dem vierten Pivotelement leiten wir nun die Riicksubstitutionsphase ein:
2 1! 3 1 7 2 1t 0 1 -2
2 0 —1 12 3 2 0 0 1x2 6
1 0 -2 0 5] 71« o o o 1
0 0 1% 0 3 0 0 1t 0 3
0 1! 0 1 —4 0 1! 0 1 -8
. 0 0 0 1x2 4 |0 0 0 1x2 4
13 0 0 0 1 13 0 0 0 1
0 0 1x* 0 3 0 0 1«* 0 3

Nun konnen wir die Losung direkt ablesen:

=1 y=-8, z2=3,u=4.
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2.3. Systeme mit keiner oder mehrfachen Lésungen.

BEISPIEL 2.3.1. Losen Sie das System mit der erweiterten Matrix

21 2 3 1

5 2 -2 1 0

73 0 4 1

8§ 3 -6 -1 2

Losung:

2 1 2x 3 1 2 1 2 3 1 2 1 2 3 1
5 2 -2 1 0_}7*304 1_)73041
7 3 0 4 1 7T 3 0 4 1 0 0 0 0o o0
8 3 -6 -1 2 4 6 0 8 5 o 0 0 o 3

Nun koénnen wir kein Pivotelement mehr finden, obwohl es Zeilen gibt, die noch nicht Pivotzeilen
waren. Diese Zeilen enthalten aber in den ersten 4 Spalten nur Nullen, und ein Pivotelement muss
ungleich Null sein.

Die dritte Zeile besteht nur aus Nullen und bedeutet
071 + 072 + 073 + 074 = 0.

Das gilt fiir jedes beliebige Quadrupel von 7;. Daher ist jeder Vektor | : |, der die erste, zweite

T4
und vierte Gleichung 16st, automatisch eine Losung der dritten Gleichung und 16st damit das
ganze System. Die dritte Zeile kann daher aus der Systemmatrix gestrichen werden.

Die vierte Zeile bedeutet aber
071 + 072 + 073 + 074 = 3,

und das kann niemals gelten. Daher gibt es keine 7;, die die vierte Gleichung 16sen, und daher gibt
es erst recht keine 7;, die das gesamte System l6sen. Die Losungsmenge des Systems ist leer. [

BEHAUPTUNG 2.3.2. An Hand des obigen Beispiels haben wir gesehen:

(1) Enthdlt die erweiterte Matriz eines Gleichungssystemes eine Zeile, die nur
aus Nullen besteht, so kann diese Zeile aus dem System gestrichen werden,
ohne dass sich die Lésungsmenge dndert.

(2) Enthdilt die erweiterte Matriz eines Gleichungssystems eine Zeile

(0 0o --- 0 'y) mit vy # 0,

so hat das Gleichungssystem keine Lésung. (D.h., die allgemeine Lisung
ist die leere Menge.)

BEISPIEL 2.3.3. Losen Sie das System mit der erweiterten Matrix:

10 2 14 4 6

1 3 19 0 5
11 -2 -11 5 0
14 0 2 6 4
Losung: Wir beginnen mit den Eliminationsschritten.
10 2« 14 4 6 5 o7 2 3
1 3 19 0 5 _ -14 0 -2 -6 —4
1 -2 —-11 5 0 21 0 3 9 6
14 0 2 6 4 14 0 2«2 6 4
5 1«1 7 2 3
5 0 0 0 o0 0
0 0 0 0 0
7 0 1x2 3 2
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Nun finden wir kein Pivotelement mehr, denn die einzigen Zeilen, die noch nicht Pivotzeilen waren,
sind Nullzeilen. Es bleibt ein Riicksubstitutionsschritt:

5 1«1 7 2 3 —44 1% 0 —19 —11
0 0 0 0 ol .o 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
70 12 3 2 7 0 1x2 3 2

Die beiden Nullzeilen kénnen wir streichen.

—44 1% 0 —-19 —11
7 0 1«2 3 2 )

Das neue Problem ist, dass bei diesem System Spalten iibrig geblieben sind, die keine Pivotspalten
waren. Wir haben am Ende der Elimination, nach Streichung der tiberfliissigen Nullzeilen, weniger
Gleichungen als Unbekannte iibrig.

Wir unterscheiden nun zwei Arten von Spalten. Die zweite und dritte Spalte enthalten Pivot-
elemente, wir werden diese Spalten als basische® Spalten bezeichnen. Die erste und die vierte
Spalte sind nichtbasisch. Wir schreiben jetzt die Gleichungen aus, wobei wir die nichtbasischen
Variablen auf die rechte Seite bringen:

T —11 + 4471 4+ 1974

3 = 2-—T11 —314

Jeder Vektor :2 , der diese zwei Bedingungen erfiillt, ist eine partikuldre Losung des Systems.
3

T4
Dabei kénnen 71 und 74 beliebige relle Zahlen sein. Die allgemeine Losung (die Menge aller
Losungsvektoren) ist also

T1
“11 + 4471 + 1974
{ 92— 7r — 374 )ThmeR}'
T4

Oft gibt man in solchen Féllen den nichtbasischen Variablen neue Namen, zum Beispiel 71 = A,
74 = p und zerlegt die Losungsvektoren in eine Linearkombination von je einem Vektor mit den
Konstanten, einen mit den Vielfachen von A und einen mit den Vielfachen von p. Weil wir bisher
noch keine Vektoraddition eingefiihrt haben, bleibt das vorldufig einfach eine Schreibweise:

0 1 0
—11 44 19

{| 5 [+ 5] +n| ] | ruer)
0 0 1

O

BEMERKUNG 2.3.4. Am Ende der Elimination, wenn keine weiteren Pivotele-
mente mehr gefunden werden koénnen, sieht man normalerweise zwei Arten von
Spalten und damit zwei Arten von Variablen:

e Basische Spalten enthalten ein Pivotelement.
e Nichtbasische Spalten wurden nie als Pivotspalten verwendet.

Nach der Riicksubstitution 16st man das Gleichungssystem auf, indem man alle
Terme, die nichtbasische Variablen enthalten, auf die rechte Seite des Systems ver-
schiebt. Auf der linken Seite jeder Gleichung steht dann nur mehr eine Variable (au-
Ber Nullen), die Pivotvariable, zu der die jeweilige Gleichung Pivotzeile war. Diese
basische Variable lasst sich nun durch die nichtbasischen Variablen ausdriicken. Die
nichtbasischen Variablen sind dann freie Parameter, d.h., jeder beliebige Satz von
Werten fiir die nichtbasischen Variablen liefert auf diese Art genau eine partikulére
Losung des Systems.

®Der Begriff basische Spalte kommt aus der linearen Optimierung. Im Augenblick kénnen wir
ihn noch nicht erkldren.
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BEMERKUNG 2.3.5. Wenn ein lineares Gleichungssystem iiberhaupt Losungen
besitzt, hangt die Anzahl der freien Parameter in der allgemeinen Losungen da-
von ab, wieviele Spalten nichtbasisch geblieben sind. Weil man in einem gewissen
Rahmen die Pivotelemente frei wéhlen kann, kénnen verschiedene Personen zu ver-
schiedenen basischen Spalten kommen. Die Anzahl der nichtbasischen Spalten héingt
aber, wie wir spéter beweisen werden, vom Verlauf des Losungsweges nicht ab.

2.4. Der fertige Algorithmus.
Ein Algorithmus ist ein Rechenverfahren, das so detailliert in einzelne Rechen-
schritte aufgeschliisselt ist, dass man es auf einem Computer programmieren kénnte.

ALCORITHMUS 2.4.1 (Gaufische Elimination). Zu losen ist ein System von m
linearen Gleichungen in n Unbekannten. Wir gehen von der erweiterten Matrix des
Systems aus.

Eliminationsphase:

1) Gibt es eine Zeile 7 in der erweiterten Matrix, die noch nicht Pivotzeile
war, und auf der linken Seite ein Element o; ; # 0 enthélt? Wenn ja, wéhle
ein solches Element als Pivotelement. (Zeile ¢ heifit dann Pivotzeile, Spalte
J heiBit Pivotspalte.) Wenn nein, dann gehe zu Schritt 4.

2) Von jeder anderen Zeile k # i, welche noch nicht Pivotzeile war, sub-
trahiere das ay,j/; j-Fache der Pivotzeile. Es entsteht eine Null in der
Pivotspalte.

3) Gehe zu Schritt 1.

Behandlung der Nullzeilen:

4) Alle Zeilen, die nur aus Nullen bestehen, werden gestrichen.

5) Gibt es eine Zeile, die links nur Nullen besitzt, aber rechts ein Element
ungleich Null enthélt? Wenn ja, dann hat das System iiberhaupt keine
Losung. Beende die Rechnung. Wenn nein, gehe weiter zu Schritt 6.
Riicksubstitutionsphase:

6) Gibt es noch Zeilen, welche nicht fiir die Riicksubstition verwendet wur-
den? Wenn ja, wihle aus ihnen jene Zeile i, die als letzte Pivotzeile war
und gehe zu Schritt 7. Wenn nein, gehe zu Schritt 10.

7) Wiéhle das ehemalige Pivotelement «; ; wieder als Pivotelement.

8) Von allen Zeilen k, die vor der Zeile Nummer ¢ Pivotzeilen waren, subtra-
hiere das oy, j/; j-Fache der Pivotzeile. Es enstehen Nullen in der Pivot-
spalte.

9) Gehe zu Schritt 6.

Freie Parameter und Auflosung:

10) Gibt es Spalten, die nie Pivotspalten waren? Setze die entsprechenden
Variablen §; mit allgemeinen Zahlen (=Buchstaben) als freie Parameter
an.

11) Aus jeder Zeile i, deren Pivotelement vy ; war, 188t sich der Wert von 7;
jetzt ablesen. Ende des Verfahrens.

BEMERKUNG 2.4.2.

(1) Von diesem Verfahren gibt es verschiedene Varianten. Eine ist, die Riicks-
ubstitutionsphase nicht separat zu fithren, sondern gleich in der Elimina-
tionsphase auch in den Zeilen, die schon Pivotzeilen waren, zu eliminieren.
Wenn man sich aber die Riicksubstitution fiir das Ende aufhebt, werden
die Schritte wegen der vielen Nullen besonders einfach.
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(2) Oft wird bei der Erkldrung des GauBischen Verfahrens der Begriff der Zei-
lenstufenform eingefiihrt, die sich bei der Elimination ergibt, wenn man
unter den moglichen Pivotelementen immer jenes aussucht, das am weite-
sten oben und dann am weitesten links steht. Das ist aber nicht notwendig.

3. Analytische Geometrie

3.1. Endlichdimensionale affine Riume.

DEFINITION 3.1.1.
Sein € N.

(1) Wir fithren auf R™ Grundrechnungsarten ein: Die Addition und die Sub-
traktion, und die Multiplikation mit einer reellen Zahl:

o B1 oy £ B o Yo

o B2 ag £ 3o Qa Yoo
. = : v- : =

(&7} 5n o £ Bn Qo YO

Wie bei der Multiplikation von reellen Zahlen lassen wir zumeist den Mul-
tiplikationspunkt weg: Aa = A - a. Wir verwenden auch die gewohnt Prio-
ritdt der Rechnungsarten: Punktrechnung vor Strichrechnung.

(2) Der Nullvektor ist der Spaltenvektor

0
0

0
Weil normalerweise keine Gefahr der Verwechslung besteht, schreiben wir
den Nullvektor mit demselben Zeichen 0 wie den Skalar Null.

BEHAUPTUNG 3.1.2. Die folgenden Rechenregeln lassen sich leicht nachpriifen.

Sie gelten fir alle a,b,c € R™, A\, u € R:

(1) a+b="b+ a. Kommutativitit.

(2) (a+0b)+c=a+ (b+c). Assoziativitdt.

(8) a+0 = a. Der Nullvektor ist ein neutrales Element fiir +.

(4) a+ (=1)-a=0. Der Vektor (—1) - a ist invers zu a fir +.

(5) Aa+b) = Aa + \b. Distributivitit.

(6) (A4 p)a = Aa + pa. Distributivitdt.

(7) A(pa) = ()a.

(8) 1-a=a.

Wir werden spdter sagen: R™ ist ein Vektorraum tber R.

BEWEIS. Die Beweise dieser Behauptungen folgen alle dem gleichen Schema.
Wir beweisen als Beispiel das Distributivgesetz (5). Es seien

aq B1
a=|: undb=| : | eR", und A € R.

Qn Bn
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Dann gilt
Qg b1 ap + B AMai + B1)
Ma+b)=A[l + [+] :]I=A : = :
Qp Bn an + B )‘(an + ﬁn)
Aag + APy Aoy AB1 ai B1
— : = : + : = AL S = Aa+ 0.
Ay, + A8 Ady, ABn Qn Bn

O

Um die geometrischen Vorstellungen anschaulich zu machen, die wir mit R™ verbinden, be-
trachten wir zunéchst eine Ebene A, die wir als Menge von Punkten auffassen. Die Punkte werden
wir mit lateinischen Grofibuchstaben bezeichnen.

In der Ebene fixieren wir einen Punkt O (den Koordinatenursprung) und ein Kreuz von
Geraden durch O, die nicht zusammenfallen (die Koordinatenachsen). Auf den Geraden stecken
wir jeweils einen zweiten, von O verschiedenen Punkt E1, F2 ab. Die Strecke von O zu E; bzw. E>
bezeichnen wir als die Einheitsldnge in Richtung 1 oder 2. (Es spielt fiir die jetzigen Uberlegungen
keine Rolle, ob die Geraden aufeinander senkrecht stehen, und ob die abgesteckten Lingen in
beide Richtungen gleich sind.)

Einen Vektor (Zl) fassen wir nun als eine Parallelverschiebung auf, die jeden Punkt der Ebene
2

um a1 Léngeneinheiten in Richtung der ersten Achse und um ag Lingeneinheiten in Richtung
der zweiten Achse verschiebt. Eine Verschiebung um eine negative “Lénge” bedeutet in diesem
Kontext eine Verschiebung entgegengesetzt zur Achsenrichtung. In der Zeichnung wird der Vektor
durch einen Pfeil dargestellt. Wenn ein Punkt P um den Vektor v verschoben wird, bezeichnen
wir das Ergebnis mit P B v.

Seien a = (Zl), b = (gl) zwei Vektoren aus R? und sei A € R. Eine Verschiebung um den
2 2

Vektor Aa ist eine Verschiebung um Aa; in die erste Achsenrichtung und um Aag in die zweite
Achsenrichtung. Der Vektor Aa entspricht also der Verschiebung a, verlidngert oder verkiirzt um
den Faktor A. Die Verschiebung um a+b lédsst sich bewerkstelligen, indem man einen Punkt erst um
a1 und ag in die beiden Achsenrichtungen verschiebt, und dann um $; und B2. Daher entspricht
der Vektor a + b der Hintereinanderausfithrung der beiden Verschiebungen um den Vektor a und
um den Vektor b.

Fiir je zwei Punkte P, @ in der Ebene gibt es genau einen Vektor, der P nach @ verschiebt. Wir
bezeichnen diesen Vektor als den Verbindungsvektor P_Q. Insbesondere hat jeder Punkt P einen
eindeutig bestimmten Vektor, der den Koordinatenursprung nach P verschiebt. Wir nennen diesen
Vektor den Ortsvektor von P. Der Ortsvektor von O ist der Nullvektor, und die Ortsvektoren von
FE1 und FE»s sind die Einheitsvektoren e = ((1)) ,eg = ((3)
Nun kénnen wir jeden Punkt mit seinem Ortsvektor identifizieren. Rechentechnisch werden wir
daher zwischen der Ebene A und dem Raum R? gar nicht unterscheiden miissen, obwohl nun
Vektoren auf zwei verschiedene Weisen geometrisch gedeutet werden: Als Parallelverschiebungen
in der Ebene, oder als Ortsvektoren zur Bezeichnung von Punkten der Ebene.

Beachten Sie bitte, dass das keine mathematischen Definitionen sind. Wir haben ja noch keinen
festen Begriff von Lénge und von Verschiebung. Die obigen Gedanken sollen Thnen Bilder bereit-
stellen, die Sie sich zur folgenden exakten Definition eines affinen Raumes vorstellen kénnen.

DEFINITION 3.1.3. Gegeben sei eine nichtleere Menge A. Wir nehmen an, dass
zu jedem P € A und v € R™ ein eindeutig bestimmtes Element P B v € A (sprich:
“P verschoben um v”)® existiert, sodass die folgenden Regeln gelten:

(1) Fir alle P € A und alle v,w € R” gilt (PHv)Bw=PH (v+ w).
(Die Summe zweier Vektoren entspricht der Hintereinanderausfithrung von zwei Ver-

schiebungen.

68 ist kein genormtes Symbol. In der Praxis kann man es ohne Gefahr von Verwechslungen
durch ein gewohnliches + ersetzen.
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(2) Fiir alle P,@ € A gibt es genau einen Vektor v € R™, sodass PHov = Q.
(Von jedem Punkt zu jedem Punkt gibt es genau eine Verschiebung.)
Dann heifit A ein n-dimensionaler affiner Raum iiber R. Die Elemente von A be-
zeichnen wir als Punkte. Fiir zwei Punkte P, Q) € A bezeichnen wir den Vektor mit
der Eigenschaft P B v = @ als Verbindungsvektor von P nach Q: v = P_Q.

DEFINITION 3.1.4. Wir fixieren einen beliebigen Punkt O eines affinen Raumes
A als Koordinatenursprung. Fiir jeden Punkt P € A bezeichnen wir dann den
Vektor OP als den Ortsvektor von P.

Ergebnisse wie die folgende Bemerkung iiberraschen uns nicht, aber es gehért zur mathematischen
Genauigkeit, dass auch sie aus den Definitionen hergeleitet werden.

BEHAUPTUNG 3.1.5. Sei A ein n-dimensionaler affiner Raum iber R und O
als Koordinatenursprung fiziert. Seien P,Q € A und a € R".

(1) Fir alle P € A gilt PBO = P.
Die “Verschiebung” um den Nullvektor lif$t jeden Punkt stehen, wo er ist.

(2) Dann ist der Ortsvektor von PHa
[O,PBa]"= OP +a.

(8) Der Verbindungsvektor zweier Punkte in Gegenrichtung ist

QP =-PQ.
(4) Der Verbindungsvektor zweier Punkte P und Q ist die Differenz ihrer
Ortsvektoren:
PQ=0Q - OP.
BEWEIS.

(1) Seiv= PP, der Verbindungsvektor von P nach P. Dann gilt
PB(w+v)=(PBHv)Bv=PHBv=P.

Weil aber der Verbindungsvektor zwischen zwei Punkten eindeutig be-
stimmt ist, folgt daraus v + v = v und daraus wieder v = 0. Also ist
PHO=P.

(2) Wir miissen zeigen: O 8 (OP +a) = PBa:

+a
OB (OP+a)=(OBOP)Ba=PHa.
(3) Wir miissen zeigen: Q B (—PQ) = P:
QB (—PQ)=(PBPQ)B(-PQ)=PH(PQ+(—PQ)=PH0=P.
(4) Wir miissen zeigen: P B (0Q — OP) = Q:
PB(0Q—-0P)=PH(PO+0Q)=(PBPO)BOQ=0B0Q=Q.

BeEHAUPTUNG 3.1.6. Mit der Operation
PBv=P+v

fir P € R™, v € R™ ist R™ selbst ein n-dimensionaler affiner Raum tiber R.
Mit dem Nullpunkt O = 0 wird jeder Punkt in R™ zugleich sein eigener Ortsvektor.

BEWEIS. Wir miissen die zwei Bedingungen aus Definition 3.1.3 nachweisen.
Seien P, Q,v,w € R".
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(1) Es gilt

(PHy)Bw=(P+v)Bw=(P+v)+w=P+ (v+w)=PHB(Ww+w).

(2) Der Vektor v = Q — P ist der einzige Vektor sodass
Q=PHv=P+v.

3.2. Geometrische Aufgaben und lineare Gleichungssysteme.

DEFINITION 3.2.1. Sei A ein n-dimensionaler affiner Raum iiber R, sei P € A
ein Punkt und sei v # 0 € R™. Die Gerade durch P in Richtung v ist definiert als

(PE M| AeR}.

In Definition 3.2.1 war es wichtig, einen Richtungsvektor v # 0 zu haben. Fir v = 0 wiirde
das Gebilde auf den einen Punkt P zusammenfallen. Wie definiert man eine Ebene? Es reicht
nicht, einfach 2 Richtungsvektoren zu nehmen, die nicht Null sind. Sie diirfen auch nicht Vielfache
voneinander sein, sonst erhalten wir eine Gerade.

DEFINITION 3.2.2. Sei A ein n-dimensionaler affiner Raum iiber R, sei P € A
und seien by, b € R™ so, dass weder by ein Vielfaches von by ist, noch umgekehrt.
Die Ebene durch P, deren Richtungen von by, by aufgespannt werden, ist

{PBE‘ (/\1b1 + /\ng) ‘ A, Ag € R}

BEISPIEL 3.2.3. Gegeben seien 3 Punkte X, Y, Z eines dreidimensionalen affinen
Raumes A {iber R mit den Ortsvektoren

— 2 — O — 4
ox=|1], ov=|2|, oz=|-3
4 6 0

Legen Sie eine Ebene durch die drei Punkte.

Losung: Wir kénnen uns den Ausgangspunkt in der Ebene aussuchen, z.B. den Punkt X
aus der Angabe, und als Richtungsvektoren kommen alle Vektoren in Frage, die zwei Punkte der
Ebene verbinden, z.B. XY und XZ. Die Ortsvektoren der Ebene bilden dann die Menge

2 —2 2
{PeA|OP= (1) +>\1(1>+/\2 (4)}.
4 2 —4

Wir kénnten genausogut einen anderen Punkt der Ebene als Ausgangspunkt nehmen und die
Richtungsvektoren mit Konstanten multiplizieren, wir erhalten dieselbe Ebene:

0 —2 —1
{PeA|OP= (2)+>\1(1>+)\2<2>}.
6 2 2

Wir rechnen nun einige Beispiele, die den Zusammenhang zwischen analytischer Geometrie
und linearen Gleichungssystemen deutlich machen, anders ausgedriickt, der affine Raum, den wir
betrachten, ist der Raum R"™ selbst.

O

BEISPIEL 3.2.4. Bestimmen Sie den Durchschnitt der Geraden

¢ = ((53)+(5) 1rem
(o) e

H
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Loésung: Um nicht denselben Buchstaben A in zwei verschiedenen Bedeutungen in der Rech-
nung zu haben, parametrisieren wir die Gerade H mit pu. Wie der Parameter heift, ist schlielich
gleichgiiltig. Wir suchen also einen Punkt z, der zugleich in zwei Mengen liegt:

xe{(:;)qw\@) \ )\ER}(‘I{(EQ)+,U«(;) | weR}.

Der Vektor z muss sich also auf zwei verschiedene Arten schreiben lassen, und wir erhalten
-1 2 1 1
= (@) () - (L))
2 1 -1 1 2
25 -) - -(C)+ () -6

Schreiben wir die einzelnen Komponenten auf, erhalten wir zwei Gleichungen in zwei Unbekannten:

20— o o= 2
3N — 2u = 1°

Wir 16sen das System:
(2 —1x% 2)_}(2 —1 2)_)(0 -1 —4)
3 -2 1 —1x 0 -3 -1 0 -3
Nun koénnen wir direkt ablesen:
A=3, p=4.
Wir setzen A = 3 in die Gleichung von G ein und erhalten
= (5) 2 ()= ()

Als Probe kénnen wir auch g in die Gleichung von H einsetzen und miissen denselben Vektor x

als Schnittpunkt erhalten:
1 1 5
o= () () - ()

Die Probe zeigt also, dass wir richtig gerechnet haben. Der gesuchte Schnittpunkt ist

).

BEISPIEL 3.2.5. Gegeben seien die folgende Ebene E und die Punkte z, y.
Liegen x € E, y € E?

) 2 1 2 1
x= -4, y=1|5|, E={|1]+Ax|1|+pl4] | \peR}
7 8 2 3 2

Losung: x liegt genau dann in E, wenn es sich in der Form

5 1 2 1
g= -4 ={1)+x[1])+pnl4
7 2 3 2

schreiben ldsst. Wenn wir diese Gleichung wieder in einzelne Komponenten auflésen, erhalten wir
ein System von drei Gleichungen in zwei Unbekannten:

20 4+ p = 4
A+ 4p = =5
3\ + 2 = 5

Wenn wir iiberpriifen wollen, ob y in E liegt, erhalten wir ebenso ein Gleichungssystem

22+ p o= 1
A+ 4p = 4
3 + 2p = 6



3. ANALYTISCHE GEOMETRIE 25

Da die linken Seiten der Gleichungssysteme dieselben sind, kénnen wir sie in einem Aufwaschen
16sen: Wir fiithren die elementaren Zeilentransformationen mit beiden rechten Seiten zugleich
durch.

2 1 4 1 0 —Tx 4 -7
x 4 -5 4|1 4 -5 5
3 2 5 6 0 —10 20 —6
0 -1 2 -1 0o 1 9

- |1 a4 -5 5 | = (1 0 3 )
0 0 0 —4()

Im ersten Fall ist A = 3 und g = —2. Als Probe setzen wir A und p in die Gleichung der Ebene
ein und erhalten tatsdchlich z:

1 2 1 5
11 4+3(1)—-2|4)=1[-4
2 3 2 7

Der Vektor x liegt also in der Ebene E.
Im zweiten Fall gibt es keine Losung, also liegt y nicht in E.
O

BEISPIEL 3.2.6. Bestimmen Sie den Durchschnitt der Ebene E mit der Geraden

G:
7 2 3
E = {| 4 | +X[8]+u|9] | ApeR]}
—11 4 0
11 5
G = {[ 2 +x[ 0] |rer)
-19 —10
Losung: Wir suchen wieder einen Punkt x, der beide Parameterformen erfiillt, also
7 2 3 11 5
z=| 14 | +X8]+unl9] = 2 +v]| O
—11 4 0 —-19 —10

(Beachten Sie, dass wir wieder den Parameter aus G umbenannt haben, um nicht einen Buchstaben
fiir zwei verschiedene Zahlen zu verwenden.) Wir sortieren die Terme und erhalten

2 3 5 11 7 4
Ml +pulo)—vl o )= 2 |- 14]|=]-12
4 0 -10 —-19 —11 -8
2 3 —bx 4 2 3 -5 4 2 3 -5 4
8§ 9 0 —12] =8 9 o0 —12| =8 9 o —12
4 0 10 -8 8 6 0 0 0 =3+ 0 12

Wir beginnen die Riicksubstitution

2 0 -5 16 0 0 =5 10
8 0 0 24 =+ 18 O 0 24
0 -3 0 12 0 -3 O 12

Nun steht die Losung vor uns:

A=3, p=-4, v=-2.

Setzen wir A = 3, p = —4 in die Ebenengleichung ein, so erhalten wir den Schnittpunkt
7 2 3 1
z=|( 14 | +3[8])] —-4[9]=1[2
—11 4 0 1
Wir kénnen, als Probe, ebenso v = —2 in die Geradengleichung einsetzen, und miissen denselben
Schnittpunkt erhalten:
11 5 1
T = 2 -2 0 =12
—-19 —10 1
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BEISPIEL 3.2.7. Bestimmen Sie den Durchschnitt der Ebenen

5 4 4
E = {|-1|+X|—-4|+p|-2]]\NpeR]}
9 ) 3
7 2 3
F = {{7]+X|2])+p(1] | \peR}L
6 3 2

Losung: Wir suchen wieder Punkte, die zugleich in beiden Parameterformen geschrieben

werden koénnen:

5 4 4 7 2 3
1l +Xx| 4| +p|-2)=|7)+v|2|+]|1],
9 5 3 6 3 2
4 4 2 3 7 5 2
A4 ) +p | 2| —v|2]|—x|l|=(7T]-|-1|]=]| 8
5 3 3 2 6 9 -3

Damit erhalten wir das folgende Schema, wobei jede Zeile wieder fiir eine Gleichung steht, und
die Spalten nacheinander die Koeffizienten fiir A, u, v, k und die rechte Seite beinhalten:

4 4 -2 =3 2 16 10 4 0 —22
—4 -2 -2 —1x 8| > -4 -2 -2 —1x 8
5 3 -3 =2 -3 13 7 1x 0 —-19
—-36 —-18 0 0 54 -2 —1x 0 0 3
— —4 -2 =2 —1x 8 - 1-4 -2 =2 —1x 8
13 7 1% 0 —-19 13 7 1x 0 -19
-2 —1x 0 0 3 -2 —1x 0 0 3
— 0 0 -2 —1x 2|1 —- | —-2 0 0 —1x 6
—1 0 1% 0 2 -1 0 1% 0 2

Nun ist auch die Riicksubstitution fertig. Trotzdem kénnen wir keine eindeutige Losung ablesen,
denn die erste Spalte war nie Pivotspalte. Unsere Gleichungen bedeuten:

-2\ - u = 3
—2A - kK = 6
- + v = 2

Fiir jeden Wert von A konnen wir Werte von pu, v, K berechnen, sodass sich eine Losung ergibt:
pw=-3-2\, v=24+X, kK=-—6-—2X\.

Wir setzen in die erste Ebenengleichung ein und erhalten

5 4 4
EnF = {[-1|+x[-4|+(=3-20)[-2| | eR}
9 5 3
5 4 4 4
= {|-1)=3[-2|+x{-4])—-2x|-2]| |reR}
9 3 5 3
-7 -4

= {|5])+Ax[ 0] | xeR}.
0

Das ist die Parameterform einer Geraden. Die beiden Ebenen schneiden einander also in einer
[m]

Geraden.

3.3. Unterrdume und affine Unterridume.

Einzelne Punkte, Geraden und Ebenen sind Sonderfille von sogenannten affinen Unterrdumen
eines affinen Raumes. Obwohl sich unsere Anschauung jenseits der dritten Dimension schwer tut,
kann es vom mathematischen Standpunkt aus auch héher dimensionale affine Rdume geben.

Wir betrachten aber zunichst nur den Vektorraum R"™ und nicht die Punktmenge. In der
geometrischen Deutung sind die Vektoren Parallelverschiebungen auf der Punktmenge. Wenn
man zwei Parallelverschiebungen hintereinander ausfiihrt, erhélt man wieder eine Parallelver-
schiebung. Auch wenn eine Parallelverschiebung mit gleicher oder genau umgekehrter Richtung,
aber verdnderter Linge durchgefithrt wird, ist das Ergebnis eine Parallelverschiebung. Man kann
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also, ausgehend von einigen Parallelverschiebungen, eine grofie Anzahl weiterer Verschiebungen
konstruieren.

DEFINITION 3.3.1. Seien vq,--- ,v; Vektoren in R™.
(1) Sind Ay, -+, Ax € R, so heifit der Vektor Ajvy + - -+ + Agvg eine Linear-
kombination von vy, - -+ , vk.

(2) Die lineare Hiille des k-Tupels (vy,- -+ ,vg) ist die Menge aller Linearkom-
binationen dieser Vektoren:

Loy, ,0p) i={ o1+ -+ Mg | A1, , A € R}

(3) Die lineare Hiille der leeren Menge wird definiert als der Nullraum, das
ist die Menge, die nur aus dem Nullvektor besteht:

L(0) := {0} .

(4) Ist U die lineare Hiille von (vy,--- ,vg), so sagen wir auch, U wird von
(v1,- -+ ,vx) aufgespannt, oder (vy,- - ,vg) ist ein Erzeugendensystem von
U.

BEMERKUNG 3.3.2. Wir kénnen die Definition der linearen Hiille natiirlich auch
mit dem Summenzeichen schreiben:

k
L(v,---,vx) = {Z/\“}i | \i e R}.
i=1

Bitte gewohnen Sie sich moglichst schnell an den Gebrauch des Summenzeichens:
Seien p < ¢ ganze Zahlen, und vy, - -+ ,v, Zahlen oder Vektoren, dann ist

a
Zvi = Up + Vpyr + o Vg
i=p
D.h.: Zahle die Objekte v; von i = p bis i = ¢ auf, und addiere sie alle.
Der Summationsindex ¢ kann jeden Namen haben, er ist nur ein Platzhalter fiir die
Zahlen p,--- ,q, man konnte genausogut ¢ oder jeden anderen Buchstaben schrei-
ben.

Oben haben wir betrachtet, wie aus einer Menge von wenigen Vektoren viele weitere Vektoren
gebildet werden kénnen. Wie sieht nun eine Menge von Vektoren aus, aus der sich keine weiteren
Vektoren mehr kombinieren lassen?

DEFINITION 3.3.3. Eine Teilmenge U C R™ heifit ein Unterraum von R™, wenn
sie folgende Eigenschaften hat:
(1) U ist nicht leer.
(2) Fir alle z € U und alle A e Rist Az € U.
(3) Furallez,y e Uist c+y e U.

BeEHAUPTUNG 3.3.4. Ist U ein Unterraum von R™ so gilt:

(1) Der Nullvektor ist Element von U.
(2) Jede Linearkombination von Vektoren aus U liegt wieder in U.

BEWEIS.
(1) Es gibt jedenfalls ein Element « € U, weil U nicht leer ist. Dann ist aber
auch 0 =0x € U.
(2) Sind wy,--- ,vr Vektoren aus U und A1, --,Ap € R, so ist auch jedes
\iv; € U, weil Multiplikation mit Skalaren nicht aus U herausfiihrt. Weil
aber auch Addition nicht aus U herausfiihrt, ist Zle Aiv; € U.
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O
SATZ 3.3.5. Seien vq,--- ,vx € R™. Dann ist die lineare Hille L(v1,--- ,vk)
der kleinste Unterraum des R™, der alle Vektoren vy, --- , v enthdlt. Das heifit:
(1) L(vy,--- ,vg) enthdilt alle v;.
(2) L(v1,--- ,vg) ist ein Unterraum.
(8) Ist U ein Unterraum, der alle v; enthdlt, dann gilt L(vy,--- ,v;) CU.
BEWEIS.

(1) Seii € {1,---,k}. Dann ist
v =0v; + -+ 1v;+ -4+ 0v; € L(v1,-++ , k).

(2) Wir brauchen die drei Unterraumeigenschaften:
0=0v; + -+ 0vg € L(vy,- - ,vE).
Sei z = > puv; € L(v1,-+- ,v;) und A € R. Dann ist Az = Zle()\,ui)vi €
£(’U1, te ,’Uk).
Seien x = Zle 1;v; und 925:1 viv; € L(v1,-- ,v). Dann ist z +y =
SOy (i + v € Llve, -+ vp).

(3) Sei U ein Unterraum, der alle v; enthilt. Wegen Bemerkung 3.3.4 enthilt
U auch alle Linearkombinationen der v;, also ist L(vq, -+ ,vx) C U.

O

BEHAUPTUNG 3.3.6. Der Durchschnitt zweier Unterrdume des R™ ist wieder
ein Unterraum.

BEWEIS. Seien U und V zwei Unterrdume des R™. Wir zeigen die Unterrau-
meigenschaften fiir die Menge U N V:

(1) Weil jeder Unterraum den Nullvektor enthélt, liegt 0 auch in U und in V,
daher ist 0 € U N V. Insbesondere ist also U NV nicht leer.

(2) Seiz e UNV und A € R. Weil z € U und U ein Unterraum ist, ist
auch Az € U. Mit demselben Argument folgt auch Az € V. Daher ist
AeUnNnV.

(3) Seien z und y beide Elemente von U N V. Dann ist insbesondere z € U
und y € U. Weil U ein Unterraum ist, ist auch z + y € U. Ebenso zeigt
man z+y € V. Daherist t+ycUNV.

O

Fir jetzt bleibt die Frage offen, ob wirklich jeder Unterraum des R"” als lineare Hiille end-
lich vieler Vektoren dargestellt werden kann, und wenn das so ist, wieviele Vektoren mindestens
gebraucht werden. Diese Frage wird uns spiter zum Begriff der Basis und der Dimension fiihren.

Wir kehren jetzt zur Betrachtung des affinen Raumes zuriick.

DEFINITION 3.3.7. Sei A ein n-dimensionaler affiner Raum iiber R, seien U ein
Unterraum des R” und P € A. Dann heifit die Menge”
(3.3.1) W=PBU:={PBu|uel)}

"Die Schreibweise P + U fiir die Menge aller Punkte, die von P aus durch Anwendung einer
Verschiebung aus U erreicht werden kénnen, ist sehr bequem. Ebenso kann man fiir zwei Zahlen-

oder Vektormengen A, B kurz definieren: A+ B ={a+tb| a € A, b € B}. Verwenden Sie diese
Schreibweise aber mit Vorsicht. Zum Beispiel ist

{0,1} +{2,3} — {2,3} = {-1,0,1,2}.
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ein affiner Unterraum von A durch den Punkt P.
Der Unterraum U heifit der Tangentialraum des affinen Unterraumes.

BEMERKUNG 3.3.8. Der Sonderfall U = {0}, W = {P} liefert einen einzelnen
Punkt als affinen Unterraum.

BEMERKUNG 3.3.9. Wenn der Unterraum U die lineare Hiille der Vektoren
v1, -,V ist, kann der affine Unterraum in der Form

W:{PHH(/\1U1+"'+)\1§U1€)‘ AieR}

geschrieben werden. Wir nennen das die Parameterform eines affinen Unterraumes.

Unterscheiden Sie die Begriffe Unterraum und affiner Unterraum: Ein affiner Unterraum ist
eine Menge von Punkten, ein Unterraum ist eine Menge von Vektoren (also, in der geometrischen
Deutung, von Parallelverschiebungen). Aber auch, wenn R™ als affiner Raum aufgefasst wird, und
jeder Punkt zugleich ein Vektor ist, ist nicht jeder affine Unterraum ein Unterraum, sondern nur
jene affinen Unterrdume, die den Nullpunkt enthalten. Die Sprache tduscht hier: Nicht jeder affine
Unterraum ist ein Unterraum, aber jeder Unterraum ist ein affiner Unterraum!

Der Tangentialraum eines affinen Unterraumes W ist die Menge der Verschiebungen, die je zwei
Punkte ineinander verschieben. Anders ausgedriickt, eine Verschiebung liegt genau dann im Tan-
gentialraum, wenn sie nicht aus dem affinen Unterraum hinausfiihrt.

Die Intuition sagt uns, dass wir jeden Punkt eines affinen Unterraumes W als Ausgangspunkt
zur Erzeugung von ganz W heranziehen konnen. Die folgende Behauptung zeigt, dass unsere
Anschauung hier recht hat:

BEHAUPTUNG 3.3.10. Sei A ein n-dimensionaler affiner Raum tiber R, sei @ €
A und W ein affiner Unterraum von A mit Tangentialraum U.
W={PBu|ueU}.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) QeW.
(i) W={QBu|ueU}.

Beweis. Der Kiirze halber bezeichnen wir Y = {Q Bu | u € U}. Aussage (ii)
sagt dann W = Y. Wir beweisen eine Aquivalenz zweier Aussagen. Daher zeigen
wir, dass aus (i) die Aussage (ii) folgt, und aus (ii) die Aussage (i) folgt.

(i) = (i) Sei Q € W. Dann gibt es also ein u € U sodass @ = P H u. Wir miissen
zeigen: Y = W. Sei R € Y, also R = Q v mit einem v € U. Weil U ein
Unterraum ist, gilt auch v 4+ v € U. Dann ist aber

R=QBv=(PBu)Bv=PH(u+v).
Nach Definition von W gilt also R € W. Da dies fiir alle R € Y gilt, folgt
Y CW.
Ist umgekehrt S ein Punkt aus W, so gibt es ein w € U mit
S=PBw=PBu+w-u)=QB(w—-u)eY.

Alsoist W C Y.

(if) = (i) Wegen (ii) ist fiir alle u € U der Punkt QB wu € W. Dann ist insbesondere
Q=QmB0ecW.

o

Im dreidimensionale affinen Raum koénnen sich 2 Ebenen gar nicht, oder als Gerade, oder als
Ebene schneiden. Allgemeiner gilt die folgende Behauptung:
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BEHAUPTUNG 3.3.11. Sei A ein n-dimensionaler affiner Raum tber R, sei-
en W, Y zwei affine Unterrdume von A mit Tangentialrdumen U bzw. V C R™.
Dann ist entweder W NY = 0 oder W NY ist ein affiner Unterraum von A mit
Tangentialraum U NV.

BEWEIS. Wenn W NY leer ist, ist die Behauptung bewiesen. Wir sehen noch
den Fall an, dass W N'Y mindestens einen Punkt P enthilt. Es ist dann

W={PBu|ueU}undY ={PHv|veV}.

Ist @ € WNY, so ldsst sich @ also schreiben Q = PHu, wobei u € U und u € V.
Es ist also

Qe{PBu|luelUNV}.

Ist andererseits Q = PHumit u c UNV,soist Q € W weil u € U und Q € Y
weillu e V,alsoist ue WNY. (]

4. Basis und Dimension

4.1. Lineare Abhingigkeit.
Wir zielen jetzt auf Erzeugendensysteme, die einen Unterraum U des R™ aufspannen, und in
denen kein Vektor iiberfliissig ist. Zunédchst sehen wir uns iiberzéhlige Vektoren an:

BEHAUPTUNG 4.1.1. Sei (vi,--- ,vk) ein k-Tupel von Vektoren in R™, und i
ein Index zwischen 1 und k. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) Die lineare Hiille des gesamten Vektorsystems ist zugleich die lineare Hiille
des Teilsystems ohne v;:

»C('Ula"' Ui,y 7'Uk) = ﬁ(@lv... Sy Vi1, Vig1, " 7Uk)~
(2) v; ldsst sich als Linearkombination der anderen Vektoren schreiben:
v; € L(V1, 0 ,Vi—1,Vig1, " ,UE) -
(8) Es gibt Skalare A1,--- , \p € R sodass \; # 0 und A\jvy + -+ + Apvg = 0.
BEWEIS.
(1) = (2): Weil v; € L(v1,--- ,v;,- -+ ,vy) folgt aus (1) dass
v; € L(U1, V-1, Vg1, " ,UE) -

Das heifit aber, dass v; eine Linearkombination des iibrigen Teilsystems
ist.
(2) = (3): Sei v; = 3,4, pyv;. Dann ist

pavr + - F o101 — 1+ i1 vipn -+ v = 0.

Setze also

Nz fitr j # i
Tl -1#£0 firj=i

(3) = (2): Sei 3_5_; \ju; =0 und \; # 0. Es ist dann

—\s
A\iU; = — Z Ajv;, also v; = Z /\7 v; .
j#i j#
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(2) = (1): Sei v; = 3, 4; Ajvj. Offensichtlich ist

£(Ula"' s Vi—1, Vi1, avk) g £(Ula"' s Uiyttt ,Uk),
weil jede Linearkombination ), y1;v; sich schreiben lisst Z§:1 {45V mit
wi = 0.
Sei umgekehrt « € L(vy,- - ,v;, -+ ,vg). Dann ist fiir geeignete p;
k
T=Y = ) MU = Y 0 Y A
=1 i G i
= Z(Mj + 1 Aj)v; € L(V1,- -+, Vim1,Vig1, -+ 5 Vk) -
JFi

O

Auf Grund von Behauptung 4.1.1 charakterisiseren wir ein Vektorsystem ohne “iiberfliissigen”
Vektor folgendermafien:

DEFINITION 4.1.2. Seien vy, - - - , v Vektoren aus R™. Das k-Tupel (v, -+, vg)
heiflt linear unabhéngig, wenn es kein k-Tupel von reellen Zahlen Aq,--- , \; aufler
0,---,0 gibt, fiir welches gilt:

A1 + -+ Ao = 0.
Andernfalls heifit das Vektoren-k-Tupel (vy,- -, v;) linear abhéingig.
Die leere Menge betrachten wir immer als linear unabhéngig.

Wir versuchen einige dquivalente Formulierungen:

(v1,- -+ ,vg) ist linear unabhingig, wenn gilt:
k
(VAL A €K) [DoXwi =0 = (A, , M) = (0, ,0)].
i=1
(v1,- -+ ,vg) ist linear abhéngig, wenn gilt:

k
Gr, M €K) (G, k) M #0] A D Aivi =0]].
=1

BEHAUPTUNG 4.1.3.

(1) Vektoren-k-Tupel, welche den Nullvektor enthalten, sind linear abhingig.
(2) k-Tupel, in denen ein Vektor mehrmals vorkommt, sind linear abhdingig.

(8) Enthilt ein k-Tupel (vy,- -+ ,vg) ein linear abhingiges System® (v, , -+ ,v;,)
mit paarweise verschiedenen® Indizes zwischen 1 und k, dann ist auch
(v1,--+,vx) linear abhingig.

BEWEISs.
(1) Im k-Tupel (v1,--- ,vg) sei v; = 0 fiir einen Index j. Wir setzen
N — 0 falls i # j,
")l falls i =
Dann ist

k
Z)\ivi = 1"Uj :0,
i=1
aber nicht alle \; sind Null. Also ist (vy,- - ,v) linear abhiingig.

8Die Doppelindex-Schreibweise ist halb so schlimm wie sie aussieht. Betrachten wir zum
Beispiel das Quintupel (v1, -+ ,vs) und das Untersystem (v2,v4,v1). Dann ist 41 der erste Index,
der im Tripel vorkommt: i1 = 2, v;; = v2. Es ist 42 der zweite Index, der im Tripel vorkommt:
i2 =4, v;, = v4. Letztlich ist i3 = 1, v;; = v1. Insgesamt ist (v, viy, viz) = (v2,v4,v1).

9Das heift: keine zwei Indizes iy, iq sind gleich.
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(2) Sei nun (vq,---,vg) ein n-Tupel, in dem fiir zwei Indices p # ¢ gilt: v, =
vq. Wir haben
001+"'+1Up+"'+(—l)Uq+"'+OUk:07

aber nicht alle Koeffizienten dieser Linearkombination sind Null. Also ist
das k-Tupel linear abhéngig.

(3) Sei 22:1 Ajvi; = 0 und nicht alle A; gleich Null. Wir setzen

L )\ij falls ¢ = ij
P oo fallsi g (i, 00}

Dann ist p;; # 0 fiir alle jene j fiir die A; # 0 und

k r
Z,uivi = Z)\jvij =0.
i=1 Jj=1

SATZ 4.1.4. Seien vy,--- ,v, € R™. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) Das k-Tupel (vy,--- ,vg) ist linear unabhingig.
(2) Firjedesx € L({v1, - ,vr}) gibt es nur ein eindeutiges k-Tupel (A1, -+, Ai)
von reellen Zahlen, sodass x = Zle AiV; .
(8) Kein v; aus dem k-Tupel lisst sich als Linearkombination der anderen
Vektoren des k-Tupels schreiben.

(4) Wird einer der Vektoren v; aus dem System weggelassen, so verkleinert
sich die lineare Hiille:

E(Ula"' y Vi—1, Vi1, " avk) g ‘C(Ula"' y Uiyt 7vk) .
BEWEIS.
(1)=-(2): Sei (v1,- - ,vg) linear unabhéngig. Sei

k k
T = E Aiv; = E TR
i—1 i1

Dann ist
k k k
Z()\Z — ,U/z)'Uz = Z)\Z'U,L - ZMZUZ =x—x=0.
i=1 i=1 i=1
Wegen der linearen Unabhiingigkeit von (vq,--- ,vx) folgt fiir alle ¢ dass

A — gy =0, also A\; = p;.
(2)=-(3): Angenommen, es gilt nicht (3) und fiir einen Index ¢ gilt also

v = A1+ Aic1Vio1 F AipVigr + o AR
Andererseits ist natiirlich
v; =0v + -+ 1v; + - - - + Ovg.
Das sind zwei verschiedene Arten, v; als Linearkombination der vy, - - - , v
anzusetzen, aber die kann es wegen (2) nicht geben.
(3)=-(4): Wegen (3) gilt fiir jeden Index 4
V; ¢ C(Ula oty Ui—1, V41,0 0 7Uk) .

Weil aber natiirlich

Ui€£<vla"' s Uiyttt ,’Uk),
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sind die beiden linearen Hiillen verschieden:
E(Ul,"' s Vi—1, Vi1, " 7vk) # 5(017"' %I 7’0]@) .
(4)=-(1): Siehe Behauptung 4.1.1.

O
BEMERKUNG 4.1.5. Ob ein k-Tupel von Vektoren
a1 A1k
(0, o) =(] |, )
Qn1 Qnk
linear unabhéngig ist, iberpriift man durch den Ansatz
AU+ -+ A = 0.
Ausgeschrieben fithrt dieser Ansatz auf das lineare Gleichungssystem
aptAdr + 0+ aigde = 0
anAdr + o0+ apgAy = 0
Wenn dieses Gleichungssystem neben der Null-Lésung noch andere Lésungen be-
sitzt, ist das Vektorsystem (v, --- ,v) linear abhiingig.

BEISPIEL 4.1.6. Ist das folgende System (v1,v2,v3) linear abhéngig?

2 1 -1
vi= (1) ,v2=1[(4],v3=1]10
1 2 4

Losung: Wir setzen das Gleichungssystem
A1v1 + A2v2 + Azvz3 =0

in Matrixform an und beginnen den Eliminationsalgorithmus:

2 1 -1 0 0 —3%x -9 0 0 1 3 0
1 4 10 0] = {0 2 6 0]—=({0 0 O 0
1« 2 4 0 1 2 4 0 1 2 4 0

Wir kénnen hier zu rechnen aufhéren!'® An dieser Stelle sehen wir, dass sich nur 2 Pivotelemente
finden lassen, und die dritte Variable nichtbasisch bleibt. Daher kann sie frei gewéhlt werden, z.B.
A3 = 1, und das System hat aufier der Null-Lésung noch weitere Losungen. Das System (v1, v2, v3)
ist linear abhéngig. O

4.2. Basis.

Wir koénnen jetzt definieren, was ein Erzeugendensystem ohne iiberfliissige Vektoren ist:

DEFINITION 4.2.1. Sei U # {0} ein Unterrraum von R™. Seien v1,--- , vy € U.
Das System (v, - ,vg) heifit eine Basis von U, wenn folgende zwei Bedingungen
erfiillt sind:

1) Das System (vq,--- ,vg) ist linear unabhingig.

2) Die Lineare Hiille des Systems ist £L(vy, - ,v;) = U.
Die leere Menge ist per definitionem die einzige Basis des Nullraumes {0}.
SaTzZ 4.2.2. Sei U # {0} ein Unterraum von R™. Seien vy,--- v, € U. Fol-
gende Aussagen sind dquivalent:
1) (vy,---,vx) ist eine Basis von U.

0Faulheit ist die Triebfeder der mathematischen Kreativitit. Rechnen Sie nie weiter, als Sie
miissen, um Thre Frage zu beantworten.
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2) (v1,--+ ,vg) ist ein mazimales linear unabhingiges System in U in folgen-
dem Sinn: (vy,- - ,vk) ist linear unabhingig, und fir jeden Vektor w € U
ist das System (vi,--- ,vE, w) linear abhingig.

3) Flir jeden Vektor x € U existieren eindeutig bestimmte k1, Kk € R
so't dass

r=K1V1 + -+ KLUk

4) (vy,--+ ,vg) ist ein minimales Erzeugendensystem von U in folgendem
Sinne: Das System (v1,--- ,vx) spannt den Vektorraum U auf, aber fir
keinen Index i erzeugt das System (v1,--+ ,Vi—1,Viqt1, -+ , V%) ganz U.

BEWwEIS. (1) = (2): Nach Definition einer Basis ist (vy,---,v) linear un-

abhéngig. Weil L({v1,-- ,v,}) = U, gibt es fiir jedes w € U Skalare Ay, -+, Ag
sodass

w = Av1 + -+ AUk
Wegen Satz 4.1.4 ist das System (vq,- -+ , v, w) linear abhiingig.
(2) = (3): Es gelte (2). Sei « € U. Dann ist das System (vq,---,vg,x) linear
abhéangig, also gibt es A\1,--- , Ay, u € R sodass

Arvr + -+ A + px =0,

wobei mindestens einer der Skalare Ay, --- , Ag, o ungleich null ist. Wére p = 0, so
wire

v+ A =0
und mindestens eines der A; ungleich null. Das widerspricht aber der linearen Un-
abhéngigkeit von (vy,--- ,vg). Also ist p # 0. Wir erhalten

A1 Ak
T=——U] — " — —V
1
Also ldsst sich x als Linearkombination der v; schreiben. Da (vy,--- ,vg) linear

unabhéngig sind, ist diese Linearkombination nach Satz 4.1.4 eindeutig bestimmt.
(3) = (4): Es gelte (3). Da sich jedes « € U als Linearkombination der v; schreiben
lasst, ist U = L(v1,-- -, vx). Weil nach (3) jedes x € U sich auf genau eine Weise als
Linearkombination der v; schreiben ldsst, ist das System (v, - - - , vy ) nach Satz 4.1.4
linear unabhéngig, und kein v; kann weggelassen werden, ohne das die lineare Hiille
des restlichen Systems eine echte Teilmenge von U wird. Also ist (vq,--- ,vx) ein
minimales Erzeugendensystem.

(4) = (1): Es gelte (4). Esist also (vy, - - , v) ein Erzeugendensystem. Andererseits
ist fiir jedes @

‘C(vla e 7’Ui—lavi+1a e 7vn) # U = ‘C(Ula e 7vn)~
Nach Satz 4.1.4 folgt die lineare Unabhéngigkeit. O

SATZ 4.2.3 (Basisauswahlsatz). Sei U = L(vy,--- ,vg) # {0} ein Unterraum
des R™. Dann lisst sich aus (v1,--+ ,vi) eine Basis (vi,,- -+ ,v;, ) von U auswdhlen.

BEwEIS. Wenn (vy,---,v;) nicht selbst eine Basis von U ist, dann ist das
System linear abhéngig, und es ldsst sich ein v; weglassen, sodass nach wie vor
L(v1, "+ ,0i—1,Vit1, " , V) = U ist. Wenn nun (vq, -+ ,v;—1,0i41, -+ , V) linear
unabhéingig ist, haben wir eine Basis, sonst konnen wir wieder einen Vektor weg-
lassen, solange bis das Verfahren bei einer Basis abbricht. Da es nur endlich viele
Vektoren zum Weglassen gibt, muss das Verfahren einmal enden. (|

Hjes: : kappa.
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4.3. Basiserweiterung.

LEMMA 4.3.1. 12 SeiU = L(vy,--- ,vy) ein Unterraum des R™, und (w1, - - - ,w,)
ein linear unabhdngiges Vektorsystem in U. Dann ist r < k.

BewEeis. Da w; € U, gibt es Skalare ay;,- - , ag; sodass

k
wj; = E Q5 V5 .
1=1

Wir betrachten das Gleichungssystem

aptAdr + 0+ apAr = 0
apid + -+ A = 0
Fiir jede Losung Aq, - -+ , A, dieses Gleichungssystems gilt
r r k k r k
D oAwy =Y Njaigui =) | D aid; | vi=) 00 =0.
j=1 j=11i=1 i=1 \j=1 i=1
Weil (wq, -+ ,w,) ein linear unabhiingiges System ist, ist aber 22:1 Ajw; = 0 nur

dann, wenn alle A; gleich null sind. Daher kann das Gleichungssystem nur die Null-
Losung haben.

Wenn nun k < r ist, konnen bei der Losung des Gleichungssystems hochstens k&
Pivotelemente vorkommen, und mindestens » — k > 1 Variablen bleiben nichtba-
sisch. Dann hat das Gleichungssystem aber auch andere Losungen als Null, denn die
nichtbasischen Variablen kénnen ja frei gewihlt werden. Also muss geltenr < k. [

KOROLLAR 4.3.2. '3 Ist (vy,--- ,v,) ein linear unabhingiges Vektorsystem in
R", so istr <n.

BEwWEIS. R" wird von den n Einheitsvektoren

1 0 0
0 1 0
el = : s 62 = ' s e en =
0 0 1
aufgespannt. O
SATZ 4.3.3 (Basisergénzungssatz). Sei U ein Unterraum von R™ und (vy,--- ,vg)
ein linear unabhdingiges Vektorsystem in U. Dann ist entweder (vy,--- ,vg) selbst
eine Basis von U, oder es lisst sich mit Vektoren wq,--- ,w, zu einer Basis
(Ula"' y Uk, W1, ** awr)

von U erweitern.

12Ein Lemma (griechisch: Weg) ist eine Behauptung, die man aufstellt und beweist, um mit
ihrer Hilfe den Beweis einer weiteren Aussage zu erreichen.
13Ein Korollar zu einer Aussage ist eine unmittelbare Folgerung aus dieser Aussage.
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BEWEIS. Ist (vy,---,v;) keine Basis von U, so ist es nicht maximal linear un-
abhéngig (nach Satz 4.2.2), und daher gibt es ein wy € U, sodass (vy,- - ,, Uk, w1)
auch noch linear unabhéngig ist. Nun ist entweder (vy,- - , v, w1) maximal linear
unabhéingig und damit eine Basis, oder das System kann um einen weiteren Vektor
wy erginzt werden. So entstehen immer groflere linear unabhéingige Vektorsysteme.
Weil aber ein linear unabhéingiges System wegen Korollar 4.3.2 hichstens n Vek-
toren enthalten kann, muss das Verfahren abbrechen, und fiir ein geeignetes r ist
(v1,+++ , Uk, w1, -+ ,w,) eine Basis. O

Jetzt konnen wir die Frage beantworten, ob wirklich jeder Unterraum von R™ von endlich
vielen Vektoren aufgespannt wird.

SATZ 4.3.4. Jeder Unterraum des R™ besitzt mindestens eine Basis.

BEWwEIS. Ist U = {0} der Nullraum, so besitzt U die leere Menge als Basis.
Andernfalls gibt es ein v; # 0 in U. Das Vektorsystem (vp) ist linear unabhéngig
und l&sst sich zu einer Basis von U ausdehnen. ]

Zwar hat ein Unterraum des R™, wenn er nicht der Nullraum ist, viele verschiedene Basen.
Es enthalten aber alle Basen gleichviele Vektoren.

SATZ 4.3.5. Sei U ein Unterraum von R™. Dann enthalten alle Basen von U
dieselbe Anzahl von Elementen.

BEWEIS. Seien (vy,---,vx) und (wy,--- ,w,) zwei Basen von U. Wir zeigen:
k = r. Der Raum U wird von (vy,--- ,vg) erzeugt, und (w1, -+ ,w,) ist ein linear
unabhéngiges Vektorsystem in U. Nach Lemma 4.3.1 ist also » < k. Nun niitzen
wir, dass (v1, -+ ,vg) linear unabhéingig und U von (wq, -+ ,w,) aufgespannt wird,
also ist wieder nach Lemma 4.3.1 k < r. Damit ist also k = r. [l

Diese Einsicht rechtfertigt die folgende Definition:

DEFINITION 4.3.6. Sei U ein Unterraum von R™ und (v1,--- ,v;) eine Basis
von U. Dann heifit £ die Dimension von U (k = dim(U)).

Zum Beispiel ist die Dimension des Nullraumes dim({0}) = 0, die Dimension des R" ist
dim(R™) = n. Der Tangentialraum einer Ebene hat die Dimension 2, der Tangentialraum einer
Gerade nur die Dimension 1.

SATZ 4.3.7. Seien U, W zwei Unterrdume des R™, wobei U C W. Dann gilt
(1) dim(U) < dim(W).
(2) Ist dim(U) = dim(W), dann ist U = W.

BEWEIS. Sei (vy,---,vg) eine Basis von U, also dim(U) = k. Nach Satz 4.3.3
ist entweder (v1,---,vx) auch eine Basis von W, dann ist dim(W) = k und W =
L(vy, -+ ,v) = U, oder es gibt eine Basis (vy, -+ ,vg, w1, - ,w,) von W mit r > 1.
In diesem Fall ist

dim(W) =k +r >k =dim(U).

5. Matrix mal Vektor
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5.1. Funktionen.

Im kommenden Abschnitt wird viel von linearen Funktionen die Rede sein. Bevor wir uns auf
diesen Spezialfall von Funktionen einschrinken, brauchen wir ein wenig Wissen iiber Funktionen
im Allgemeinen.

Wir beschreiben den Begriff der Funktion zunéchst auf eine Weise, die der Anschauung gut
entspricht. Wir werden gleich eine saubere Definition nachtragen.

VEREINBARUNG 5.1.1. Seien A und B zwei nichtleere Mengen. Eine Funktion
(= Abbildung) von A nach B ist eine Vorschrift, die zu jedem a € A genau ein
b € B bestimmt.
Mit der Notation f : A — B driicken wir aus, dass f eine Funktion von A nach B
ist. Mit f : @~ b oder mit f(a) =b (“f(a) ist b, “f bildet a auf b ab”) driicken
wir aus, dass f einem bestimmten Element a € A das Element b € B zuweist.
Die Menge A heifit der Definitionsbereich von f, die Menge B heifit Wertevorrat
von f.

Das ist wieder eine sehr verwaschene Begriffserkldrung: “Eine Vorschrift, die ...” — Fiir
die Anschauung versténdlich, aber mathematisch keine Definition. Wir wissen, dass der Begriff
der Menge schon diffizil und geféahrlich ist. Werden wir bei der Definition von Funktionen wieder
Grundlagenprobleme bekommen, kann man “Vorschriften” definieren, die zwingend auf Wider-
spriiche fithren? Die gute Nachricht ist: Hat man einmal den Mengenbegrift auf die sichere Seite
gerettet, kann man eine Funktion prizise definieren. Wir definieren die Funktion einfach als die
Menge der Paare (a, f(a)):

DEFINITION 5.1.2. Seien A und B nichtleere Mengen. Eine Funktion f ist eine
Teilmenge der Produktmenge A x B mit der Eigenschaft:
Fiir jedes a € A gibt es genau ein b € B, sodass das Paar (a,b) in f liegt.
Sind a € A, b € B, mit (a,b) € f, so schreiben wir auch b = f(a).
Will man speziell auf die Definition der Funktion durch Paare hinweisen, nennt
man die Menge {(a, f(a)) | a € A} auch Graph der Funktion.

Fiir unsere praktische Arbeit geniigt aber die anschauliche Vorstellung aus Vereinbarung 5.1.1.

BEMERKUNG 5.1.3. Seien A und B Mengen, und f : A — B eine Funktion.
Beachten Sie, dass f nicht den vollen Wertevorrat B ausschopfen muss, es darf
“uberfliissige” Elemente in B geben. Dagegen muss sich f auf jedes Element in A
anwenden lassen.

BEMERKUNG 5.1.4. Seien A und B Mengen, und f : A — B eine Funktion. Sei
a € A. Unterscheiden Sie genau:

f ist eine Funktion, also axiomatisch eine Menge geordneter Paare, an-
schaulich eine Abbildungsvorschrift.
f(a) ist ein Element von B, jenes Element, auf das a abgebildet wird.

BEISPIEL 5.1.5. Hier finden Sie einige Beispiele von Funktionen:

(1) Jeder/m Studierenden wird genau eine Matrikelnummer zugeordnet, nie-
mand von ihnen hat keine oder mehrere Nummern. Wir haben daher eine
Funktion von der Menge der Studierenden auf die 7-stelligen natiirlichen
Zahlen. Umgekehrt findet sich zu jeder Matrikelnummer ein/e Studie-
rende/r. Trotzdem ist das keine Funktion von der Menge der 7-stelligen
natiirlichen Zahlen auf die Menge der Studierenden, weil es Zahlen gibt,
die nicht als Matrikelnummer vorkommen.

(2) Die Abbildung z — /z ist eine Funktion von [0, 00) nach [0, o).
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(3) Die Abbildung x +— 22 ist eine Abbildung von R nach R, denn jede reelle
Zahl hat ihr eindeutiges Quadrat. Es macht nichts, dass der Wertevorrat
nicht ausgeschépft wird (negative Zahlen sind keine Quadrate), und auch
nichts, dass jede positive Zahl zweimal als Wert (nédmlich als Quadrat
einer positiven und einer negativen Zahl) vorkommt.

(4) Seien aq,- -,y € R. Die Formel
R™ —+R
&1
f: n
: iy i
&n

definiert eine Funktion.

Funktionen von Intervallen reeller Zahlen in Intervalle lassen sich grafisch als
Kurven darstellen. Jedes Paar (z, f(x)) des Graphen von f wird als Koordinaten-
paar eines Punktes der Ebene dargestellt. Der gesamte Graph ergibt bei (einiger-
maflen “gutmiitigen” ) Funktionen eine Kurve. Funktionen von R? nach R kann man
als Flachen im dreidimensionalen Raum darstellen.

Eine Funktion, die auf einer endlichen Menge A definiert ist, lisst sich auch als
Tabelle schreiben. Eine Funktion einer endlichen Menge A nach R kann man als
Stabdiagramm darstellen. Funktionen von einer endlichen Menge A in eine andere
endliche Menge B lésst sich als Pfeildiagramm schreiben, indem man die Elemente
von A und von B als Punkte darstellt, und jeweils einen Pfeil von a nach f(a) zieht.

DEFINITION 5.1.6. Seien A und B Mengen und f : A — B eine Funktion. Seien
U C Aund V C B Teilmengen (die auch leer sein diirfen). Wir definieren

(1) Das Bild von U besteht aus allen Elementen von B, die als Werte f(u)
mit einem u € U vorkommen: f(U) :={f(u) | u € U}.

(2) Das Urbild von V besteht aus allen Elementen von A, die durch f in
Elemente von V abgebildet werden: f~1(V)={a € A| f(a) € V}.

BEMERKUNG 5.1.7. Bitte beachten Sie unbedingt, dass es zur Definition des

Urbildes einer Menge unter einer Funktion f nicht notwendig ist, dass f eine Um-
kehrfunktion besitzt, auch wenn es durch die Schreibweise suggeriert wird.
Wenn die Funktion den Wertevorrat nicht voll ausschopft, dann gibt es auch nicht-
leere Mengen, deren Urbild die leere Menge ist. Dagegen gibt es nie eine nichtleere
Menge, deren Bild leer ist.

BEISPIEL 5.1.8.

(1) Sei f: R — R gegeben durch f(z) = 22. Sei 0 < a < b < 0o. Dann sind
Bild und Urbild des Intervalles (a,b) gegeben durch

f((a’b)) = (a2’b2)’ f_l((avb)) = (_\/57_\/&)U(\/&5 \/l;)
(2) Selena; ; e Rfiri=1,---,m,j=1,---,n. Wir betrachten die Funktion
R™ — R™
&1 1,181 + - F a1 nén

gn O‘m,lgl +-+ am,ngn
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Das Urbild des Nullraumes ist die Losungsmenge des homogenen linearen

Gleichungssystems
&+ 0+ oaapéy = 0
Gmiél 4 o Cmnbn = 0

Die Losungsmenge kann aus einem Vektor (dem Nullvektor) oder einem
mehrdimensionalen Unterraum des R™ bestehen.

Injektivitdt und Surjektivitdt sind zentrale Begriffe zur Beschreibung von Funktionen. Sie

spielen auch in der linearen Algebra eine grofie Rolle:

DEFINITION 5.1.9. Seien A und B Mengen, und f : A — B eine Funktion. Wir
sagen

(1) Die Funktion f : A — B heifit surjektiv, wenn f(A) = B, d.h., wenn alle
Elemente von B als Werte f(a) mit geeigneten a € A vorkommen.

(2) Die Funktion f : A — B heifit injektiv, wenn fiir alle z # y € A gilt:
f(x) # f(y), wenn also verschiedene Elemente aus A auf verschiedene
Elemente aus B abgebildet werden.

(3) Die Funktion f: A — B heifit bijektiv, wenn sie sowohl injektiv als auch
surjektiv ist.

Die folgende Bemerkung sagt genau dasselbe mit anderen Worten:

BEMERKUNG 5.1.10. Seien A und B Mengen, und f : A — B eine Funktion.
Es gilt:

(1) f: A — B ist genau dann surjektiv, wenn fiir jedes y € B die Gleichung
f(z) = y mindestens eine Losung x € A besitzt.

(2) f: A — B ist genau dann injektiv, wenn fiir jedes y € B die Gleichung
f(x) = y hichstens eine Losung © € A besitzt.

(3) f: A — B ist genau dann bijektiv, wenn fiir jedes y € B die Gleichung
f(x) = y genau eine Losung = € A besitzt.

BEISPIEL 5.1.11. Ist die folgende Funktion injektiv, surjektiv, bijektiv?
I [0,00) —[0,00)
N (23 —2)2

Lésung: Wir untersuchen, ob die Gleichung f(z) = y fiir alle y € [0,00) mindestens,
hochstens, oder genau eine Losung hat.

(@® -2 =y
(3 —2) =+/y geht immer, weil y € [0, 0)
2% = EVy+2
. { VY +2 geht immer
/=y +2 nur wenn y < 4, sonst ist x ¢ [0, c0)

Dabher gibt es fiir jedes y € [0, c0) mindestens eine Lésung = von f(z) = y. Die Abbildung ist also
surjektiv. Aber es gibt Werte y € [0, c0), fiir die die Losung nicht eindeutig bestimmt ist. Daher
ist f nicht injektiv und nicht bijektiv. O

BEISPIEL 5.1.12. Ist die folgende Abbildung g : R? — R? injektiv, surjektiv,

bijektiv?
§1)y _ (261 + &
g(<§2>) N (51 - 352) ’
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Lésung: Wir untersuchen die Lésbarkeit von g(z) = y, d.h.14

26 + & o= m
&1 — 3 = m
2 1 m 0 7 m — 2772) (0 1 Ly -2 7’]2)
— —
<1* -3 772) (1 -3 n2 1 0 ém + ; n2
Das Gleichungssystem ist eindeutig lésbar, die Abbildung g ist bijektiv. O

5.2. Produkt einer Matrix mit einem Vektor.

Wir beginnen nun Matrizen als Objekte aufzufassen, mit denen man rechnen kann. Die fol-
gende Definition sieht auf den ersten Blick recht kiinstlich aus und scheint schwer zu merken. Sie
werden sich ganz schnell an sie gewShnen. Sie ist einer der genialen Schachziige in der linearen
Algebra.

DEFINITION 5.2.1. Das Produkt einer (m X n)-Matrix iiber R mit einem n-
dimensionalen reellen Spaltenvektor ist definiert durch

oS S B s S B1 a1,161 + -+ onBn

QAm,1 Am,n ﬂn O‘m,lﬂl +- O‘m,nﬂn
Wichtig:
e Die Matrix steht immer vor dem Vektor. In der linearen Algebra kommt
der Reihenfolge eine wichtige Bedeutung zul!
e Das Produkt A - b einer Matrix A mit einem Vektor b kann nur gebildet
werden, wenn A so viele Spalten hat, wie b Eintrige hat. Das Resultat
A - b ist dann ein Spaltenvektor mit so vielen Eintréigen wie A Zeilen hat.

Wie bei der Multiplikation von Skalaren lassen wir auch bei der Multiplikation einer Matrix
mit einem Vektor den Multiplikationspunkt normalerweise weg.

BEISPIEL 5.2.2. Wir berechnen
2 5
4 3 2 -6
1 0

Losung:
Unsere erste Frage ist, ob die Multiplikation iiberhaupt erlaubt ist. Die Matrix hat 4 Spalten, und
der Vektor hat 4 Zeilen, also kénnen wir multiplizieren. Wir wissen jetzt auch, dass das Produkt
ein dreidimensionaler Spaltenvektor sein wird, weil die Matrix 3 Zeilen hat.
Wir berechnen das oberste Element. Achten Sie jetzt nur auf die erste Zeile der Matrix und den
Spaltenvektor. Man tut sich leicht, wenn man mit dem Zeigefinger die erste Zeile, und mit dem
Rechenstift den Vektor entlang fahrt:
2 5 -3 1 ; 2.74+5-8+-3-9+1-10 37
9
10

Nun berechnen wir den zweiten Eintrag. Wir konzentrieren uns auf die zweite Zeile der Matrix
und den Vektor:

2 5 -3 1 ’87 37 37
4 3 2 -6 9 | = 4-7+3-8+2-9-6-10] = |10
10

M jes n: eta
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Jetzt fehlt nur mehr der dritte Eintrag:
7

2 5 -3 1 8 37 37
4 3 2 -6 9 | = 10 10
1 0 1 0 10 1-7+0-8+1-9-0-10 16
Das Produkt ist fertig berechnet:
2 5 =3 1 ; 37
4 3 2 -6 9= 10
1 0 1 0 10 16

Das Produkt einer Matrix mit einem Vektor ist maigeschneidert fiir die Formulierung linearer
Gleichungssysteme. Wir werden davon spéter noch Gebrauch machen.

BEHAUPTUNG 5.2.3. Das lineare Gleichungssystem'®

a6+ - 4+ aaRén = b
am71§1 + -+ O‘m,n&n = Bm
lasst sich mit Hilfe des Matrizproduktes in der folgenden Form schreiben.:
a1 o Qig &1 b1
Qm,1 e Qm,n fn 5771

BEWEIS. Man muss nur ausmultiplizieren:

a1 Qi &1 a1&r + -+ arpéa

am,1 Am,n gn am,lgl + - + am,ngn

O

DEFINITION 5.2.4. Die Matrix A eines linearen Gleichungssystems Ax = b heifit
die Koeflizientenmatrix oder Systemmatrix des Gleichungssystems.

Das Produkt einer Matrix mit einem Vektor lasst sich auch als Linearkombination der Spalten
der Matrix interpretieren.

DEFINITION 5.2.5. Sei A € R™*" eine Matrix

Q11 e Q1 n

)

A =
Qm, 1 e Am,n
(1) Die Spalten von A sind die Spaltenvektoren

Qg1 Qaq.2 Q1n

) 5

Qm, 1 Qm, 2 Qm n

)

15T jes: &: xi, nicht verwechseln mit ¢: zeta.
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(2) Die Zeilen von A sind die (1 x n)-Matrizen

(061,1 T al,n) s
(042,1 T Oé2,n) )
(am,l e am,n) .

(3) Eine (1 x n)-Matrix nennt man auch einen n-dimensionalen Zeilenvektor.

BEHAUPTUNG 5.2.6. Das Produkt einer Matriz A € R™*™ mit einem Spalten-
vektor © € R™ ist eine Linearkombination der Spalten von A.

BEWEIS.
(o I B e 3 ) &1 ar1& + 0+ areéa
Qm1 ° Qmp n amiét + 0+ amnéa
o116 a1.nén o1 01,n
= +-+ =& ++ &
o 1€1 Om,nén Q1 Qo

5.3. Matrizen und lineare Abbildungen.

DEFINITION 5.3.1. Eine Abbildung f : R® — R™ heifit linear, wenn die folgen-
den beiden Bedingungen gelten:
(1) Fir alle Vektoren x € R™ und alle Skalare A € R ist f(Az) = Af(x).
(2) Fiir alle Vektoren x,y € R™ ist f(x +y) = f(x) + f(y).

BEHAUPTUNG 5.3.2.

(1) Fine Abbildung f : R™ — R™ ist genau dann linear, wenn fir alle x1,- -+ ,xy €
R™ und alle Ay, -+ , A\ € R gilt:
(5.3.1) fuzr 4+ Newg) = M f(@n) + -+ M f(w) -

(2) Jede lineare Abbildung f : R™ — R™ bildet den Nullvektor aus R™ auf den
Nullvektor aus R™ ab.

BEWEIS. (1) Diese Behauptung ist ein schones Beispiel fiir einen Induk-
tionsbeweis. Sei also f : R™ — R™ eine lineare Abbildung.
Wenn f die Bedingung (5.3.1) erfiillt, gilt sie insbesondere auch fiir k = 1,
also
fAz) = Af(x)
und k£ = 2 im Sonderfall dass A1 = Ao = 1, also
fl@+y)=fle+1ly) =1f(x) + 1f(y) = f(=) + f(y) -
Die Gegenrichtung beweisen wir durch vollstindige Induktion nach k. Es

sei also f linear.
Induktionsverankerung fiir k = 1: Wegen der Definition der Linearitét gilt

Jiwy) = A f(x).
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Induktionsschritt von k auf k + 1: Es gelte die Induktionsannahme
fums + -+ Mewg) = M f(@1) + -+ A f(n) -
Dann gilt

Fqz + -+ ek + Mo 1Tp+1)

f([)\ll'l +--- 4+ /\kxk] + [)\k+1$k+1]) (Summe in zwei Teile zerlegt)
= f(hzr+ -+ Xewr) + f(Arr1Tr41)  (weil f linear ist)
= [Aif(z1)+ -+ M f(xg)] + [Mer1f(@k+1)] (Ind.annahme und f linear)
= Mf(x1)+ -+ M f(@r) + g1 f(@rg1) -

(2) Sei f linear und ©,, der Nullvektor'® in R™. Es ist
f(On) = f(08,) =0f(0,) = O, .

Vielleicht die wichtigste Eigenschaft der Matrizen ist, dass zu jeder Matrix eine lineare Abbil-
dung, und zu jeder linearen Abbildung ein Matrix gehort, wie die beiden folgenden S&tze zeigen:

SATZ 5.3.3. Sei A eine (m x n)-Matriz iber R. Wir definieren die Abbildung

f:{R” SR

x — Ax

(1) Die Abbildung f ist linear.
(2) Die Spalten der Matrixz A sind die Bilder der Finheitsvektoren.

BewEis. Es seil”
Qi1 o Qi & m
A= ,x=| 2 |,y=1]:1], 2eR,
Q1 " Qmp &n Mn
Es gilt:
21 01,5 (AE) DI EYERTS
Az) = : = : = AAz),
D=1 om (AE)) Ao am g€
D i (&5 + 1) D i &G D0y
Alz+y) = : = :
Do am g (& +mj) D Qmg&G 20Ty Qg
Djer 05 i1 Oy
= : + : = Ax + Ay.
Do Cm g&j Do Qg

16Lies: ©: Theta. Normalerweise bezeichnen wir den Nullvektor ja nur mit 0, aber hier wollen
wir den Skalar 0 und den Nullvektor auseinanderhalten.
7L jes: n: eta.
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Dabher ist f linear.
Letztlich ist das Bild des k-ten Einheitsvektors die k-te Spalte von A:

0
(oI B S : aq g
1 (k-te Stelle) | =

a1 QO n . Qm, k

s

O

BEMERKUNG 5.3.4. Sei A € R™*™, Die Linearitit der Abbildung z — Az
bedeutet wegen Behauptung 5.3.2 nichts anderes, als dass fiir alle 1, -,z € R"”
und Aq, -, A € R gilt:

k k
A(Z )\jl’j) = Z /\ijj .
7j=1 7j=1

SATZ 5.3.5. Sei f: R™ — R™ eine lineare Abbildung. Dann ¢ibt es genau eine
Matriz A € R™*"™, so dass fiir alle x € R™ gilt: f(x) = Az.

BEWEILS. Wie wir bereits aus Satz 5.3.3 wissen, sind die Spalten einer solchen
Matrix A jedenfalls die Bilder der Einheitsvektoren. Daher kann es hochstens eine

Matrix geben, die f darstellt. Seien nun die Spalten ag, - - - , a, von A die Bilder der
&

Einheitsvektoren, also ar = f(ex), undseiz = | : | € R". Wir zeigen: Az = f(x).
&n

Wegen Behauptung 5.2.6 ist

Az =) &a;=> & fle;).
j=1 j=1
Wir verwenden die Linearitdt von f und rechnen weiter:
n
Az = f(Q_&e;) = f(a).
j=1
O

In der Sprache der linearen Gleichungssysteme driickt sich die Linearitdt der Abbildung
x +— Az durch das Superpositionsprinzip aus:

SATZ 5.3.6 (Superpositionsprinzip). Sei A € R™*" eine (m x n)-Matriz, seien
b,bi,by € R™, 2,21, 25 € R", und'® x1,x2 € R.

(1) Die Lisungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems Ax = 0 ist
ein Unterraum.

(2) Ist x1 eine partikulire Losung von Axy = by und xs eine partikulire
Losung von Axe = by, so ist y = x121 + XoT2 eine partikulire Ldosung
von Ay = (x1b1 + x2b2).

(8) Besitzt das Gleichungssystem Ax = b iberhaupt eine partikulire Lisung x,
so ist die Ldsungsmenge dieses Gleichungssystems der affine Unterraum
{z+u| Au=0}.

18] jes: x: chi.
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BEWEIS.
(1) Sei U ={u € R" | Au =0}. Es ist A0 =0, also ist U # 0. Ist v € U und
A€ R, so ist

A(Au) = AAu =0, also (Au)eU.
Sind uy1,us € U, so ist
A(uy +ug) = Aug + Aus =0+0=0, alsou; +us €U.

(2) Sei Axy = by und Azxs = by. Dann ist, wegen der Linearitéit der Abbildung
T — Az,

A(x171 + x2r2) = X147 + x2Az2 = X1b1 + X202 .
(3) Sei y € R™ beliebig. Wir setzen u = y — z. Dann gilt'?
Au=0 <= Aly—z)=0 < Ay—Ax =0 < Ay=>».

Also ist Ay = b genau dann, wenn y = z + u mit einem u, so dass Au = 0.
O

5.4. Kern, Spaltenraum und Zeilenraum.

Wichtig! Erinnern Sie sich bitte an die Definition von Bildern und Urbildern von Mengen: Ist
f: A — B eine Abbildung, ist U C A und W C B, so ist

o f(U)={f(u) | u e U}, die Menge aller Punkte in B, die Bilder von Punkten aus U
sind.

o f7I(W)={z € A| f(z) € W}, die Menge aller Punkte in A, die nach W abgebildet
werden. Die Existenz einer Umkehrabbildung von f wird in dieser Definition nicht
vorausgesetzt.

SATZ 5.4.1. Sei f : R™ — R™ eine lineare Abbildung. Sei U ein Unterraum von
R™ und W ein Unterraum von R™. Dann gilt:

(1) f(U) ist ein Unterraum von R™.
(2) f~Y(W) ist ein Unterraum von R™.

BEWEIS.

(1) Weil U ein Unterraum von R™ ist, enthdlt U den Nullvektor. Dann ist
aber f(0) = 0 in f(U) enthalten, also ist f(U) # 0. Sind vy,vy € f(U)
und A1, A2 € R, so gibt es uy,us € U sodass v1 = f(uy), va = f(ug). Weil
U ein Unterraum ist, ist auch A\ju; + Asus € U, und daher ist

Al’Ul + )\21)2 = Alf(ul) + )\2f(U2) = f(Al’UJl + /\QUQ) € f(U) .

(2) Weil W ein Unterraum ist, enthilt W den Nullvektor aus R™. Da aber
der Nullvektor aus R™ auf den Nullvektor aus R abgebildet wird, enthélt
f~Y(W) den Nullvektor aus R™ und ist also nicht leer. Seien ui,us €
F~YW), A1, A2 € R. Dann sind also f(uy) € W, f(uz) € W. Weil W ein
Unterraum ist, ist auch Ay f(u1) + Ao f(uz) € W. Dann ist

fAur 4+ Aoug) = Ay fur) + Ao f(uz) € W,

und damit ist Adju; + Aoug € f~1(W).

Ljes <= : genau dann, wenn
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DEFINITION 5.4.2. Sei A € R™*™ mit den Zeilen zq,--- , 2y, € R™™ und den
Spalten s1,--- ,s, € R™. Wir definieren folgende Mengen:
ker(A) = {z € R" | Az =0} Kern von A4,
rg(A) = L(s1, - ,8,) CR™ Spaltenraum oder Range von A,
7r(A) = L(21, ,2m) CRY™™  Zeilenraum von A.

Wir schreiben auch, wenn unser Augenmerk vor allem der linearen Abbildung f :
x +— Az gilt, ker(f) statt ker(A) und rg(f) statt rg(A).

Verwechseln Sie nicht das englische Wort range (Wertebereich, hier: Spaltenraum) mit dem deut-
schen Wort Rang, englisch rank. Der Rang einer Matrix ist eine Zahl und wird im né&chsten
Abschnitt eingefithrt. Auch gibt es in der englischsprachigen Literatur den Begriff “nullspace of
A”. Damit ist nicht unser Nullraum gemeint, sondern der Kern von A.

BEHAUPTUNG 5.4.3. Sei A € R™*™ und

JR® > R™
I r Az
die dazu gehdrende lineare Abbildung.
(1) Der Kern von A ist zugleich das Urbild des Nullraums unter f, d.h.,
ker(4) = f~1({0}).
(2) Der Kern von A ist die Lisungsmenge des homogenen linearen Glei-
chungssystemes Ax = 0.
(8) Der Kern von A ist ein Unterraum von R™.

BEWEIS.
(1) ker(4) = {z € R" | Az =0} = {z € R" | f(2) € {0}} = f1({0}).
(2) Das ist genau die Definition des Kernes.
(3) Das folgt aus der Linearitidt von f. Weil {0} C R™ ein Unterraum des R™
ist, ist auch das Urbild davon ein Unterraum des R".

g

SATZ 5.4.4. Sei f: R™ — R™ eine lineare Abbildung. Es sind dquivalent:
(i) f ist injektiv.
(i) ker() = {0
BEWEIS. (i) = (ii): Sei f injektiv. Dann kann hochstens ein Vektor aus R™
auf den Nullvektor abgebildet werden, und weil f linear ist, wissen wir, dass der
Nullvektor auf Null abgebildet wird. Also ist ker(f) = {0}.
(i) = (i): Sei umgekehrt ker(f) = {0} und seien z,y € R” so, dass f(z) = f(y).
Dann ist 0 = f(z)— f(y) = f(x—y). Also ist z —y € ker(f) und daher ist x —y = 0.
Es kénnen also keine zwei verschiedenen Vektoren dasselbe Bild haben, und daher
ist f injektiv. O

BEHAUPTUNG 5.4.5. Sei A € R™*"™ und

f:{R” — R™

T — Az

die dazu gehdrende lineare Abbildung.

(1) Der Spaltenraum von A ist zugleich das Bild von R™ unter der Abbildung
f, d.-h., rg(A) = f(R™).
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(2) Der Spaltenraum von A ist die Menge jener Vektoren b, fiir die das Glei-
chungssystem Ax = b losbar ist.

(3) Der Spaltenraum von A ist ein Unterraum von R™.

(4) Die Abbildung f ist genau dann surjektiv, wenn rg(A4) = R™.

BEWEIS.
(1) Seien s1,---,s, € R™ die Spalten von A. Wegen Behauptung 5.2.6 gilt
&1 & n
Fe D=4 =>4
&n &n =t

Daher ist das Bild jedes Vektors aus R” eine Linearkombination der Spal-
ten von A, und jede Linearkombination der Spalten von A das Bild eines
Vektors aus R™.

(2) Das System Az = b ist genau dann losbar, wenn f(x) = b eine Losung
besitzt, und das ist genau dann der Fall, wenn b € f(R™).

(3) Der Spaltenraum ist definiert als die lineare Hiille der Spalten, und die
lineare Hiille ist immer ein Unterraum.

(4) Nach Definition ist f genau dann surjektiv, wenn f(R™) der ganze Raum
R™ ist.

O

Um den Zeilenraum im Kontext von linearen Abbildungen zu deuten, wiirden wir den Begriff
der dualen Abbildung brauchen. Darauf lassen wir uns jetzt noch nicht ein.

5.5. Basen und Dimension von Kern, Spaltenraum und Zeilenraum.

Jetzt brauchen wir noch eine moglichst effiziente Methode, um bei gegebener Matrix A die
Unterrdume ker(A), rg(A) und zr(A) zu berechnen.

LEMMA 5.5.1. Sei A € R™ ™ und A € R™*"™. Die Matriz A entstehe aus A
durch einen oder mehrere der folgenden Schritte:

(1) Zur Zeile Nummer i wird das ~y-fache einer anderen Zeile (Nummer j)
addiert.
(2) Zeile Nummer i wird mit einer reellen Zahl v # 0 multipliziert.
(3) Die Zeilen Nummer i und j tauschen Platz.
(4) Eine Nullzeile wird hinzugefigt.
(5) Eine Nullzeile wird weggelassen.
Es seien s1,--- , sy die Spalten von A und 1, , 5, die Spalten von A. Dann gilt:

(a) A und A haben denselben Zeilenraum.
(b) Seien A1,---,An € R. Dann ist

Z)\jsj =0 genau dann, wenn ijéj =0.

Jj=1 j=1

(¢c) A und A haben denselben Kern.

(d) Seien ji,---,jr Indizes zwischen 1 und n. Dann ist (s;,, - ,s;,) genau dann
ein Erzeugendensystem des Spaltenraumes von A, wenn (3;,,---,38;,) ein Er-
zeugendensystem des Spaltenraumes von A ist.

(e) Seien ji,--- , ji Indizes zwischen 1 und n. Dann ist (sj,, -+, S;,) genau dann
linear unabhdngig, wenn (5;,,--- ,35;,) linear unabhdngig ist.

(f) Seien ji,---,jx Indizes zwischen 1 und n. Dann ist (s;,,--- ,s;,) genau dann
eine Basis des Spaltenraumes von A, wenn (5;,,---,3§;,) eine Basis des Spal-

tenraumes von A ist.



48

(f)

1. MATRIZENRECHNUNG

BEWEIS.

Der Beweis geniigt natiirlich fiir den Fall, dass A durch eine einzelne Umfor-
mung aus A entsteht. Wir zeigen zuerst, dass zr(A) eine Teilmenge von zr(A)
ist.

Bei Schritten (1) und (2) sind die neu entstandenen Zeilen Linearkombinationen
der Zeilen von A, daher liegen sie im Zeilenraum von A. Schritt (3) (Vertau-
schung der Reihenfolge) dndert nichts am Gesamtbestand der Zeilen, und daher
auch nichts am Zeilenraum. Und Schritte (4) und (5) verdndern den Bestand

der Zeilen nur um Nullzeilen, die zum Zeilenraum nichts beitragen. Also ist

zr(A) C zr(A).

Weil sich alle diese Schritte wieder durch Umformungen der Art (1)...(5)
riickgiingig machen lassen, kann man die Rollen von A und A im obigen Beweis
vertauschen und es folgt auch zr(A) C zr(A).

Wir haben bereits in Satz 2.2.3 gezeigt, dass die elementaren Zeilenumformun-

gen die Losungsmenge des Gleichungssystems
Al n
Al s [ =0, dh > Ns;=0
An J=1

nicht verédndern. Hinzunehmen oder Weglassen von Nullzeilen dndert wegen
Behauptung 2.3.2 ebenfalls nichts an der Lésungsmenge. (Bei homogenen Glei-
chungssystemen steht rechts immer eine Null, daher kann es keine Zeilen geben,
die auf Unlésbarkeit schlielen lassen.)

Der Kern von A ist genau die Losungsmenge des Gleichungssystems Ax = 0,
und dies ist wieder die Losungsmenge des Gleichungssystems Az = 0. Daher
wird der Kern durch die Zeilenumformungen nicht veréndert.

Das System (s;,,---,s;,) spannt genau dann den ganzen Spaltenraum von
A auf, wenn sich jede Spalte s; durch eine Linearkombination der Vektoren
Sj,- " ,8j, bilden lédsst, also

k
Vg€l ,n) (A, A ER) sg— Y Apsj, =0.
p=1
Wegen Punkt (b) ist das dquivalent zu
k
(Vgel,---,n) (3, -+, A €R) 5= Y N85, =0,
p=1

und das heifit wiederum, dass das System (§;,,---,35;,) den ganzen Spalten-
raum von A aufspannt.
Das System (sj,,--- ,S;,) ist genau dann linear unabhéngig, wenn die einzige
Linearkombination, welche den Nullvektor ergibt, mit den Koeffizienten A, = 0
erfolgt, also

. -
(VAL A ER) D) Nps;, =0 = A=--=X=0
Lp=1 i

Das ist wiederum wegen Punkt (b) dquivalent zu

. -
(VA A €R) ) N5, =0 = AN=-=X=0],
Lp=1 i
und das heifit, dass das System (5;,,-- -, 3;,) linear unabhéngig ist.

Wegen Punkt (d) und (e).
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O

BEMERKUNG 5.5.2. Die Matrizen A und A in Lemma 5.5.1 haben zwar immer
denselben Zeilenraum, aber normalerweise nicht denselben Spaltenraum. Nur die
linearen Abhéngigkeiten, die zwischen den Spalten bestehen, bleiben dieselben.

Wir werden ein Verfahren angeben, wie man Lemma 5.5.1 niitzen kann, um Basen von Kern,
Spaltenraum und Zeilenraum einer Matrix zu bestimmen. Statt durch einen formalen Beweis
machen wir die Methode wahrscheinlich leichter verstdndlich, wenn wir sie an einem Beispiel
durchfithren und erklidren, warum sie funktioniert.

BEISPIEL 5.5.3. Bestimmen Sie Basen des Kernes, des Spaltenraumes und des Zeilenraumes

der Matrix
8 1 15 2 6 2
A— -5 2 3 =2 0 1
-8 2 -6 1 15 =2
0o 1 3 1 7 0
Losung:
o Zeilentransformationen: Wir beginnen mit Zeilentransformationen, bis wir kein Pivot-

element mehr finden, und fithren dann die Riicksubstitution durch. Nullzeilen streichen
wir aus der Matrix. Alle Pivotzeilen dividieren wir durch das Pivotelement, sodass an
den Stellen des Pivotelementes je eine 1 zu stehen kommt.

8§ 1 15 2 6 2 8 0 12 1x -1 2
B -5 2 3 -2 0 1 5 0 -3 -4 -14 1
= | 2 =6 1 15 —2| 7|8 0 —12 -1 1 -2

0 1x 3 1 7 0 0 1 3 1 70

8 0 12 1 -1 2 8§ 0 12 1 -1 2
o2 0 45 0 —18 9x| 3 0 5 0 —2 1

00 0 0 0 0 00 0 0 0 O

01 3 1 7 0 01 3 1 7 0

2 0 2 1x 3 0 2 0 2 1x 3 0
— 305 0 -2 1|—=>[3 0 5 0 -2 1x| = A.

01 3 1 7 0 —2 1x 1 0 4 O

Nun sind wir mit den Zeilentransformationen fertig. Jede Zeile war einmal Pivotzeile,
alle anderen Zeilen wurden zu Nullzeilen und wurden gestrichen. Wir haben insgesamt
drei Pivotelemente gefunden, daher hat die Matrix A drei Zeilen.

Einteilung in basische und nichtbasische Spaltenindices: Die basischen Spalten sind
jene, die als Pivotspalten verwendet wurden. Weil wir drei Pivotelemente gefunden
haben, gibt es drei basische Spalten. Jede Pivotspalte hat ihr Pivotelement, das zu 1
skaliert wurde. An allen anderen Stellen der Pivotspalte wurde eine Null erzeugt. Also
steht in jeder basischen Spalte ein Einheitsvektor. Weil jede Zeile einmal als Pivotzeile
verwendet wurde, kommt jeder Einheitsvektor in irgendeiner Spalte vor. In unserem
Beispiel stehen in den basischen Spalten Nummer 4, 6 und 2 die drei Einheitsvektoren.
Die Matrix A, und damit auch A, hat 6 Spalten. Drei davon sind basisch, also bleiben
drei nichtbasische Spalten {iibrig. Es ist Zufall, dass wir in diesem Beispiel gleich viele
basische wie nichtbasische Spalten haben, das ist nicht immer so.

Bestimmung einer Basis des Zeilenraumes von A: Der Zeilenraum von A ist nach
Lemma, 5.5.1 zugleich der Zeilenraum von A. Er wird von den drei Zeilen

z = (2 0 2 1 3 0),
Z = (3 0 5 0 -2 1),
ZZ = (-2 1 1 0 4 0

aufgespannt, die in A verblieben sind. Wir behaupten, dass dieses System auch linear
unabhéngig ist. Damit ist (21, 22, Z3) eine Basis des Zeilenraumes von A.
Die lineare Unabhéngigkeit rechtfertigen wir mit folgender Rechnung, bei der wir nur
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auf die Koeffizienten mit den basischen Indices 4, 6, 2 achten

A1Z1 + A2Z2 + X323 =

Ao (0 0 % 1 % 0 )
+ X (x 0 % 0 x 1 )
+ X3 (. x 1 % 0 x 0 )
= (% X3 * A1 x A2 )

Ist also A1Z1 4+ A2Z2 + A323 = 0, so sind A1 = A2 = Az = 0. Daher ist das System
(%1, 22, Z3) linear unabhéngig.

Weil der Zeilenraum von A eine Basis aus drei Zeilenvektoren hat, ist die Dimension des
Zeilenraumes ebenfalls 3, und das ist zugleich die Anzahl der gefundenen Pivotelemente.
Berechnung einer Basis des Kerns von A: Der Kern von A ist wegen Lemma 5.5.1
zugleich die Lésungsmenge des homogenen Gleichungssystems Az = 0. Wir bringen
die nichtbasischen Variablen auf die rechte Seite des Gleichungssystems. Links bleibt
fiir jede Zeile je eine basische Variable iibrig:

&4 = 26 — 263 — 35
& = =36 — 5& + 2
& = 26 — & — 46

Daher gibt es, wie wir schon lange wissen, fiir jeden beliebigen Satz von Werten
£1,&3,&5, den man den nichtbasischen Variablen zuweist, genau eine Lésung des Glei-
chungssystems:

1 0 0
2 —1 —4
0 1 0
=8| | T8 5| t8& | 3| = &121 + 83 + 855
0 0 1
-3 -5 2

Wir wissen nun, dass jede Lésung = € ker(A) sich als Linearkombination von diesen
Vektoren z1,x3, x5 schreiben lidsst. Wir behaupten, dass diese drei Vektoren eine Basis
von ker(A) bilden.

Dazu miissen wir zeigen, dass das System (z1,x3, z5) linear unabhéingig ist. In der fol-
genden Rechnung behalten wir nur die Koeffizienten im Auge, die an den nichtbasischen
Indices 1,3,5 stehen. Es seien A1, A3, A5 € R so, dass A\jx1 + A3xz3 + Asz5 = 0.

1 0 0 A1
* * * *
0 1 0 A
O=X [ [+re | |+, [= *2
0 0 1 A3
* * * *

Daraus folgt A1 = A3 = A5 = 0. Also ist das System (z1,x3,zs5) linear unabhingig.
Der Kern von A hat eine Basis aus 3 Elementen, zu jeder nichtbasischen Variablen
gehort ein x;. Daher ist die Dimension des Kernes von A gleich drei.

Bestimmung einer Basis des Spaltenraumes von A: Die Spalten mit Indices 6, 4, 2 von
A sind die Einheitsvektoren und damit eine Basis des gesamten R3. Damit sehen wir
auch, dass der Spaltenraum von A der ganze R3 sein muss. Wegen Lemma 5.5.1 bilden
also auch die Spalten (s4, s2,s6) der Matrix A eine Basis des Spaltenraumes von A.
Daher ist das System der Vektoren

-2 2 1
S4 = 2 S — 1 S2 = 2
I -2 2
1 0 1

eine Basis des Spaltenraumes von A. Der Spaltenraum hat eine Basis von 3 Vektoren,
zu jeder basischen Spalte je einer. Daher ist die Dimension des Spaltenraumes von A
gleich drei.

Damit ist das Beispiel 5.5.3 fertig analysiert.

ALGORITHMUS 5.5.4. Sei A € R™*™ eine (m x n)-Matrix iiber R. Mit dem

folgenden Verfahren kann man Basen von ker(A), rg(A) und zr(A) finden.
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(1) Zeilentransformationen: An der Matrix A werden Pivotschritte so lange
ausgefiihrt, bis keine Zeile mehr als mogliche Pivotzeile iibrigbleibt. Sollten
Nullzeilen iibrigbleiben, so werden diese gestrichen. Durch Riicksubstitu-
tion werden in den Pivotspalten alle Elemente aufler dem Pivotelement
auf Null gebracht. Jede Pivotzeile wird durch ihr Pivotelement dividiert.
Es bleibt eine Matrix A mit r < m Zeilen und n Spalten iibrig. Unter
den Spalten von A kommen alle r Einheitsvektoren des R” vor. Mit 0y
bezeichnen wir die Eintrige von A.

(2) Klassifizieren der Spalten: Mit b; bezeichnen wir die basische Spalte, die
den i-ten Einheitsvektor enthilt. B = {by,--- , b} bezeichnet die Menge
der basischen Spaltenindices. Mit N bezeichnen wir die Menge der nicht-
basischen Spaltenindices.

(3) Eine Basis des Kerns von A: Fiir jeden nichtbasischen Spaltenindex k € N
konstruieren wir den Vektor z € R™ mit den Komponenten

1 wenn j =k
& =<0 wenn j € N\ {k} .
—&;; wennj=b€B
Das System (21, ,Zn—) ist dann eine Basis von ker(A).
(4) Fine Basis des Spaltenraumes von A: Die Spalten mit den basischen Spal-
tenindices bq,--- ,b, der urspriinglichen Matrix A bilden eine Basis des

Spaltenraumes von A.

(5) Eine Basis des Zeilenraumes von A: Die Zeilen der Matrix A bilden eine
Basis des Zeilenraumes von A.

(6) Dimensionen: Die Dimensionen der drei Réume sind:

dim(ker(A)) =n —r, dim(rg(A)) = r, dim(zr(A)) =r.

DEFINITION 5.5.5. Sei A € R"™*™. An A werden so lange Pivotschritte durch-
gefiihrt, bis sich keine moglichen Pivotzeilen mehr finden. Die Anzahl der gefun-
denen Pivotelemente heiBt der Rang von A (geschrieben® p(A) oder manchmal
rk(A)).

Der Rang ist gleichzeitig die Dimension des Zeilenraumes und des Spaltenraumes
von A.
Die Zahl n — p(A) heifit auch Rangdefekt von A, und ist die Dimension des Kernes
von A.

Mit der Formulierung “Zeilenrang = Spaltenrang” driickt man aus, dass die Dimension des
Zeilenraumes einer Matrix dieselbe ist wie die Dimension des Spaltenraumes. Man konnte den
Rang ebensogut mit elementaren Spaltenumformungen bestimmen.

SATZ 5.5.6. Sei A € R™*™ also eine Matriz mit m Zeilen und n Spalten. Zur
Matriz A betrachten wir die lineare Abbildung

Iy R® — R™
Nz — Az

Dann gilt:
(1) Die Abbildung f ist genau dann surjektiv, wenn der Rang p(A) = m.
(2) Die Abbildung f ist genau dann injektiv, wenn der Rang p(A) = n.

BEWEIS.

20 jes: p: rtho
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(1) f ist genau dann surjektiv, wenn das Bild von f der ganze R™ ist, also
rg(A) = R™, und das gilt wieder genau dann, wenn p(A4) = dim(rg(4)) =
m.

(2) f ist wegen Satz 5.4.4 genau dann injektiv, wenn ker(A) = {0}, also
dim(ker(A4)) =n—r=0.

O

6. Matrix mal Matrix

6.1. Linearkombination von Matrizen.

Bevor wir uns mit der wichtigsten Matrizenoperation befassen, der Matrixmultiplikation,
fithren wir noch ein, wie man mit Matrizen genauso wie mit Vektoren Linearkombinationen bilden
kann.

DEFINITION 6.1.1. Seien A = (ai,j)i:l,m,m,j:l,---,n und B = (Bi,j) zwel (m X
n)-Matrizen in R™*". Sei A € R. Wir definieren

ap1xBiy apExBip 0 it Bim
A+ B = ,
Qm,1 + Bm71 0,2 + ﬁm,2 e Am.n + ﬁm,n
)\06111 ACMLQ s )\Ollyn
AN = : :
Aam1 Aama2 0 Ao

Beachten Sie, dass man (&hnlich wie bei Spaltenvektoren) nur Matrizen dersel-
ben Grofle miteinander addieren darf.

BEISPIEL 6.1.2.

1 5 3 1 10 2 -3 1 1 24 3
2(—3 0 4)+5(—2 0 3)_3(—1 4 —2)_<—13 —12 29)'

DEFINITION 6.1.3. Die (m x n)-Nullmatrix ist die (m x n)-Matrix

0 --- 0

Omxn =

Aus dem Zusammenhang wird meistens klar, ob es sich um die reelle Zahl
Null, den Nullvektor oder die Nullmatrix handelt, daher lassen wir normalerweise
die Subscripts ,,x» weg und schreiben auch fiir die Nullmatrizen einfach 0.

BEHAUPTUNG 6.1.4. Es gelten dieselben Rechenregeln wie fiir die Linearkom-
bination von Spaltenvektoren (vgl. Behauptung 3.1.2)
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Seien A\, 1 € R und A, B,C € R™*™ Matrizen derselben Grifie. Es gilt
A+B=B+ A
A+ (B+C)=(A+B)+C
A+ ((~1)4) = Opncn
A+ Opxn =4
A+ p)A= A+ pA
MA+B)=)A+)\B
A(pA) = (An)A
1A=A

Versuchen Sie selbst, einige dieser Regeln zu beweisen. Es ist ganz leicht.

Den Wert der folgenden Umformung versteht man erst voll, wenn man sich mit dem inneren
Produkt beschéftigt. Der Vollstandigkeit halber fithren wir sie aber jetzt gleich an.

DEFINITION 6.1.5. Sei A eine (m x n)-Matrix. Die Transponierte A7 von A ist
die (n x m)-Matrix, die entsteht, wenn man die Zeilen von A als Spalten anschreibt,
und umgekehrt:

T

Q11 Q12 o Qg Q11 Q21 0 Qml
21 Qg2 0 Q2n Q12 Q22 - Oy
am,1 Omp2 - Qm,n Qlp Q2p - Qm n

3

Die folgenden Rechenregeln sind leicht zu beweisen:

BEHAUPTUNG 6.1.6. Seien A, B € R™*" )\ € R:

(AT)T =4
(A+ B)T = AT + BT
(AT = AT

Trick: In einem eng gedruckten Text kann man einen Spaltenvektor manchmal leichter

1
2
3
4
als transponierten Zeilenvektor (1 2 3 4)T unterbringen.

6.2. Hintereinanderausfiihrung von Funktionen, Identitdt, Umkehr-
funktion.

DEFINITION 6.2.1. Seien A, B,C Mengen, und f: A — B, g : B — C Funk-
tionen. Die Hintereinanderausfithrung (Komposition) g o f (“g nach f”) ist die

Funktion
of: A —>C
7 e =l

BEMERKUNG 6.2.2. Achten Sie darauf, dass die Hintereinanderausfiihrung go f
nur existiert, wenn der Wertevorrat von f im Definitionsbereich von g als Teilmenge
enthalten ist.
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SATZ 6.2.3. Die Hintereinanderausfiihrung von Funktionen ist assoziativ im
folgenden Sinn:
Seien A, B,C,D Mengen, und f : A — B, g: B — C, h: C — D Funktionen.
Dann ist (hog)o f =ho(go f).

BEWEIS. Es ist g o f eine Funktion von A nach C und h eine Funktion von C
nach D, daher existiert Ao (g o f) und ist eine Funktion von A nach D. Dabei ist
firae A

[ho(go f)l(a) = h(lg o fl(a)) = h(g(f(a)).
Es ist f eine Funktion von A nach B, und ho g eine Funktion von B nach D. Daher
existiert (hog)o f und es ist

[(hog)e fl(a) = (heg)(f(a)) = h(g(f(a)).
Beide Formeln geben dieselbe Funktion. O

BEMERKUNG 6.2.4. Die Reihenfolge der Hintereinanderausfiihrung darf aber
im Allgemeinen nicht vertauscht werden.
Beispiel 1: Seien f,g: R — R gegeben durch f(z) = 22, g(x) = x + 1. Es ist

[go fliz) = g(z?) =2® +1, [fogl(zx) = flz+1)=(z+1)".
Beispiel 2: Seien f : R — R? und ¢ : R? — R3 Funktionen. Es existiert dann
go f:R — R3 aber nicht fog. Denn ist z € R?, so ist g(x) € R3, aber f(g(z)) ist
nicht definiert, weil f(y) nur fiir y € R existiert. O

DEFINITION 6.2.5. Sei M eine beliebige nichtleere Menge, so ist die Identitéit
auf M definiert durch
_ {M M
ldM : .

x = T

BEMERKUNG 6.2.6. Seien A und B Mengen und f : A — B eine Funktion.
Dann gilt
f=idgof = foidy .

DEFINITION 6.2.7. Seien A und B Mengen und f : A — B eine Funktion. Sei
g : B — A eine Funktion mit der Eigenschaft

gof=ida, fog=idp.
Dann heit ¢ Umkehrfunktion (inverse Funktion) zu f, und wir schreiben?! g = f~1.

Das bedeutet: Die Funktion und die Umkehrfunktion heben einander auf. Fiihrt
man erst f, und anschlieBend f~! aus, kommt man zum Ausgangswert zuriick.
Ebenso, wenn man erst f ' und dann f ausfiihrt.

Die Schreibweise g = f~' wird durch die folgende Bemerkung gerechtfertigt:

BEHAUPTUNG 6.2.8. Sei f : A — B eine Funktion. Dann besitzt f hochstens
eine Umkehrfunktion.

BEWEIS. Seien g: B — A und h : B — A Umkehrfunktionen von f. Dann ist
g=goidg=go(foh)=(gof)oh=idaoh=h.
O

21Das Symbol £~ hat also leider zwei verschiedene Bedeutungen: Y (M) ={x| f(z) € M}
Urbild einer Menge M C B, gibt es fiir jede Funktion f. Aber: f~!(y) fiir y € B ist der Wert der
Umbkehrfunktion an der Stelle y. Den gibt es nur, wenn f eine Umkehrfunktion besitzt.
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BEHAUPTUNG 6.2.9. Seien A und B Mengen, und f : A — B eine Funktion.
Dann sind dquivalent:
(i) Die Funktion f besitzt eine Umkehrfunktion.
(ii) Flir jedes y € B hat die Gleichung f(x) =y genau eine Losung x € A. (Diese
Losung ist dann f=1(y).)
(iii) f ist bijektiv.
BEWEIs.

(i) = (ii): Wir nehmen an, dass f eine Umkehrfunktion f~! besitzt. Sei
y € B beliebig. Es ist z = f~1(y) eine Losung von f(z) = y, denn

fl@)=f(f ) =[fof Iy =idpy =y.

Ist z irgendeine Losung von f(2) = y, so ist

z=ida(2) = [f o fl(2) = FTH(f(2) = ().
Daher ist x = f~!(y) die einzige Losung der Gleichung f(z) = y.
(i) = (i): Wir nehmen an, dass fiir jedes y € B genau ein z existiert,
sodass f(z) = y. Wir definieren die Funktion

B —A
g y —zmit f(r)=y

Wir zeigen, dass g die Umkehrfunktion von f ist. Sei z € A. Setze y = f(2).
Dann ist g(f(z)) = g(y) die Losung = von f(z) =y = f(z), davon gibt es
nach Voraussetzung genau eine, und das ist natiirlich z. Also ist gof = id4.
Sei nun y € B beliebig. Es ist ¢g(y) die eindeutige Losung x der Gleichung
f(x) = y, und damit ist natiirlich f(g(y)) = f(z) = y. Also ist fog = idp.
(i) < (%ii): Bemerkungen 5.1.10 und 6.2.9.

O

BEISPIEL 6.2.10. Sei f : R — R gegeben durch f(x) = 2® + 1. Gibt es eine
Umkehrfunktion?

Lésung: Ist y € R, so muss z = f~1(y) die Gleichung 2 + 1 = y lsen. Wir formen
diese Gleichung dquivalent um:

3 3

P4l=y = 2P =y—-1 = z=3Yy—1.

Wir haben also zu jedem y € R genau eine Losung gefunden. Also ist f~!(y)
3
y — 1.

BEISPIEL 6.2.11. Sei f: R2 — R gegeben durch
f(@) —Ga+6.

Gibt es eine Umkehrfunktion?

Lésung: Sei y € R. Wir untersuchen, ob die Gleichung f(z) = y eindeutig losbar
Y
0

nicht eindeutig, und es gibt keine Umkehrfunktion.

Ol

ist. Nun sind sowohl der Vektor als auch (2) Losungen. Daher ist die Losung

BEHAUPTUNG 6.2.12. Seien A, B und C Mengen, und f : A — B, g: B— C
Funktionen. Es gilt:
(1) Sind f : A — B und g : B — C surjektiv, so ist auch go f : A — C
surjektiv.
(2) Sind f: A— B und g: B — C injektiv, so ist auch gof : A — C injektiv.
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(8) Sind f : A— B und g : B — C bijektiv, so ist auch go f : A — C bijektiv.
In diesem Fall ist (go f)~t = f~tog™
BEWEIS. Seien f, g surjektiv. Sei z € C'. Dann gibt es wegen der Surjektivitéit
von g eine Losung y € B von g(y) = z, und wegen der Surjektivitidt von f eine
Losung = € A von f(x) = y. Es ist dann [g o f](z) = g(f(z)) = g(y) = z, also hat
[g0 fl(x) =y eine Losung.
Seien nun f und g injektiv, und seien z; # z2 € A. Wegen Injektivitdt von f ist
f(x1) # f(x2), und wegen der Injektivitit von g ist g(f(x1)) # g(f(x2)). Also ist
[90 fl(z1) # g © f](22).

Der dritte Punkt folgt unmittelbar aus den beiden ersten. Es gilt auch wegen der
Assoziativitit der Hintereinanderausfithrung (Satz 6.2.3)

(fteg Holgef)=Ffto(g  eog)of=f"oidgof=f""of=ida,
(goflo(flog ) =go(fofHog=goidgog™ =gog™ =idc .
Also ist f~!' o g1 die Umkehrfunktion zu g o f. (|

BEMERKUNG 6.2.13. Beachten Sie die Umkehr der Reihenfolge: (f o g)~! =
—1 -1
g of .

6.3. Matrixprodukt.

DEFINITION 6.3.1. Seien k,m,n € N. Sei A = («; ;) € R¥*™ und B = (8, ) €
R™*" Wir definieren die Produktmatrix A - B € RF*™ durch

A-B = (’)/i’j)izl’... ki=1,,n mit

m
Yijg T Eai,sﬁs,j-
s=1

BEMERKUNG 6.3.2.

(1) Um A - B zu bilden, muss also die Anzahl der Spalten von A gleich der
Anzahl der Zeilen von B sein. Das Element +; ; der Matrix A - B wird
dann aus der i-ten Zeile von A und der j-ten Spalte von B berechnet.

(2) Ist A € R™*™ und = € R", so ist das Produkt Az nichts anderes als
das Matrizenprodukt, wenn man z als eine Matrix mit n Zeilen und einer
Spalte auffasst.

Sind b1, --- , b, die Spalten von B, so sind Abq,--- , Ab, die Spalten von AB.

BEISPIEL 6.3.3. Wir berechnen

21 3 1 i (1)
1 0 -4 0 9 3
3 5 =5 2 51

Losung:

Die Multiplikation ist erlaubt, weil die erste Matrix 4 Spalten und die zweite Matrix gleichviel,
ebenfalls 4, Zeilen hat. Das Ergebnis wird wie die erste Matrix 3 Zeilen, und wie die zweite Matrix
zwei Spalten haben.

Wir berechnen jetzt das Element in der ersten Zeile und ersten Spalte. Achten Sie nur auf die
erste Zeile der vorderen und die erste Spalte der hinteren Matrix:

) )

[S.0 SRV
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Das Element in der ersten Zeile und zweiten Spalte des Produktes entsteht aus der ersten Zeile
der ersten Matrix und der zweiten Spalte der zweiten Matrix:

2 1 3 1 i (1) 24 2.1+1-0+3-3+1-1 2 12
2 3|~ -
5 1

Die zweite Zeile des Produktes wird mit der zweiten Zeile der vorderen Matrix und den jeweiligen
Spalten der hinteren Matrix gebildet:

2 1 3 1 i (1) 24 12
1 0 -4 0])- 9 3|~ -5 —11] .
5 1
Nun berechnen wir noch die dritte Zeile:
2 1 3 1 i (1) 24 12
1 0 -4 0 9 3| = -5 —11
3 5 -5 2 5 1 29 -10
Jetzt ist das Produkt fertig berechnet
2 1 3 1 i é 24 12
1 0 -4 0 5 3| = -5 —11
3 5 -5 2 5 1 29 -—10

Noch ein paar Matrixprodukte:

BEISPIEL 6.3.4.

17
-7
(2 1 3
-1 -2 0 ’
1 3 4 3
. !
1 _9 0) <5 1 )glbt es nicht!

) e (10) (@ 0)= 6 1)

TN TN TN N
[l en)
O =
N

. T~
= O
[en B en)
Nl
Il
N
O =
(e en)

BEMERKUNG 6.3.5. An Beispiel 6.3.4 kann man sehen:

(1) Das Matrixprodukt ist nicht kommutativ: Es gibt Matrizen A, B sodass
AB # BA.

(2) Das Matrixprodukt hat Nullteiler, das heif}t, es gibt Matrizen A, B, beide
nicht Null, sodass das Produkt AB trotzdem die Nullmatrix ergibt.

(3) Idempotente Matrizen sind Matrizen A € R™*™ fiir die AA = A ist. Das
ist klar fiir die n x n-Nullmatrix und die Einheitsmatrix. Aber dariiber
hinaus gibt es auch andere idempotente Matrizen.

(4) Nilpotente Matrizen sind n x n-Matrizen, fiir die es eine Potenz A* gibt,
welche die Nullmatrix ergibt. Das ist klar fiir die Nullmatrix, aber dariiber
hinaus gibt es auch andere nilpotente Matrizen.

Es folgt eine Litanei von Rechenregeln fiir das Matrixprodukt. Alle diese Regeln kann man durch
direktes Nachrechnen beweisen: Beweis durch Férderung der Papierindustrie. Versuchen Sie selbst,
die eine oder andere Regel zu beweisen.
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BEHAUPTUNG 6.3.6. Seien k,m,n,p € N, sei?? A € RF*™, B C € R™*",
D € R"™P sei 0 die Nullmatriz, jeweils in geeigneten Dimensionen. Sei X € R. Es
gilt:
(A-B)-D=A-(B-D) Assozativitit,
A-(B+C)=A-B+A-C Distributiitdt,
(B+C)-D=B-D+C-D Distributivitit,
(M) -B=XA-B)=A-(\B),
B'Onxp :Omxp; Opxm~B:0an.

Vorsicht ist geboten, wenn man Produkte transponiert: Die Reihenfolge der
Faktoren kehrt sich um:

BEHAUPTUNG 6.3.7. Sei A € REX™ B c R™* ™. Dann ist

(AB)T = BT AT .
BEWEIS.
Bi1 - Bm (€5 @ 75 ]
BTAT =
Bln e an Q1m0 Am

Z;Zl ayfn - Z?il o B
: : =(AB)".
Siaubm 0 Yoty kB
O

Das Matrixprodukt ist die Ubersetzung der Hintereinanderausfithrung von Funk-
tionen in die Sprache der Matrizen:

SATZ 6.3.8. Seien F = (¢i;) € R™*", G = (v;;) € R¥*™ und die dazugehérigen

linearen Abbildungen
R* — R™ R™ — RF
f:{z — For g:{y — Gy
Dann ist die Hintereinanderausfithrung g o f die Abbildung

R* — RF
gof :
x = (GF)x

BEWEIS. Sei H € R*¥*™ die Matrix von g o f. Die Spalten von H sind die
Bilder [go f](e;) der Einheitsvektoren. Die Spalten von F sind die Bilder f(e;) der
Einheitsvektoren. Wir betrachten die j-te Spalte von H.

[g0 fl(e;) = 9(f(e5)) = G(f(e;))

Y1t Vim ?1; D 1= 1om VUL
Vel Vkm Omj D i 1m VKDL
Das ist aber genau die j-te Spalte von GF. (]

22Dje Dimensionen der Matrizen sind einfach so festgelegt, dass es die Produkte, die unten
gebildet werden, wirklich gibt.
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BEISPIEL 6.3.9. Wir bezeichnen mit d : R? — R? die Drehung um den Null-
punkt um 45° im Gegenuhrzeigersinn, und mit s : R? — R? die Spiegelung an der
z-Achse. Was geschieht, wenn wir erst d und dann s ausfiithren?

Losung:
Wir stellen erst die Matrizen von d und s auf. Die Matrix D von d hat in ihren Spalten die
gedrehten Einheitsvektoren:

(o= (a) - Q= (Vala) - - (ala Vaie)-

Die Matrix S von s hat in den Spalten die an der z-Achse gespiegelten Einheitsvektoren:

(o) =(0) «(=(2) - s=(5 %)

Wir suchen nun die Matrix von s o d (Denken Sie daran: die Abbildung, die zuerst ausgefiihrt
wird, steht sowohl beim Symbol o als auch bei der Matrixmultiplikation rechts im Produkt.) Die
Matrix von s o d ist

w0 (- (0 )

Wie man herausbekommt, dass diese Matrix eine Spiegelung beschreibt, werden wir erst im zweiten

Semester im Rahmen der Eigenwerttheorie lernen.

BEHAUPTUNG 6.3.10. Seien A = (ai;) € R¥*™ und B = (8;;) € R™*". Es
qgilt:

(a) Der Spaltenraum von AB ist ein Unterraum des Spaltenraumes von A.

(b) Der Zeilenraum von AB ist ein Unterraum des Zeilenraumes von B.

(¢) Fiir die Range gilt p(AB) < min(p(A), p(B)).
BEWEIS.

(a) Seien s1,--- , 8y, die Spalten von A. Sei j € {1---n}. Die j-te Spalte von AB
ist nach Definition des Matrixproduktes

11815 + -+ a1mPBmj a1l Q1m m
: =By |+ +Bms | ZZﬁljsl-
ap1 P+ CemBmy a1 Qmn =1
Also liegen alle Spalten von AB im Spaltenraum von A.
(b) Seien zy,--- , 2y, die Zeilen von B. Sei ¢ € {1---k}. Die i-te Zeile von AB ist
nach Definition des Matrixproduktes
(%‘1511 + t QimfBma 0 @anBia e+ Oéimﬁmn)
= i (B - Bin)+ -+ m (B o Bmn)

m
= E Q127 -
=1

Also liegen alle Zeilen von AB im Zeilenraum von B.

(c) Der Rang ist die Dimension des Zeilenraumes. Weil zr(AB) C zr(B) gilt auch
p(AB) < p(B). Andererseits ist der Rang auch die Dimension des Spalten-
raumes. Weil rg(AB) C rg(A) gilt auch p(AB) < p(A).

O
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6.4. Regulidre Matrizen.

DEFINITION 6.4.1. Eine Matrix heifit quadratisch wenn sie gleich viele Zeilen
wie Spalten hat.

DEFINITION 6.4.2. Die n x n-Einheitsmatrix F,, ist die Matrix

01 - 0

SCHREIBWEISE 6.4.3. Den Index n ldsst man oft weg und schreibt einfach
E fir die Einheitsmatrix, wenn ohnehin klar ist, wieviele Zeilen und Spalten sie
hat. Andere gebriuchliche Symbole fiir die Einheitsmatrix sind I oder 1. Ist A €
R so schreibt man oft einfach A anstatt A — aus dem Zusammenhang muss
dann geschlossen werden, ob man den Skalar meint oder eine Matrix, die auf der
Diagonalen iiberall A hat, und sonst Nullen.

DEFINITION 6.4.4. Das Kronecker-Delta ¢ : ZxZ — {0, 1} wird definiert durch
1  wenn i =j,
5i,j = . .
0 wenn i # j.

BEMERKUNG 6.4.5. Das Kronecker-Delta ist eine sehr praktische Schreibweise!
Zum Beispiel kann man damit bequem die Einheitsmatrix definieren

En = (0ij)i=1, n, j=1,-n
Auch die Einheitsvektoren in R” kann man schén hinschreiben:

ek = (0ik)i=1, -

SATZ 6.4.6. Sei A € R™*"™, E,, und E,, die mxm bzw. nxn Einheitsmatrizen.
Dann ist
En,A=AE, =A.
Insbesondere gilt fiir alle x € R": E,x = x. Das heifst, die n x n-Einheitsmatriz ist
die Matrix der Identititsabbildung auf R™.

BEWEIS. Wir zeigen E,, A = A. Sei also A = (& j)i=1,. m, j=1,... n- Dann ist
der Koeffizient an der Stelle 4, j der Matrix F,, A nach Definition des Matrixpro-

duktes
m
Z 51»’;604;@]».
k=1

Nun ist d; , immer Null, ausser wenn k£ = 4 ist, und daher bleibt von der ganzen
Summe nur {ibrig

m
Y " bikan, =i = .
k=1

Die Gleichung AFE,, = A geht ebenso. O

Manchmal ist der Beweis fiir einen sehr einfachen Sachverhalt schwierig formal aufzuschreiben.
Wenn Thnen nicht einleuchtet, was da oben steht, rechnen Sie einmal

1 0\ fa b ¢

0 1 d e f)°
Es ist grundsétzlich oft hilfreich fiir das Versténdnis, wenn man abstrakte Beweise anhand einfa-
cher Beispiele nachvollzieht.
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DEFINITION 6.4.7. Sei A € R™*™ eine quadratische Matrix. Die Matrix B €
R™"™ heifit inverse Matrix zu A wenn gilt:

AB=BA=EFE,.
Wir schreiben in diesem Fall: A~! := B.

Der folgende einfache Satz rechtfertigt die Schreibweise A~! fiir die inverse Matrix:

SATZ 6.4.8.

1) Zu jeder Matriz kann es hichstens eine Inverse geben.

2) Besitzt eine quadratische Matriz A eine Inverse A=1, so ist die Inverse
2u A™Y wiederum A, also (A71)71 = A.

BEWEIS. Punkt (1): Seien B und C inverse Matrizen zu A. Dann ist
B=FE,B=(CA)B=C(AB)=CE, =C.
Punkt (2): Trivial auf Grund der Definition der Inversen. O

BEMERKUNG 6.4.9. Die Beschrinkung auf quadratische Matrizen ergibt sich ganz natiirlich:
Ist A € R™*" und B € R"X™ so dass AB = E,, und BA = E,, dann ist m = n.

BEWEIs.
m = p(Em) = p(AB) = p(AEnB) < p(En) =n
und ebenso gilt n < m. O

BEISPIEL 6.4.10. Das folgende Beispiel zeigt, dass nicht jede quadratische Ma-
1 1

trix eine Inverse besitzt: Sei A = (_1 1

). Dann besitzt A keine inverse Matrix.

BEWEIS. Angenommen, A besitzt eine inverse Matrix A~!. Man kann leicht
nachrechnen: A% := A- A = 0. Dann wiire aber

A=FE,A=(A""A)A=A"1A2=A4"10=0,
aber A # 0, und wir haben einen Widerspruch. ]

DEFINITION 6.4.11. Eine quadratische Matrix, heifit regulér, wenn sie eine In-
verse besitzt. Andernfalls heiit die Matrix singulér.

SATZ 6.4.12. Seien A, B € R™*"™ zwei requlire Matrizen. Dann ist auch AB
regqulir, und (AB)™' = B=YA~L. (Achtung, die Reihenfolge dreht sich um!)

BEWEIS.
(AB)(B™'A™Y) = ABB YA '=AE,A"'=AA"'=E,,
(B7'A™YY(AB) = B (A'AB=B'E,B=B'B=E,.

O

BEMERKUNG 6.4.13. Sei A € R™*" eine reguldre Matrix. Dann ist auch die
transponierte Matrix AT regulir, und es gilt: (AT)~1 = (A=HT.

BEWEISs.
ATA YW = A AT=ET' =B, A YHAT=AA Y =ET=E,.
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SATZ 6.4.14. Sei R ein Kiorper, A € R*"*" eine quadratische Matriz, und

f:{]R” —R"

T — Ax

die dazugehorige lineare Abbildung
Dann ist A genau dann requldr, wenn [ bijektiv ist. In diesem Fall gehort die Matriz
A~ zur Umkehrabbildung = von f.

BEWEIS. Sei zuniichst A regulidr. Wir definieren die lineare Abbildung

(R SRR
9 x = A1z,

Dann ist fiir x € R

[fogllw) = A(A™'2)=(AAT o =B =1z,

[goflx) = A YAx)=(A"'A)r=E,r ==
Also ist

fog=go f=1idgn

die Identitdat auf R™. Daher ist g die Umkehrabbildung zu f.
Sei nun f bijektiv und f~! die Umkehrabbildung zu f. Wir wissen, dass zu f~! eine
Matrix B gehort, sodass fiir alle # € R™ gilt f~1(x) = Bx. Dann ist BA die Matrix
zur Hintereinanderausfithrung f~' o f, also zur Identitéit idg», also ist BA = E,,.

Ebenso ist AB die Matrix zu fo f~! = idgn, also AB = E,,. Damit ist B die inverse
Matrix zu A. O

SATZ 6.4.15. Sei R ein Korper und A € R™ ™ eine n X n-Matriz. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

1) Der Rang von A ist n.

2) Der Spaltenraum von A ist der ganze Raum R™.
) Die Spalten von A sind eine Basis des R™.

) Die Spalten von A sind linear unabhingig.

) Der Zeilenraum von A ist der ganze Raum RYX™,
) Die Zeilen von A sind eine Basis des R1*™.

) Die Zeilen von A sind linear unabhdngig.

) Der Kern von A ist der Nullraum.

9) A ist regulir.

0 ~J O Ut~ W

BEWEIS. (1) = (2): Sei p(A) = n. Nach Definition des Ranges hat also der
Spaltenraum von A die Dimension n. Weil aber rg(A) also ein n-dimensionaler
Unterraum des n-dimensionalen Raumes R™ ist, gilt wegen Satz 4.3.7 Gleichheit:
rg(A) = R".

(2) = (3): Ist rg(A) = R™, so bilden die Spalten von A ein Erzeugendensystem des
R™. Aus diesem 143t sich jedenfalls eine Basis auswéhlen (Satz 4.2.3). Da aber jede
Basis des R™ aus genau n Vektoren besteht, miissen alle Spalten bleiben. Sie bilden
also ein minimales Erzeugendensystem, eine Basis, des R".

(3) = (4): Jede Basis ist linear unabhéngig.

(4) = (1): Seien die Spalten von A linear unabhéngig. Wegen Satz 4.3.3 ist die
Dimension des Spaltenraumes von A also mindestens n. Da der Spaltenraum von
A aber ein Teilraum von R" ist, kann seine Dimension auch nicht grofler als n sein.
Wir haben also p(A4) = dim(rg(4)) = n.
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(1) = (5) = (6) = (7) = (1): Genau wie die eben bewiesenen Aquivalenzen, unter
Beriicksichtigung, dass der Rang von A zugleich die Dimension des Zeilenraumes
von A ist.

(1) < (8): Der Kern von A hat die Dimension dim(ker(A)) = n — p(A4), und
diese ist genau dann 0, wenn p(A) = n ist.

(1) & (9): Sei f die zu A gehorige lineare Abbildung

f:{R" —R"

T — Azx.

Sei zunéchst p(A) = n. Dann ist (wegen Punkt(2)) der Spaltenraum von A der
ganze R", also ist f surjektiv. Wegen Punkt (8) ist der Kern von f der Nullraum,
also ist f injektiv (Satz 5.4.4). Also ist f bijektiv und nach Satz 6.4.14 ist A regulir.
Ist umgekehrt A regulér, so ist f bijektiv, insbesondere surjektiv. Damit ist der
Spaltenraum von A der ganze Raum R”. Das ist Punkt (2), und aus diesem folgt
Punkt (1). O

SATZ 6.4.16. Sei A € R™*"™ eine quadratische Matrixz. Dann sind dquivalent:
(1) A ist reguldr.
(2) Fiir jedesb € R™ hat das Gleichungssystem Ax = b hichstens eine Losung.
(8) Fiir jedes b € R™ hat das Gleichungssystem Ax = b mindestens eine
Lésunyg.
(4) Fiir jedes b € R™ ist das Gleichungssystem Ax = b eindeutig ldsbar.

In diesem Fall ist die Lisung des Gleichungssytems Ax = b gegeben durch
x = A"1h.

BEWEIS. Sei f die zu A gehorende lineare Abbildung. Nach Satz 6.4.15 sind

dquivalent

(i) A ist regulr.

(i) rg(A) =R"

(iii) ker(A) = {0}.
Ubersetzt in die Sprache der linearen Gleichungssysteme bedeutet aber rg(A4) = R™,
dass fiir jedes b € R™ das Gleichungssystem Az = b mindestens eine Losung hat. Die
Aussage ker(A) = {0} bedeutet nach Satz 5.4.4, dass fiir jedes b € R™ mindestens
eine Losung hat.
Sei nun A reguldar. Wir 16sen Az = b.

Ar=b=AYAr)=A" b= E,xc=A"0=>2=A4""1b.

Also ist A~'z der einzige Vektor, der als Losung in Frage kommt. Weil es aber
genau eine Losung gibt, ist also 2 = A7'b die eindeutige Losung. U

Um ein einzelnes Gleichungssystem Az = b zu losen, zahlt sich aber die Berechnung von A~1
nicht aus, sie macht mehr Arbeit als die Losung des Gleichungssystems. Will man dagegen das
System fiir viele verschiedene rechte Seiten ldsen, ist es schon sinnvoll, die Inverse zu berechnen.
Der Hauptnutzen des Satzes besteht aber in seiner Anwendung als Hilfsmittel fiir Beweise und
zur Konstruktion weiterer Formeln und Rechenregeln.

6.5. Berechnung der inversen Matrix.

Wir werden jetzt einen Algorithmus zur Berechnung der inversen Matrix durch Pivotschritte
entwickeln. Zuerst zeigen wir aber, dass die Zeilentransformationen selbst durch Matrixmultipli-
kationen beschrieben werden kénnen.
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DEFINITION 6.5.1. Sei m € N, A € K\ {0}, i #j € {1,--- ,m}. Wir definieren
folgende Matrizen in K™*™  die sogenannten Elementarmatrizen:
Wir haben zur besseren Orientierung die Zeilen- und Spaltennummern an den linken und oberen
Rand der Matrizen geschrieben, und alle nicht eingefiillten Koeffizienten sind wie in der Einheits-
matrix. Unterstrichen sind die Koeffizienten, die sich von der Einheitsmatrix unterscheiden. Die
Reihenfolge der Zeilen und Spalten von ¢ und j kann auch umgekehrt sein, je nachdem ob ¢ < j
oder j < 1.

(1) (i) () (m)

1 1 -+ 0 -+ 0 - 0
i 0 0 1 0
Ttausch(ivj) = ( ) : R R
(3) 0 1 0 0
(m) 0 0 0 1
(1) (i) )] (m)
(1) 1 0 0 0
i 0 1 A 0
Tadd(ia.ja )‘) = ( ) : . B
G o 0 1 0
(m) 0 0 0 1
(1) (i) )] (m)
1) 1 0 0 0
i 0 )\ 0 0
Tmult(ia )‘) = ( ) : 7
(i) 0 0 1 0
R U S S

SATZ 6.5.2. Die elementaren Zeilenumformungen (siehe Definition 2.2.1) konnen
mit Hilfe der Matrizmultiplikation mit Elementarmatrizen geschrieben werden: Sind
m,n € N, A € R™*" und die m x m Elementarmatrizen wie in Definition 6.5.1
gegeben. Sei A € R\ {0}, i # j € N. Dann gilt:

1) Tiausch(4,7) - A entsteht aus A indem man die i-te und die j-te Zeile von
A vertauscht.
2) Taaa(t,J,A) - A entsteht aus A indem man das \-fache der j-ten Zeile zur
i-ten Zeile von A addiert.
3) Twmus(i, A) - A entsteht aus A indem man die i-te Zeile von A mit A mul-
tipliziert.
Ebenso erhdlt man durch Multiplikation mit Elementarmatrizen von rechts folgende
Spaltentransformationen:

1) A-Tiausch(i,7) entsteht aus A indem man die i-te und die j-te Spalte von
A vertauscht.
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2) A-Toaa(%,j,A) entsteht aus A indem man das A-fache der i-ten Spalte zur
j-ten Spalte von A addiert.

3) A Tmu(i, N) entsteht aus A indem man die i-te Spalte von A mit A
multipliziert.

BEwEIS. Nachrechnen. O

BEMERKUNG 6.5.3. Die Matrix einer elementaren Zeilen- oder Spaltentransformation erhilt
man einfach, indem man diese Transformation auf die Einheitsmatrix anwendet.

BEHAUPTUNG 6.5.4. Die Elementarmatrizen sind requldr:

Ttausch(ivj)il = ,Ttausch (Z,]) )
Tadd(i;ja >‘)71 = Tadd(imja*)‘)a
S o1
Tmult ('Lv )\) b= Tmult (7/7 X) .
BEWEIS. Das sieht man, indem man iiberlegt, mit welchen Zeilentransformationen
die jeweiligen Transformationen riickgéngig gemacht werden koénnen. O

Wir wenden uns jetzt der Berechnung der Inversen einer quadratischen Matrix zu.

LEMMA 6.5.5. Seien A, B € R™"*"™ quadratische Matrizen. Wenn gilt
BA=E,,
dann sind A und B regquldr und B= A"1, A= B~

Das heifit, es muss nicht erst iiberpriift werden, ob auch BA = E,,.

BEWEIS. Weil A und B nur n Zeilen haben, kann ihr Rang nicht gréfler als n
sein. Andererseits gilt n = p(E,) = p(BA), sodass wegen Behauptung 6.3.10 die
Rénge von A und B nicht kleiner als n sein kénnen. Daher ist p(4) = p(B) = n,
und daher sind die beiden Matrizen regulir. Insbesondere besitzt also A eine Inverse
A~1 Es ist

B=DBE,=B(AA™") = (BA)A™'=F, A" = A7,
Damit ist auch B~! = A. O

ALGORITHMUS 6.5.6 (Berechnung der inversen Matrix). Sei A eine nxn-Matrix
iiber R. Der folgende Algorithmus entscheidet, ob A reguldr ist, und berechnet
gegebenfalls die inverse Matrix A~ !:

1) Schreibe nebeneinander die Matrix A und die Einheitsmatrix E,,.

2) Forme die linke Seite A durch Pivotschritte um, solange man Pivotelemen-
te findet. Fiihre gleichzeitig alle Zeilenumformungen auch auf der rechten
Seite durch.

3) Wenn auf der linken Seite eine Nullzeile entsteht, ist A singuldr, und es
gibt keine Inverse. Stop.

4) Wenn auf der linken Seite keine Nullzeile entsteht, waren alle Zeilen Pi-
votzeilen. Verwende nun Riicksubstitution, um {iberall ausser auf den Pi-
votelementen Nullen zu erzeugen. (Wieder werden alle Zeilentransforma-
tionen zugleich auf die rechte Seite ausgefiihrt.)

5) Dividiere jede Zeile durch ihr Pivotelement. Auf der linken Seite stehen
nun nur mehr Einsen und Nullen. (Wieder werden die Divisionen auch auf
der rechten Seite ausgefiihrt.)
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6) Ordne die Zeilen so um, dass auf der linken Seite die Einheitsmatrix steht.
(Wieder werden die Zeilen rechts ebenso umgeordnet.) Rechts steht dann
die Inverse zu A.

BEWEIS. Liisst sich A durch Zeilentransformationen in eine Matrix A iiberfiihren,

die eine Nullzeile enthélt, so ist p(A) = p(A) < n und daher ist A nicht regulir.

Wenn man auf keine Nullzeile stofit, findet man n Pivotelemente und kann A in
die Einheitsmatrix iiberfithren. Die rechte Seite, die nun entstanden ist, nennen
wir B. Man hat dann elementare Zeilentransformationen mit Elementarmatrizen
Ti,--- , Ty ausgefithrt, sodass

Zugleich wurde die Einheitsmatrix in die neue rechte Seite tibergefiihrt:

Damit ist aber

und nach Lemma 6.5.5 ist A regulir und B = A~

TWTe 1 TiA=E,.

B=(TyTh_1---TWE,).

BA=T, --T\A=E,

BEISPIEL 6.5.7. Ist die folgende Matrix A regulér? Wenn ja, berechne die In-

verse:

Lésung:

1.) Pivotschritte:

1

oo o =

1

w

*

0
1
0

1 0

-1

1

-3

0

0

1
1%
2

N b W

-1

-1

-2
0

—2%
-1
=5

0

oo o

O O =

0

— Y =

oo = O

0
0
1
0
1 0
1 0
31
0

0

Der Rang ist 4, es gibt eine Inverse!

2.) Riicksubstitutionsschritte und dividieren durch Pivotelemente:

0

O OoOOo = OO

0

O, O OO

o

_ O O N =

o

—2%
-1
-5

110
01 0

Umordnen der Zeilen:

OO O

SO = O
o= OO

— o O O

-2
-1

—2.5
—-0.5

-1

-1

-2
0

N o~ W =

0

0.5
-0.5

-1 -1
1% 1
-3 =2
0 2

0 0 1
1 1 0
0 1« 0
0 2 0

1 -1

-1

-1

-2
0

oo o

—0.5

-0.5

—-2.5
0

OO = O
o= O O

-0.5
0.5
0.5

0

-1
—1
-3

O = OO
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Die Inverse von A ist

O

KOROLLAR 6.5.8. Jede regulire Matrix lisst sich als Produkt von Elementar-
matrizen schreiben.

BEWEIS. Wie wir im Beweis zu Algorithmus 6.5.6 gesehen haben, lasst sich
jede regulire Matrix durch Elementarmatrizen in die Einheitsmatrix tiberfiithren:
Tp---T1A=F,.
Dann ist
A=17" T'E, =17 T b
Weil aber die Inversen der Elementarmatrizen wieder Elementarmatrizen sind, ist
also A das Produkt von Elementarmatrizen. O






KAPITEL 2

Korper

1. Korperaxiome

1.1. Grundrechnungsarten.

Wir haben im vorigen Kapitel die Matrizenrechnung iiber den reellen Zahlen eingefiihrt.
Uber die reellen Zahlen wei man sehr viel. Wir fiihren diese Eigenschaften nur an, um uns
bewusst zu machen, dass R eine duflerst reiche und komplizierte Struktur hat, die weit iiber die
Grundrechnungsarten hinaus geht. Manches davon haben Sie vielleicht schon in Analysis genau
diskutiert oder werden es diskutieren.

e Auf R sind die Grundrechnungsarten +, —, -,/ mit den bekannten Rechenregeln ein-
gefiihrt.

e Auf R gibt es eine Ordnungsstruktur <, die mit den Grundrechnungsarten vertréglich
ist.

e Wenn eine Teilmenge A C R eine obere Schranke besitzt, so besitzt A auch eine kleinste
obere Schranke.

Jede Cauchyfolge in R besitzt einen Grenzwert.

Die Menge der reellen Zahlen ist iiberabzihlbar.

e usw.

Von allen diesen Eigenschaften der reellen Zahlen haben wir bei der Entwicklung der Matrizen-
rechnung nur die Grundrechnungsarten und ihre Rechenregeln verwendet. Das heift, um Matrizen-
und Vektorrechnung zu betreiben, brauchen wir nur eine Menge und darauf die vier Grundrech-
nungsarten. Im Begriff des Kérpers sammeln wir alle Eigenschaften, die wir zur Einfithrung der
Matrizenrechnung bendtigen.

Die Menge, auf der wir arbeiten, muss nicht einmal aus dem bestehen, was wir als Zahlen kennen.
Und eine Rechenvorschrift auf M ist nichts anderes als eine Abbildung, die zwei Elementen aus
M ein neues Element auf M zuordnet:

DEFINITION 1.1.1. Sei M eine nichtleere Menge und o eine Abbildung

MxM —M
(a,b) Faob

Dann heifit o eine innere Verkniipfung auf M.

BEMERKUNG 1.1.2.

(1) Das Symbol o steht in Definition 1.1.1 fiir irgendeine Verkniipfung und muss nicht die
Hintereinanderausfithrung von Funktionen bedeuten.

(2) Wir reden von einer inneren Verkniipfung, weil alles innerhalb einer Menge passiert:
Die Elemente a,b € M werden verkniipft, und es entsteht wieder ein Element a o b aus
M.

69
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DEFINITION 1.1.3 (Korper). Sei K eine Menge, welche mindestens zwei ver-
schiedene Elemente 0 und 1 enthilt!. Auf K seien zwei innere Verkniipfungen ge-
geben (die sogenannte Korperaddition und Kérpermultiplikation):

KxK —K [KxK —K
(a,b) —=a+b " |(ab) —a-b’

Das Quintupel (K, +,-,0,1) heifit ein Kérper, wenn folgende Eigenschaften gelten:
o Fiir + :
(plus 1) Assoziativgesetz: (Vz,y,z € K) (z+y) + 2=z + (y + 2).
(plus 2) 0 ist neutrales Element fiir +, das heifit: (Vz € K) 24+ 0 = z.
(plus 3) Zu jedem z € K gibt es ein inverses Element y € K sodass © +y = 0.
(plus 4) Kommutativgesetz: (Vz,y € K) z+y =y + .
o Fiir - :
(mal 1) Assoziativgesetz: (Vz,y,z € K) (v-y)-z=x- (y- 2).
(mal 2) 1 ist neutrales Element fiir -, das heifit: (Vz € K) z-1 = z.
(mal 3) Zu jedem z € K\ {0} gibt es ein inverses Element y € K sodass
rz-y=1.
(mal 4) Kommutativgesetz: (Vo,y € K) z-y =y - .
e Fiir das Zusammenspiel von + und - :
(dist) Distributivgesetz®: (Vo,y,2 €K) z-(y+2) =z -y+x- 2.

In der Definition des Korpers haben wir nur soviel zusammengefasst, wie notig ist, um die
Existenz der Grundrechnungsarten und ihre Eigenschaften daraus herzuleiten. Zunéchst fithren
wir eine Korpersubtraktion und eine Koérperdivision ein.

BenAuPTUNG 1.14. Sei (K, +,-,0,1) ein Kérper. Dann gilt

(a) Zu jedem a € K gibt es genau ein inverses Element beziiglich der Kérperaddi-
tion.

(b) Zu jedem a € K\ {0} gibt es genau ein inverses Element beziiglich der Kérper-
multiplikation.

BEWEIS.

(a) Wegen Korperaxiom (plus 3) besizt a mindestens ein inverses Element beziiglich
+. Seien b und c invers zu a beziiglich +. Dann ist

b=b+0=b+(a+c)=(b+a)+c=0+c=c.

Also gibt es genau ein inverses Element.
(b) Seia # 0. Wegen Korperaxiom (mal 3) besizt a mindestens ein inverses Element
beziiglich -. Seien b, ¢ invers zu a beziiglich -. Dann ist

b=b-1=b-(a-¢c)=(b-a)-c=1-c=c.
O

Die Eindeutigkeit der inversen Elemente rechtfertigt die Verwendung der folgenden Schreibwei-
sen (—z) und 2~ 1. Beachten Sie, dass das nur Schreibweisen sind, die passende Assoziationen zu
unseren Rechengewohnheiten aus R wecken. Wir setzen nicht voraus, dass auf K bereits eine Sub-
traktion und eine Division definiert sind. Im Gegenteil, durch die Existenz der inversen Elemente
koénnen wir anschlieend Substraktion und Division definieren.

DEFINITION 1.1.5. Sei (K, +,-,0,1) ein Korper, und a € K.

IDiese Elemente 0 und 1 miissen nicht die Zahlen 0 und 1 sein. Diese Symbole sind so gewéhlt,
dass sie passende Assoziationen zu unseren gewohnten Rechenregeln in R wecken. Es muss auch
K selbst nicht unbedingt eine Menge von Zahlen sein.

2Wir verwenden die Konvention “Punktrechnung vor Strichrechnung”, die wir von den reellen
Zahlen gewohnt sind. Sonst miissten wir genauer schreiben: (Vz,y,z € K) z-(y+2) = (z-y)+(z-2).
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Das Symbol (—a) bezeichnet das inverse Element zu a beziiglich der
Korperaddition.

Ist a # 0, so bezeichnet a~! das inverse Element von a beziiglich der
Korpermultiplikation.

Weil also die inversen Elemente eindeutig bestimmt sind, konnen wir eindeutig eine Korpersub-
traktion und eine Koérperdivision durch die folgende Definition einfiihren:

DEFINITION 1.1.6 (Kérpersubtraktion und -division). Sei (K, +, -, 0, 1) ein Kérper.
Wir definieren Abbildungen (die sogenannte Kérpersubtraktion und die Korperdi-
vision) durch

KxK —K K x (K\{0}) —K
a—b =a+(=b) |- =a-(07")

Wir haben nun auf dem Kérper alle vier Grundrechnungsarten eingefithrt. Man kann nun
zeigen, dass viele der Rechenregeln, die wir aus R gewohnt sind, auch in jedem anderen Koérper gel-
ten. Wir werden das an verschiedenen Beispielen vorfithren. Versuchen Sie selbst, andere bekannte
Rechenregeln darauf zu iiberpriifen, ob sie in jedem Korper gelten.

BEHAUPTUNG 1.1.7 (Kiirzungsregel). Sei (K, +,-,0,1) ein Korper, seien a,z,y €
K, p € K\ {0}. Dann gilt
(a) a+z=a+y=z=y,
(b)p-z=py=z=y.

BEWEIS.
(a) Wegen (plus 3) existiert das inverse Element (—a) zu a beziiglich der Addition.

Es gilt

at+r=a+y
= (—a)+(a+2z)=(—a)+ (a+vy) links und rechts dasselbe addiert
= ((—a)+a)+xz=((—a)+a)+y (Assoziativitit von +)
=0+z=0+y weil (—a) invers zu a ist
=>zr=y (Weil 0 beziiglich 4+ neutral ist.) .

b) Weil nach Voraussetzun 0 gilt, gibt es das inverse Element p~! zu
( gp gilt, g P p

beziiglich der Multiplikation. Es gilt

p-T=p-y
= p—l (p-x) = p—l “(p-y) links und rechts dasselbe multipliziert
=@ t-p)x=@*'t-p) -y  Assoziativitit von -

=1lz=1-y weil p~! invers zu p ist
=>zr=y weil 1 neutral beziiglich - ist

O

BeHAUPTUNG 1.1.8. Sei (K, +,-,0,1) ein Kdrper, seien x,y € K. Dann gilt
z-y=0 < (=0 oder y=0).
BEWEIS.

<: Sei 0.B.d.A. z = 0. Wir miissen zeigen: 0 -y = 0. (Der Fall y = 0 geht
genauso.) Weil 0 das neutrale Element beziiglich der Koérperaddition ist,
gilt 0+ 0 = 0. Mit dem Distributivgesetz erhalten wir

0-y+0-y=(04+0)-y=0-y=0-y+0.
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Mit Hilfe der Kiirzungsregel fiir die Addition erhalten wir daraus
0-y=0.
=: Sei x -y = 0. Wir miissen zeigen: x = 0 oder y = 0. Wenn x = 0 ist, ist
nichts mehr zu zeigen. Wir betrachten also nur noch den Fall x # 0. Wir
wissen bereits von der anderen Beweisrichtung, dass z -0 = 0. Also haben
wir die Gleichung
z-y=0=z-0.
Weil z # 0, kénnen wir die Kiirzungsregel fiir die Multiplikation anwenden
und erhalten
y=0.
O

BenaupTUNG 1.1.9. Sei (K, +,-,0,1) ein Kérper. Seien a,b,c € K, p,q €
K\ {0}. Dann gelten folgende Regeln

(a) (—(—a)) =a und (p~")~" =p.

(b) (—a) =(-1)-a.

(c) p-a)~t=p"q

?dﬁ (Z~(bb—cl.b=a-b—a-c.
BEWEISs.

(a) Es ist (—(—a)) das eindeutige Element r mit der Eigenschaft (—a) + r = 0.
Nun gilt aber gerade fiir a, dass (—a) + a = 0, weil (—a) invers zu a ist. Also
ist a = (—(—a)). Die Aussage (p~!)~! = p beweist man ebenso.

(b) Es ist (—a) das eindeutige Element s mit der Eigenschaft a + s = 0. Nun ist
abera+ (-1)-a=(14+(-1))-a=0-a=0.

(c) (p-q)~* ist das eindeutige Element ¢ mit der Eigenschaft (p-¢) -t = 1. Nun ist
aber (p-q)-(p™' ¢ ) =@ p ) (¢g-¢)=1-1=1

(d) a-(b—c)=a-(b+(-1)-¢)=a-b+a-(-1)-c=a-b+(-1)-(a-c)=a-b—a-c.

(@ 2-2=a-ptbgt=(a-b)-(p g )=(a-b)-(p-g)~ "' =22

-1

O

BEMERKUNG 1.1.10. Diese Sitzchen sind sehr einfach, aber sie enthalten fiir Anfingerinnen

und Anfénger eine Schwierigkeit: “Warum gibt es tiberhaupt etwas zu beweisen? Wir kennen doch
alle diese Rechenregeln schon aus der Schulzeit!”
Die Antwort lautet: Wir kennen sie eben nicht. Wir haben sie fiir die rationalen Zahlen (Bruch-
zahlen) und spiiter fiir die reellen Zahlen kennen gelernt. Aber jetzt arbeiten wir in einem Korper,
tiber den wir nichts wissen, als was in Definition 1.1.3 festgehalten ist. Und wir miissen zeigen,
dass allein aus dieser Definition alle die Regeln, die uns fiir R wohlbekannt sind, auch fiir alle
anderen Korper gefolgert werden kdnnen.

Die Kérperaxiome fiir die Addition und die Multiplikation sind dieselben, mit Ausnahme
der Sonderstellung des Nullelementes bei der Multiplikation. Im Begriff der Gruppe werden diese
vier Axiome zusammengefasst. Gruppen sind in der Mathematik allgegenwirtig, haben vielseitige
Anwendungen, und eine sehr reiche Theorie. Leider haben wir nicht einmal fiir die Anfangsgriinde
Zeit. Ich muss Sie auf eine Einfithrungsvorlesung aus Algebra vertrosten. Aber wenigstens die
Definition einer Gruppe sollen Sie gesehen haben.

DEFINITION 1.1.11. Sei G eine nichtleere Menge und o eine innere Verkniipfung
auf G. Das Paar (G, o) heifit eine Gruppe, wenn gilt

e Die Verkniipfung o ist assoziativ, also

(Va,y,z € G) (zoy)oz=ao(yoz).
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e Es gibt ein neutrales Element e beziiglich o, also ein Element mit der
Eigenschaft
VreG)rzoe=cox=ux.

e 7Zu jedem z € G gibt es ein inverses Element ! € G, also ein Element
mit der Eigenschaft

ror t=z2"lox=e.
Wenn zusétzlich o kommutativ ist, dann heifit (G, o) eine kommutative Gruppe
oder eine abelsche® Gruppe.

BEMERKUNG 1.1.12. Hiufig wird die Gruppenoperation auch mit einem Mul-
tiplikationspunkt - statt o geschrieben, und dieser Punkt kann auch, wie bei der
Multiplikation von Zahlen, weggelassen werden: ab := a - b.

In kommutativen Gruppen wird die Gruppenoperation oft mit einem + geschrie-
ben. Dann bezeichnet man das neutrale Element mit 0 und das inverse Element zu
x mit (—x).

1.2. Spaltenvektoren iiber allgemeinen Kérpern.

Wir kénnen nun iiber jedem Korper, wie {iber den reellen Zahlen, Spaltenvek-
toren und Matrizen definieren.

DEFINITION 1.2.1. Sei (K, +,-,0,1) ein Kérper und seien m,n € N. Ein recht-
eckiges Schema aus m Zeilen und m Spalten von Elementen aus K heifit eine (mxn)-
Matrix tiber K:

alp o v Qin

Am1 - Umn
Eine (m x 1)-Matrix iiber K heifit ein m-dimensionaler Spaltenvektor.
Mit K™ bezeichnen wir die Menge der m-dimensionalen Spaltenvektoren iiber K,
und mit K"™*™ die Menge der (m x n)-Matrizen iiber K.
Zur Unterscheidung von Vektoren und Matrizen bezeichnen wir die Elemente des
Korpers K als Skalare.

DEFINITION 1.2.2. Sei (K,+,-,0,1) ein Kérper. Fiir Matrizen iiber K fithren
wir folgende Rechenoperationen ein:

e Seien A = (j)i=1.m, j=1..n. Und B = (Bij)i=1...m, j=1...n Matrizen aus
K™>*" und es sei A € K. Wir definieren

aip B 0 a8
A+ B = ,
Am1 £ Bm1 - Qmn £ B
Aagr 0 Aoy
A =
A1 0 AQmn

3Niels Henrik Abel, norwegischer Mathematiker. Bitte den Namen aussprechen wie den Bru-
der von Kain.
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Beachten Sie, dass mit dieser Definition (im Sonderfall n = 1) auch die
Linearkombinationen von Spaltenvektoren definiert sind.
Die (m x n)-Nullmatrix iiber K ist die Matrix

o --- 0
Omxn = | ¢ D e KM,
0O --- 0

dabei ist 0 das Nullelement im Korper K. Der Nullvektor in K" ist die
(n x 1)-Nullmatrix.

e Seien A = (O(ij)izl...k, j=1--m S kam und B = (Bz’j)i:lmm, j=1--n S
K™*™ Dann ist

Z;nzl o pfpr o 2211 1,pPp,n
A-B= : : € Kb,
ZZL U pfp1 o Z;nzl %k, pBpn

Die (n x n)-Einheitsmatrix tiber K ist die Matrix

) ) EKHXTL7

dabei sind 0 und 1 das Nullelement und Einselement des Korpers K.

SATZ 1.2.3. Die Theorie der linearen Gleichungssysteme, die Matrizen- und
Vektorrechnung tiber R, wie sie tm Kapitel 1 entwickelt wurde, gilt wortlich genauso
iber allgemeinen Korpern.

BEWEIS. Zur Entwicklung der Theorie wurden von den reellen Zahlen lediglich
die Grundrechnungsarten und ihre Rechenregeln herangezogen. O

BEISPIEL 1.2.4. Wir adaptieren zum Beispiel die Theorie der Linearen Unabhéngigkeit.

Diskussion von Beispiel 1.2.4:
In dieser Diskussion sei also (K, +,-,0,1) ein Korper.
Man kann definieren:
Seien (v1,---,vk) ein System von Spaltenvektoren des K™. Das System (vi,--- ,v) heifit linear
unabhéngig, wenn es kein k-Tupel von Skalaren (A1, -, Ag) von Skalaren aus K auBer (0,---,0)
gibt, sodass

A1vr + -+ Agvp = 0.
Das ist nichts anderes als Definition 4.1.2, nur miissen wir nun allgemeiner denken. Statt reeller
Zahlen stehen jetzt Elemente irgendeines Korpers. 0 bedeutet, je nach Zusammenhang, das Null-
element des Korpers oder den Nullvektor in K™. Im Text der Definition mussten wir aber nur R
an allen Stellen durch K ersetzen.

Wir zeigen am Beispiel einer Behauptung (ndmlich (1)=-(2) aus Satz 4.1.4), dass sich auch
die Behauptungen und Beweise so gut wie wortlich aus der reellen Theorie iibernehmen lassen:
Seien vy, - -+ , v, € K" linear unabhéingig und = € L(v1,- - ,vk). Dann gibt es nur ein eindeutiges
k-Tupel (A1,---, Ax) von Skalaren aus K, sodass z = Zle iV
Beweis: Natiirlich ist das so zu verstehen, dass schon vorher der Begriff der linearen Hiille fiir
Vektoren aus K™ angepasst wurde (vgl. Definition 3.3.1(2):

k
Loty o) = {3 Awi | Ao+ Ax €K}
i=1

Sei nun

k k
T = E Aiv; = E Hivg -
im1 im1



2. BEISPIELE VON KORPERN 75

Dann ist
k
Z()\i — 1i)vi
i=1
k
= (Asv; — pivy) Distributivgesetz
i=1
k
= Aiv; + Z(‘Nz‘”i) Ass., Komm. von +
i=1 i=1
= Z Aiv; + Z(—l)uivi 1.1.9(b)
i=1 i=1
k
= Z Aivg 4+ (—1) Z V5 Distributivgesetz fiir Vektoren
i=1 i=1
=z+ (-1 nach Voraussetzung
=0.
Weil die Vektoren (v1,- - ,vg) linear unabhéngig ist, folgt nun fiir alle ¢ = 1,--- , k:

(AN —pi) =0 also Aj=p.

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Wiederum sind Behauptung und Beweis fast wortlich wie in Satz 4.1.4. Wir miissen uns nur
vor Augen halten, dass die durchgefithrten Rechenoperationen nun Operationen im Korper be-
ziehungsweise in K" sind und die Beweisschritte sich auch mit den Axiomen eines allgemeinen
Korpers rechtfertigen lassen.

Versuchen Sie selbst, verschiedene Definitionen und Behauptungen aus Kapi-
tel 1 von den reellen Zahlen auf allgemeine Korper zu iibertragen.

2. Beispiele von Koérpern

2.1. Komplexe Zahlen.

Die Zahlenmengen N und Z der natiirlichen und ganzen Zahlen sind keine Korper. In N gibt
es keine inversen Elemente beziiglich der Addition. In Z hat jedes Element sein Inverses fiir die
Addition, das heifit, ganze Zahlen kann man subtrahieren und erhilt wieder ganze Zahlen. Die
einzigen ganzen Zahlen, die inverse Elemente beziiglich der Multiplikation in Z besitzen, sind aber
+1. Dividieren kénnen wir erst, wenn wir Bruchzahlen zulassen. Der Korper der rationalen Zahlen
Q besteht aus allen Zahlen, die sich als Briiche von ganzen Zahlen schreiben lassen. Auf Q gibt
es erstmals alle vier Grundrechnungsarten. Weil Q ein Korper ist, ldsst sich iiber Q die gesamte
Vektor- und Matrizenrechnung, wie wir sie bisher kennen, entwickeln.

Die Erweiterung von Q zu R bringt fiir die Grundrechnungsarten keine Neuerungen, dafiir
kénnen aber nun Wurzeln aus allen nichtnegativen Zahlen gezogen werden. In R stehen Mittel der
Analysis zur Verfiigung, mit denen man zum Beispiel spezielle Funktionen (Exponentialfunktion,
Winkelfunktionen) einfithren kann. Der Begriff der Stetigkeit und des Grenzwertes kann zwar
bereits auf Q definiert werden, ihre Stidrke entfalten diese Begriffe aber erst, wenn mit R die
Vollstdndigkeit ins Spiel kommt.

Wir setzen uns nun in den Kopf, auch die Wurzel aus (—1) zu ziehen, und lassen uns zunichst
auf eine Heuristik ein:

BEISPIEL 2.1.1. Wenn es einen Korper K gébe, der die reellen Zahlen als Teil-
menge enthilt, und auBerdem ein Element ¢ mit der Eigenschaft i2 = —1 enthilt,
dann miissten die vier Grundrechnungsarten fiir Ausdriicke der Form (a + b7) mit
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reellen Zahlen a, b folgendermaflen aussehen:

(a+ bi) + (c + di)

=atc+bitdi Assoziativitdt und Kommutativitiat von +

=(atc)+ (bt d)i Distributivitét
(a+ bi)(c+ di)

= ac + bei + adi + i%bd Distributivitét

= ac+ bci + adi — bd weil i2 = —1

= (ac — bd) + (bc + ad)i Distributivitét
a+ bi
c+di

_ (a+bi)(c— di) c—di

Multiplizieren mit 1 =

~ (c+di)(c— di) c—di

_ (ac —bdi®) + (bc — ad)i

SRR Distributivgesetze
c? —d?%
bd bc — ad)i
_ (ae+ li(d; ad)i weil i2 = —1
c

Noch wissen wir nicht, dass es wirklich einen solchen Koérper gibt. Weil wir aber gefunden
haben, wie die Rechenregeln lauten miissten, kénnen wir das Pferd beim Schwanz aufzidumen.
Man definiert sich die komplexen Zahlen a + b einfach als Paare (a,b) von reellen Zahlen, wobei
man sich zum Paar (a,b) denkt, dass es am Ende a + bi bedeuten wird. Auf der Menge R x R
der Paare fithrt man die passenden Rechenregeln ein. Dann zeigt man, dass auf diese Weise ein
Korper entsteht.

DEFINITION 2.1.2. Auf der Menge C := R x R fithren wir die folgenden inneren
Verkniipfungen ein:

(a,0) + (c,d) = (a+c,b+d),
(a,b) - (¢,d) = (ac—bd,ad+ be).
Statt (a,b) schreibt? man auch a + ib, insbesondere setzt man i := (0, 1).

SATz 2.1.3. Die komplexen Zahlen (C,+,-,(0,0),(1,0)) bilden einen Kirper.
Die inversen Elemente beziiglich Addition und Multiplikation sind gegeben durch

_(avb) = (—a,—b),

1 a —b
(a,b)™" = (a2+b2’a2+b2

).
Komplexe Zahlen werden nach der folgenden Regel dividiert:

(a,b) 7(ac+bd bc — ad
(c,d)  “c2+d? 2 +d?

Die kompleze Zahl i := (0,1) erfiillt i* = (—1,0).

).

BEWEIS. Der Beweis ist im Detail mithsam, aber nicht schwer, und erfolgt
durch einfaches Nachrechnen aller erforderlichen Rechenregeln.

4Wir werden spater auch diese Schreibweise verwenden. Aus didaktischen Griinden machen
wir aber die einfithrenden Schritte mit der Paar-Schreibweise.
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Wir beweisen zum Beispiel die Assoziativitéit der Multiplikation.
(@0)- (e d)]-(e.f) = (ac—bdad+be)- (e, f)
= ((ac—bd)e — (ad+be)f, (ac —bd)f + (ad + be)e)
= (ace — bde — adf — bef , acf — bdf + ade + bee),
(@) [(e.d) (/)] = (a,8)- (ce—dfsef +de)
= (a(ce —df) —b(cf +de), alcf + de) + b(ce — df))
= (ace —adf —bef —bde, acf + ade + bee — bdf).

In beiden Multiplikationen kommt dasselbe heraus, daher gilt das Assoziativgesetz
in (C,-). Ebenso sind die Kommutativitit von Addition und Multiplikation, die
Assoziativitdt der Addition und das Distributivgesetz zu beweisen.

Wir iiberzeugen uns, dass wir geeignete neutrale Elemente angegeben haben:

(0,0) + (a,b) = (04 a,0+b) = (a,b),
(1,0)-(a,b) = (1-a—0-b,0-a+1-b)=(a,b).
Als né#chstes iiberpriifen wir die inversen Elemente:
(CL, b) + (—CL, _b) = (CL + (_a)7 b+ (_b)) = (07 O) )
a —b a —b a —b
WN(——,———) = —-b b
(a, )(a2+b2’a2+b2) (aaQ—i—b2 a? 4+ b?’ a2+b2+aa2+b2)

a?+bv*> ab—ab

- Grw ey ~ 00
Fiir die Division folgt nun

(a,b)

(C7 d)

Letztlich ist

c —d )_(ac—|—bd bc — ad
24+ d2 2+ d2 - 24+ d2’ 2+ (2

= (a,b)(c,d)™" = (a, b)( )

(0,1)>=1(0,1)(0,1) =(0-0—-1-1,0-1+1-0) = (—1,0).
O

Wir wollen nun die reellen Zahlen als eine Teilmenge von C auffassen. Dazu
konstruieren wir uns eine sogenannte Einbettung:

SATZ 2.1.4.
(1) Die Abbildung

. JR =C
(R PN (a,0)
ist injektiv.

(2) Die Abbildunyg j ist vertriglich mit den Grundrechnungsarten im folgenden
Sinn: Sind x,y € R, so gilt
jx+y) = ) +i),
jley) = (@) jy).
(3) Die Menge j(R) ={(a,0) | a € R} C C ist ein bijektives Bild von R.

BEWEIS.

(1)
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(2)
@) +iy) = (@0)+(¥0)=(@+y0+0)=(z+y,0)=j+y),
J@)-jy) = (2,0)-(y,0) = (z.y = 0.0,2.0+ 0.y) = (xy,0) = j(zy).
(3) Offensichtlich ist j : R — j(R) surjektiv. Weil j aber auch injektiv ist, ist
Jj eine bijektive Abbildung von R nach j(R).
U

SCHREIBWEISE 2.1.5. Wir identifizieren die Teilmenge
JR)={(a,0)[ aeR} cC

mit der Menge der reellen Zahlen, indem wir jede komplexe Zahl (a,0) mit der
reellen Zahl a gleichsetzen. Ist o eine der Verkniipfungen + oder -, so gilt

(a,0) 0 (b,0) = (a0 b,0).
Dadurch trigt j(R) genau dieselbe Korperstruktur wie R.

“Identifizieren” ist einleuchtend fiir die Vorstellung und bestens geeignet fiir den mathematischen
Alltag, aber streng genommen unprizis. Genauer miisste man sagen: Die komplexen Zahlen ent-
halten als Teilmenge einen Korper, der bijektiv auf R abgebildet werden kann, wobei die Abbildung
mit den Kérperverkniipfungen vertriiglich ist.’

Kiinftig schreiben wir unbesorgt a + ib statt (a,b) und kénnen auf die formale
Definition als Paare und den Einbettungshomomorphismus j vergessen: Sie wurden
nur gebraucht, um C auf eine solide formale Basis zu stellen. Jetzt wissen wir, dass
es wirklich einen Korper gibt, in dem (—1) eine Wurzel hat. Matrizenrechnung iiber
C ist zwar etwas miihsam, bringt aber keine neuen Probleme, wenn man nur die
Grundrechnungsarten in C flielend beherrscht.

BEISPIEL 2.1.6.

(2+46i)—(4—3i)) = (2—4)+i(6+3)=—-2+09i
(2+60)(4—3i)) = (2-446-3)+i(—2-34+6-4) =26+ 18i
2+ 6i 2:4-6-3 2:3+6-4 10 30
= ‘ = —— 4+i— =0,4+1,2
4—3i 213 ey 25 '3 tha

BEIsPIEL 2.1.7. Uberpriifen Sie, ob die folgende Matrix A € C3*3 regulir ist. Wenn A regulir
ist, bestimmen Sie die Inverse von A.

% 1—1 2+ 3i
A=1|-2t 1461 —-2—-6i] .

% 1—1 34 3¢

Lésung:
% 1—14 2+ 3i 1 0 0
-2t 1461 —2-—6¢ 0 1 0
i 1—14 3+3i 0 0 1
1 —-1—4¢ 3—-2¢ —i 0 0
— 0 3+4+4 2 2 1 0
0 0 1% -1 0 1
1 —-1—-¢ 0 3—3i 0 —-3+2¢
— 0 3+4ix O 4 1 -2
0 0 1 -1 0 1
1 0 0 103—79i  7—i  —89452i
25 25 22si
12%%6 352 —678
- 0 10 35 5 35
0 0 1 -1 0 1

®Mit ein bisschen mehr Grundwissen aus Algebra kénnte man sagen: C enthélt als Teilmenge
einen Korper, der isomorph zu R ist.
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Also ist A reguldr und
| [103-79 T—i 89452
A*1:? 12—-16: 3—4i —6+8i | .
5 —925 0 25

DEFINITION 2.1.8 (Gaussche Zahlenebene). In der Gaufischen Zahlenebene
wird jede komplexe Zahl z = a + bi als Vektor (a,b)T € R? dargestellt:

Y

Wir definieren die folgenden Gréflen fiir z = a + bi:

den Realteil von z durch Re(z) := a,

den Imaginirteil von z durch Im(z) := b,

die konjugiert komplexe Zahl zu z durch z := a — bt,

den Betrag |z| := r und das Argument arg(z) := ¢ von z als jene nichtne-
gative reelle Zahl r» und jenen Winkel ¢ fiir die gilt:

z = r(cos(¢) + isin(¢)).
(In diesem Zusammenhang geben wir Winkel immer im Bogenmafl an:
27 entspricht einem Winkel von 360°. Beachten Sie dabei, dass Winkel

stets nur auf Vielfache von 27 eindeutig bestimmt sind, der Winkel von
360° = 27 ist derselbe Winkel wie 0° = 0.)

BEHAUPTUNG 2.1.9.

(a) Der Betrag einer komplexen Zahl a + bi errechnet sich durch die nichtnegative

Quadratwurzel
la + bi| = Va2 + b2.

(b) Es gilt |2|?> = 2%z. Insbesondere ist 2z immer reell und nichtnegativ, und Null
nur dann, wenn z = 0 ist.

(¢) Die Addition von komplexen Zahlen stellt sich in der Zahlenebene als Vektor-
addition dar.

(d) Bei der Multiplikation multiplizieren sich die Betrige, und addieren sich die
Argumente.

(e) Bei der Division dividieren sich die Betrige und subtrahieren sich die Argu-
mente, insbesondere ist arg(1) = — arg(z).
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BEWEIS.
(a) Wir verwenden cos?(¢) + sin?(¢) = 1. Ist also a = rcos(¢), b = rsin(¢), dann
gilt
a® 4+ b* =12 cos?(¢) + r*sin?(¢) = r2.
(b) Offensichtlich ist
(a+bi) - (a+bi) = a® + b* = |a + bi|>.

(¢) Die geometrische Deutung der Addition ist offensichtlich.
(d) Zur geometrischen Deutung der Multiplikation verwenden wir die Additions-
theoreme der Winkelfunktionen:

cos(¢p+1p) = cos(¢)cos(¢) — sin(¢) sin(¢),
sin(¢+1) = cos(6)sin(t) + sin(9) cos(sh).
Wir multiplizieren die komplexen Zahlen
u=rcos(¢) +rsin(p)i, v=scos(y)+ ssin(y)i
und erhalten
[r cos(¢) + rsin(¢)i][s cos(v) + ssin()i]
[r cos(¢)s cos(y) — rsin(p)ssin(¥)] + [r cos(¢)ssin(y) + rsin(¢p)s cos(v)]i

rs[cos(¢) cos(p) — sin(¢@) sin(v))] + rs[cos(¢) sin()) + sin(¢p) cos(¢)]i
rscos(¢ + ) + rssin(¢ + ).

Aus dieser Darstellung von wv folgt |uv| = rs und arg(uv) = ¢ + 9.
(e) Die Deutung der Division folgt aus Punkt (d).

BEMERKUNG 2.1.10. Der Betrag erfiillt die Dreiecksungleichung: gilt
(Vu,v € C) |u+v| < |u| + |v].

Die Dreiecksungleichung ist die Grundlage dafiir, dass man |u — v| als Ma$ fiir den Abstand
zweier komplexer Zahlen u, v verwenden kann, denn es gilt

lu —v| < |u—w|+ |w—1],

der Abstand der Direktverbindung von w nach v ist nie gréfler, als wenn man die Absténde des
Umwegs iiber eine dritte Zahl w nimmt.

Wenn man erst einen Abstand definiert hat, kann man auch anfangen, Grenzwerte einzufiihren.
Der Absolutbetrag ist also die Grundlage fiir die Grenzwertrechnung, Integral- und Differential-
rechnung in C.

BEHAUPTUNG 2.1.11. Sei u = r(cos(¢) + isin(¢)) (mit r > 0 und ¢ € R) eine
komplexe Zahl ungleich Null. Sei p € N (hier wird N ohne Null verstanden, also
p #0). Die Gleichung

2P =u

besitzt genau p Losungen, und zwar

¢+ 2km ¢+ 2k

) + i sin( . ),

z =17 | cos(

mit k€ {0,--- ,p—1}.
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BEWEIS. Ansatz: Setze z = s(cos(¢) + isin(¢)). Nach den Regeln der Multi-
plikation (p-mal auf z angewendet) muss sich also der Betrag potenzieren, und das
Argument multiplizieren:

r(cos(@) + isin(¢)) = sP(cos(py) + isin(py)).

Also r = sP oder s = /P, Und 1) = ¢/p? Aber Vorsicht, das Argument ist ja nur
eindeutig bis auf modulo 27! Also muss nur gelten

pY = ¢ + 2kw fiir irgendein k € Z.

Das ergibt p verschiedene Lsungen

k
LU ke{0,---,p—1}.
p p
(Ab k = p wiederholen sich dieselben Lisungen). d

Die folgende Graphik zeigt die fiinften Einheitswurzeln, also die 5 Losungen der Gleichung 2% = 1,

in der Gaufischen Zahlenebene. Alle liegen am Einheitskreis {z € C | |z| = 1}. Thre Argumente
27

sind die ganzzahligen Vielfachen von <-.

2n/5

Einheitskreis

Die groie Bedeutung der komplexen Zahlen steht auf drei Sédulen. Was zuerst
wie ein Spleen weltfremder Mathematiker aussieht, die unbedingt die Wurzel aus
—1 ziehen wollen, hat sich als eines der fruchtbarsten und erstaunlichsten Konzepte
der Mathematik bewéhrt. Sie sollen also eine Idee davon bekommen, worin die
Kraft dieser Theorie besteht, auch wenn wir hier keine Beweise liefern kénnen. Das
kommt zum Teil in den Grundvorlesungen der Analysis, zum Teil in einer Vorlesung
iiber Funktionentheorie.

Ein Polynom iiber einem Kérper K ist ein Ausdruck
Y0 + Mz +y22? 4 -+ ypa”
mit o, - ,vn € K. Eine Nullstelle des Polynomes ist ein Element £ € K sodass
70 + 1€+ 7262 + - 4 "

BEHAUPTUNG 2.1.12. Jedes nicht konstante Polynom iber C hat mindestens
eine komplexe Nullstelle.

Das Polynom z2 + 1 hitte zum Beispiel keine reelle Nullstelle. Braucht man also zur Behand-
lung eines Problems die Nullstellen eines Polynoms, so muss man reelle Polynome Fallunterschei-
dungen treffen zwischen Situationen, in denen das Polynom Nullstellen hat, und dem Fall, dass
es keine Nullstelle gibt. Im Komplexen gibt es immer Nullstellen, und daher keine umsténdlichen
Fallunterscheidungen. Dieses Thema wird im zweiten Semester eine Schliisselrolle spielen, wenn
wir die Theorie der Eigenwerte entwickeln.
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BEHAUPTUNG 2.1.13. Die Eulersche Zahl

1

e:= lim (1+ —)" ~2,7183
n—o00 n

laft sich auch zu komplexen Potenzen erheben. Sind r und ¢ reelle Zahlen, so gilt

die FEulersche Formel

(2.1.1) et = e [cos(¢) + isin(¢)].

In vielen Anwendungsgebieten der Mathematik, zum Beispiel in der Mechanik, treten lineare
Differentialgleichungen auf. Sie handeln von vektorwertigen Funktionen w : [0,7] — R™ mit

d

— u(t) = Au(t),

= u(t) = Au()

dabei ist A eine quadratische Matrix. Fiir die Losungen und ihre Komponenten sind drei Arten
des Verlaufs charakteristisch:

e wu kann exponentiell wachsen oder abklingen. Im einfachsten Fall ldsst sich u durch die
Formel

u(t) = Ce™
beschreiben. Dabei sind C,r € R. Das Vorzeichen von r entscheidet, ob die Funktion

exponentiell steigt oder fallt.
e v kann eine periodische Schwingung ausfiihren:

u(t) = C cos(wt) mit C,w € R.
Nach (2.1.1) ldsst sich ein solches u als der Realteil einer Exponentialfunktion schreiben:
u(t) = C Re(e™?).
e Es gibt auch Schwingungen, die sich exponentiell aufschaukeln oder exponentiell ab-
klingen:
u(t) = Ce™ cos(wt) = C Re(eltH)t
Durch die komplexen Zahlen lassen alle diese Funktion mit derselben Theorie anfassen, ndmlich
mit der komplexen Exponentialfunktion.

Die Fourieranalysis beschiftigt sich damit, Funktionen als Uberlagerung von periodischen Schwin-
gungen darzustellen, etwa, wie der komplexe Klang einer menschlichen Stimme oder eines Musik-
instrumentes sich aus Grund- und Oberténen zusammensetzt. Auch diese Theorie wird durch den
Gebrauch der komplexen Exponentialfunktion wesentlich iibersichtlicher.

Vielleicht wissen Sie schon aus der Analysis oder noch aus der Schule, was es bedeutet,
eine reelle Funktion f : R — R zu differenzieren, und auch, dass nicht jede Funktion differenziert
werden kann. Die differenzierbaren Funktionen f : C — C haben eine besonders reiche Theorie mit
tiberraschenden Ergebnissen. Einige davon finden Sie in der folgenden Behauptung. Was man alles
mit dieser faszinierenden Theorie anfangen kann, kann ich Thnen leider jetzt noch nicht erkldren.

BeEnAuPTUNG 2.1.14. Sei f : C — C differenzierbar und nicht konstant Null.

e f lisst sich immer durch eine Potenzreihe ausdriicken:

F2) =Y w.
k=0

e Die Nullstellen von f kénnen sich nicht hdufen, das heifst, um jede Null-
stelle liegt ein Kreis, in der es keine weitere Nullstelle gibt.

e Der maximale Betrag, den die Funktion [ auf einem Kreis (oder auch
allgemeineren Gebieten) erreicht, wird immer am Rand des Gebietes an-
genommen.

e Die Werte der Funktion f am Rand eines Kreises bestimmen bereits ein-
deutig die Werte, die f im Inneren des Kreises annimmit.
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2.2. Restklassen.

In diesem Kapitel werden wir mit der Kongruenz modulo m und den Restklassen ein Beispiel
einer Aquivalenzrelation und der dazu gehdrenden Klasseneinteilung kennenlernen. Eine allgemei-
ne Abhandlung dieser wichtigen Begriffe miissen wir aus Zeitgriinden auf das zweite Semester in
das Kapitel iiber Faktorrdume verschieben.

Die Menge der ganzen Zahlen ist bekanntlich kein Korper, weil es innerhalb der ganzen Zahlen
keine Division gibt. In der Terminologie der Algebra ist Z ein kommutativer Ring mit Eins:

DEFINITION 2.2.1. Sei R eine Menge mit mindestens einem Element 0 € R,
seien + und - zwei innere Verkniipfungen in R. Das Quadrupel (R, +, -, 0) heifit ein
Ring, wenn folgende Axiome gelten:

e Fiir + : (R, +) ist eine abelsche Gruppe, das heifit

(plus 1) Assoziativgesetz: (Vz,y,z2 € R) (x+y) +z=z+ (y + 2).

(plus 2) 0 ist neutrales Element fiir +, das heifit: (Vz € R) © 4+ 0 = z.

(plus 3) Zu jedem z € R gibt es ein inverses Element y € R sodass  +y = 0.

(plus 4) Kommutativgesetz: (Vx,y € R) v +y =y + x.

o Fiir - :
(mal 1) Assoziativgesetz: (Vz,y,z € R) (x-y)-z=x-(y - 2).
e Fiir das Zusammenspiel von + und - :

(dist 1) Distributivgesetz links: (Vz,y,z € R) z-(y+2) =z -y+x - 2.

(dist 2) Distributivgesetz rechts: (Va,y,z € R) (y+2)- 2=y -x+ 2z - x.
Wenn die Multiplikation zusitzlich kommutativ ist, d.h., (Va,y € R) 2 -y =y - x,
dann heifit (R,, -,0) ein kommutativer Ring.

Wenn die Multiplikation ein neutrales Element 1 besitzt, also (Vz € R) 12 =
x -1 =z, dann heifit (R, +,-,0,1) ein Ring mit Eins.

Wir werden nun aus Z weitere kommutative Ringe mit Eins konstruieren, wobei wir uns vorerst
um die Moglichkeit einer Division keine Gedanken machen.

DEFINITION 2.2.2 (Kongruenz modulo m). Sei m € N, seien z,y € Z:

(1) x und y heilen zueinander kongruent modulo m, wenn die Differenz z —y
ein ganzzahliges Vielfaches von m ist:

x =y mod m (oder kurz z=,,y) : <= (Ic€Z) (y—x)=cm.

(2) Die Restklasse von x modulo m ist die Menge aller ganzen Zahlen, die zu
x kongruent sind:

[@]m ={y €Z| z=m y}.
(3) Die Menge der Restklassen modulo m bezeichnen® wir mit Z/mZ.

Wenn man die Restklassen modulo —m ebenso definiert, erhélt man wiederum
dieselben Restklassen modulo m. Daher kénnen wir uns wie oben auf m € N be-
schranken.

BEISPIEL 2.2.3. Die vier Restklassen modulo 4 in Z sind:

[0la = {0,£4,+8,---},
1la = {1,-4,5,-7,9,---},
2 = {2,-2,6,-6,10,---},
Bla = {3,-1,7,-5,11,---}
Diese Restklassen wiederholen sich, z.B. ist
[4a = [0, [5]a = [Ua, -+, [=1a = [3]a, [-2]la = [2], -

6Das Zeichen / ist also ein Symbol fiir die Restklassenbildung, keine Division.
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BEMERKUNG 2.2.4. Eine dquivalente Moglichkeit, die Restklasse [z],, anzu-
schreiben, ist
[Zlm=x4+mZ={x+mz| z€Z}.
Insbesondere ist
[0, =mZ ={mz| 2z € Z}.

BEHAUPTUNG 2.2.5. Sei m € N. Die Kongruenzrelation modulo m ist eine
Aquivalenzrelation auf Z, das heifit, es gelten folgende Eigenschaften:

(1) (Vx € Z) x =, x (Reflezivitit),

(2) Ve,y €Z) x =y < y =m x (Symmetrie),

(3) Vo,y,2 €EZ) [x = Yy NY =m 2] = [x = 2] (Transitivitit).

BEWEIS.

(1) Weil z —z = 0 = Om, gilt =z =, .

(2) Sei © =, y. Dann gibt es ein ¢ € Z sodass y — x = cm. Folglich ist
x —y = (—¢)m, und daraus folgt y =,, x. Vertauscht man in diesem
Beweis die Rollen von = und y, erhélt man auch y =, z = = =, y.

(3) Esseix =, yund y =, 2, also y —x = ¢m und z — y = dm fiir geeignete
c,deZ. Esfolgt z—xz=(z—y)+ (y—x) =dm+cm = (d+ ¢)m, und
daher z = z.

O

BEHAUPTUNG 2.2.6. Sei m € N. Seien z,y € Z. Dann gilt
(1) Es gilt immer x € [z]y,.
(2) Es sind dquivalent:
(i) x=m y,
(i1) y € [x]m,
(iti) [x]m = [Y]m-
(3) FEs gilt entweder [x]m N [Y]lm = 0 oder [x]m = [y]m-

BEWEIS.

(1) z=2+0=2+0m.

(2) (i) = (#): Sei & =,,, y. Fiir jedes z € [y],, gilt nach Definition 2.2.2 (2)
Yy =m 2. Wegen der Transitivitdt gilt © =, z, also z € [z],,. Also gilt
[Y]m C [x]m. Wegen der Symmetrie gilt aber auch y =, x und, mit
vertauschten Rollen von z und y, folgt wie oben [x],, C [y]m.-

(i11) = (ii): Sei [y]m = [€]m. Weil immer y € [y]m, folgt nun y € [z],.
(i) = (i): Definition 2.2.2 (2).

(3) Sei [Z]m N [y]m # 0, also gibt es ein z € [z]m N [Y]m. Aus Punkt (2) folgt
[2]m = [2]m und [2]m = [Y]m, also ist [x]m = [Y]m.-

U

BEHAUPTUNG 2.2.7. Sei m € N. Die Restklassen modulo m bilden eine Parti-
tion oder Klasseneinteilung auf Z, das heifst:
o Keine Restklasse ist leer.
o Jede ganze Zahl x ist in genau einer Restklasse enthalten.

BeEWEIS. Natiirlich enthélt jede Restklasse [z],, das Element z, also ist sie nicht
leer, und wir haben auch eine Restklasse gefunden, die = enthélt. Ist x € [z],, fiir
ein weiteres z € Z, so folgt [x],, = [#]m. Daher ist x nur in einer einzigen Restklasse
enthalten. O
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Wir werden nun auf der Menge Z/mZ der Restklassen modulo m eine Addition und Multi-
plikation einfithren. Dafiir brauchen wir das folgende Lemma:

LEMMA 2.2.8. Seim € N und x1,22,y1,y2 € Z mit x1 =, T2 und Y1 =, Y2
Dann gilt

(21 +y1) =m (22 +12),
(@191) =m (2292) -

BEWEIS. Es sei xo = x1 + cm und ys = y1 + dm. Es ist

Tot+ys = T1t+em+y+dm=(r1+y)+ (c+d)m
xay2 = (x1+cem)(yr +dm) =x1y1 + m(x1d + cy1 + cdm).
O

DEFINITION 2.2.9 (Rechnen mit Restklassen). Sei m € N. Wir definieren die
Addition und Multiplikation” von Restklassen aus Z/mZ folgendermafien:

[x]m + [y]m = [l‘ —+ y]m )
[@mYlm = [zYlm
(Die Restklassen von = und y verkniipft man, indem man erst z und y verkniipft,

und vom Ergebnis die Restklasse bildet.)

Erklirung: Diese Definition darf man nicht gedankenlos iibernehmen, ohne sich
vorher zu fragen, ob die Verkniipfungen dadurch wohldefiniert sind. Es kann ja die-
selbe Restklasse auf verschiedene Weise angeschrieben sein (z.B. [7]4 = [3]4). Das
Ergebnis darf aber nur von der Restklasse abhingen, nicht von der Art, wie sie

angeschrieben wurde. Wenn also [1]m, = [x2]m und [y1]m = [y2]m jeweils diesel-
ben Restklassen sind, dann muss auch in beiden Féllen dasselbe Ergebnis heraus-
kommen: [21 + y1]m = [22 + y2]m und [2191]m = [22y2]m. Das haben wir durch

Lemma 2.2.8 abgesichert.

SaTz 2.2.10. Sei m € N. Dann ist (Z/mZ,+,-, [0lm,[1]m) ein kommutativer
Ring mit Fins.

BEWEIS. Alle Rechengesetze iibertragen sich direkt von Z auf Z/mZ. Wir zei-
gen zum Beispiel die Distributivitét:

[#]m ([y)m + [2]m)

= [#]m[y + 2m = &y + 2)]m Definition 2.2.9
=[xy + z2]m Distributivitit auf Z
= [xy}m + [xz]m = [x]m[y] [ ] [ }m Definition 2.2.9

Die Assoziativitdt und Kommutativitdt von + und - beweist man genauso.
Die Restklasse von Null ist neutral beziiglich der Addition, und die Restklasse von
1 ist neutral beziiglich der Multiplikation:

[@]im + [0]m = [ + Olim = [2]m und [2]m[1]m = [21]m = (2] -

Die Restklasse [—x],, ist invers zu [z],, beziiglich der Addition:
[@]m + [—2]m = [+ (=2)]m = [0]m .
O
"Das sind natiirlich andere Verkniipfungen als + und - auf Z. Aber weil aus dem Zusam-

menhang immer klar wird, ob Verkniipfungen von Zahlen oder von Restklassen gemeint sind,
verwenden wir ohne Bedenken dieselben Symbole.
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BEISPIEL 2.2.11. Der Restklassenring Z/6Z hat folgende Verkniipfungstafeln:

[0 [ 2 B 4 B ST O] P B [ B
O[] O [2 B 4 B [ [fo] [o] [o] [0] [0] [0
(| rroBe @ Bl U (0] A £ B ) R A C Y R )
212 B M B[ (2] [ [ [4 [0 [2] [4]
Bl | B [ B [0 [ [2 (B8] | 0] 3 [0o] 3] [0] [3]
(4] | 4 Bl o] [ 2 B3 (4] | [o] [4] [2] [0] [4 [
Bl [ 51 [0l (] 2] [3] [4] B [0] [51 [4 (8] [2] [1

Beachten Sie, dass [1] und [5] die einzigen Klassen sind, die inverse Elemente beziiglich der Multi-
plikation besitzen. Weil Z kein Korper ist, gibt es keine Division, deren Rechenregeln sich direkt
auf den Restklassenring modulo m iibertragen kénnte. Die Klassen [2], [3] und [4] sind Nullteiler:
Obwohl sie selbst nicht die Nullklasse sind, kénnen sie mit anderen Nicht-Nullklassen multipliziert
werden, sodass [0] herauskommt. Zum Beispiel ist [2][3]=[0].

Trotzdem kann (Z/mZ,+, -, [0]m, [1]m) ein Korper sein:

SATZ 2.2.12. Seim € N. Der Restklassenring (Z/mZ,+,,[0]m, [1]m) ist genau
dann ein Korper, wenn m eine Primzahl ist.

BEWEIS. Sei m keine Primzahl. Dann gibt es m = pq mit 1 < p < m und
1 < ¢ < m. Dann gilt
[plm[@lm = [Mm]m = [0]m .
Wenn (Z/mZ,, -, [0]m, [1]m) ein Kérper wire, miisste nach Behauptung 1.1.8 folgen,

Aber weder p noch ¢ ist ein ganzzahliges Vielfaches von m, daher ist [p],, # [0]m
und [q], # [0]m. Also kann (Z/mZ,+, -, [0]m, [1]m) kein Korper sein.
Seim eine Primzahl. Wir zeigen zuniichst, dass fiir jede Restklasse [x],, # [0]:n

die Abbildung

Z/mZ — Z/mZ

Gz

Wlm = [2lmylm

injektiv ist. Seien also [z],, # [0]n und [Y]m, [2]m € Z/mZ so, dass

[@]m[Yylm = []m[2]m -

Es ist dann

[2(z = Y] = [2lm[z = Ylm = []m([2]m — W]m) = [&]m(2]m = [2]m[ylm = [0]m
also ist z(z — y) ein ganzzahliges Vielfaches von m. Die Primzahl m teilt aber nicht
x, denn [x]n, # [0]m, also muss m ein Teiler von z — y sein. Also ist [z — y]mym = [0]m,
und [z],, = [y]m. Damit ist die Injektivitit von g, bewiesen.

Weil g, injektiv ist und Z/mZ aus m verschiedenen Restklassen besteht, enthélt
das Bild g.(Z/mZ) ebenfalls m verschiedene Restklassen. Daher muss auch die
Restklasse [1],, im Bild sein. Es gibt also eine Restklasse [y, € Z/mZ, sodass

[Z]m [Y]m = 92 ([Y]m) = [Um -

Daher besitzt die Restklasse [z],, ein inverses Element beziiglich der Multiplikation,
und (Z/mZ,4+, -, [0]m, [1]m) ist ein Korper. O

Die Algebra hat zur Division in Restklassenkérpern ein Verfahren bereit, ndmlich den Euklidischen
Algorithmus. Fiir das Rechnen in kleinen Restklassenkorpern kann man sich aber leicht durch
Probieren eine Tabelle der inversen Elemente bereitstellen und diese als Hilfsmittel zur Division
heranziehen.

BEISPIEL 2.2.13. Wir bestimmen eine Tabelle der inversen Elemente im Restklassenkorper
modulo 5.
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Losung: Das Nullelement [0]5 hat natiirlich kein inverses Element. Das Element [1]5 ist das Eins-
element und muss zu sich invers sein. Ebenso muss [—1]5 zu sich selbst invers sein also [4];1 = [4]5.
Nun miissen wir nur mehr die Inversen von [2]5 und [3]5 bestimmen, in Frage kommen als Inverse
kommen auch nur mehr [2]5 und [3]5. Durch Probieren stellt man fest [2]5[3]5 = 1, und die Tabelle
ist fertig:

s [2ls [Bls [Ms
s [Bls [2ls [Ms

xT

z—1

Wie in allen Korpern, funktionieren auch in Restklassenkorpern die Methoden
der Matrizenrechnung aus Kapitel 1:

BEISPIEL 2.2.14. Wir 16sen in Z/5Z das lineare Gleichungssystem

2lsz + Blsy + 25z + [dsu = [l
Blsz + [y + [lsz + [2lsu = [4]5
Blsz + [y + [z + [Blsu = [3]s
Msz + [2lsy + [0]sz2 + [lsu = [l]s

Losung: Um die Rechnung iibersichtlicher anzuschreiben, ersparen wir uns wéhrend der Pivot-
schritte das Schreiben der eckigen Klammern fiir die Restklassen. Wir diirfen aber nicht vergessen,
dass wir nicht mit ganzen Zahlen, sondern mit Restklassen modulo 5 arbeiten.

Damit Sie gleich eine Division sehen, beginnen wir nicht mit der giinstigsten Pivotzeile. Divisionen
werden durch Multiplikationen mit den inversen Elementen durchgefiihrt. Additionen, Substrak-
tionen und Multiplikationen fithrt man durch, indem man wie mit ganzen Zahlen rechnet und am
Ende der Rechnung die Restklasse bestimmt.

2%« 3 2 4 1 1 4 1 2 3 1 4 1 2 3
3 1 1 2 4 - 0 4 3 1 0 _ 0 0 4 4 4
3 4 1 3 3 0o 2 3 2 4 0 0 1x 1 1
4 2 0 1 1 0 1« 1 3 4 0o 1 1 3 4
1 4 0 1 2 10 0 3 0
0 0 0 O 0
— - 10 0 1 1 1
0 0 1 1 1 01 0 2 3
0 1x 0 2 3
Die vierte Variable bleibt nichtbasisch. Wir erhalten die Losungsmenge
[0]s [2]5
(3]s 3]s
t teZ/57 ;.
s | 74 s | P23
[0]5 (1]5






KAPITEL 3

Inneres Produkt und Orthogonalitét

1. Das euklidische innere Produkt

1.1. Motivation aus der Elementargeometrie.

Die Theorie des inneren Produktes ist, grob gesprochen, die Ubertragung des
Satzes von Pythagoras in die lineare Algebra:

Seien O, A, B die Eckpunkte eines Dreiecks. (Einen davon haben wir 0.B.d.A. in
den Koordinatenursprung O verlegt.) Mit PQ bezeichnen wir die Liinge der Strecke
von P nach @. Der Winkel an der Ecke O ist genau dann ein rechter Winkel, wenn
fiir die Seitenléngen gilt
OA? +0B*=AB"*.
Gehen wir davon aus, dass die Einheitsvektoren des R™ aufeinander im rechten
Winkel stehen, so liefert der Satz von Pythagoras fiir die Lange ||a|| eines Vektors

(&3]
I | IP=al+-+ag.
78
Nun seien a = (ay,--+ ,a,)T und b= (B -+, B,)T die Ortsvektoren zweier Punke

A, B in einem n-dimensionalen affinen Raum. Der Verbindungsvektor von A nach
B ist dann AB = b — a. Es gilt

Z j -y’ =) (87 +ai —20;8) =Y Bi+Y ai-2) ;B
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1
— OB+ —22%@

Nach Pythagoras gilt dann

Der Winkel in der Ecke O ist ein rechter Winkel
OA? + OB? = AB*

=
— OA®+0B2=0B*+04% -2 a8
j=1
— Ozz:ajﬁj.
=1

Die Summe (a,b) := > 7_, «;f; ist also der Schliissel zur Behandlung des
rechten Winkels in der linearen Algebra. Und auch die Linge von a ist nichts
anderes als ||a|| = 1/(a, a).

89
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1.2. Definition von inneren Produkten und Normen.

Damit wir uns Wiederholungen sparen, steht im ganzen Kapitel {iber innere
Produkte K durchweg fiir einen der Korper R oder C. Fiir reelle Zahlen gilt immer
a = a, die Konjugation kann also ignoriert werden, solange R der Grundkorper ist.

Geleitet von der Heuristik, zdumen wir nun das Pferd vom Schwanz her auf
und beginnen die axiomatische Arbeit mit der Definition des inneren Produktes:

DEFINITION 1.2.1 (Standard-Skalarprodukt). Sei K € {R,C}. Das Standard-
Skalarprodukt von zwei Vektoren aus K ist definiert durch

o1 B1

(11,1 : >2::Zaz’6i-

Qi Bn =1

Andere Schreibweisen fiir Skalarprodukte sind (a,b), a - b, (a | b).

Wenn Verwechslungen ausgeschlossen sind, l4sst man auch gerne den Subskript 2 weg und schreibt
fiir das Standard-Skalarprodukt einfach (a, b). Aber wie wir aber bald sehen werden, gibt es auch
andere Skalarprodukte.

Das Standard-Skalarprodukt auf R™ heifit auch das euklidische Skalarprodukt.

Die Komponenten von einem der beiden Vektoren flielen konjugiert ins Skalarprodukt ein. Wir
werden sehen, dass dadurch (a,a)2 immer nichtnegativ ist. Das ist wiederum die Grundlage, dass
man aus dem inneren Produkt die Norm von a durch ||a|| = v/(a, a)2 definieren kann.

Viele Autoren setzen bei der Definition des Standard-Skalarproduktes die Konjugation auf die
rechte Seite:

(a,b)a := Z a;By.
j=1

BEHAUPTUNG 1.2.2. Sei K € {R,C}. Seien a,b,c € K, A\, u € K. Dann gilt

(a) (a,a)2 > 0. Es ist (a,a)s =0 genau dann, wenn a = 0.

(b) (a,b)2 = (b, a).
(¢) Linearkombinationen lassen sich aus dem Standard-Skalarprodukt herausziehen:

<)‘a + pb, C>2 = X(CL, C>2 + ﬁ(bv C>2 s
(c,Aa+pb)s = Xc,a)2 + plc,b)s.
BEWEIS. Seien
o b1 71
a= : , b= : , C= :
Qp, Bn Tn

(a) Es gilt
(@,a)s =Y oy =Y |ayl*.
j=1 j=1

Weil in dieser Summe alle Summanden nichtnegative reelle Zahlen sind, ist
die Summe eine nichtnegative reelle Zahl. Wenn die Summe Null ist, sind alle
Summanden gleich Null, und daher jedes o; = 0.

(b)
mz = Zajﬁj = Zajgj = Zgjaj = (b,a)s.
j=1 j=1 j=1
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Aa+pb,e)s = (May + uby)y; }: Xaij +7iB,)

i = Ma, )2 + (b, c)a,

B
=1
(e, ha+ pb)z =7, (A + pB;) —/\Z%aj HLZ%BJ

Steht bei der Definition des inneren Produktes die Konjugation auf der rechten Seite

(a,b)2 := > ;B
Jj=1

dann sind manche Details entsprechend zu modifizieren:

(Aa+pb,c)2 = XMa,c)2 + pu(b,c)2,
(e ha+pb)2 = e a)2 +m(e,b)2.

Eine Abbildung (-,-), die so wie das Standard-Skalarprodukt alle Eigenschaf-
ten aus Behauptung 1.2.2 erfiillt, nennen wir ein Skalarprodukt. Das Standard-
Skalarprodukt ist also ein Spezialfall eines Skalarproduktes:

DEFINITION 1.2.3 (Skalarprodukt). Es sei K € {R,C}. Gegeben sei eine Ab-
bildung

{K” x K" K
(a,b) — (a, b)
Die Abbildung (-, -) heifit ein Skalarprodukt oder inneres Produkt auf K™ wenn gilt:
(1) (,-) ist positiv definit, das heift fiir alle a € K"
(a,a) >0 und {(a,a) =0=a=0.
(2) (-,-) ist hermitesch, das heift fiir alle a,b € K"
(a,b) = (b,a).

(Ist K =R, dann ist das dquivalent zur Symmetrie: {(a,b) = (b, a).)
(3) (-,-) ist sesquilinear, das heifit fiir alle a,b,c € K" und alle A\, p € K

(e ha+ub) = Mea)+pu(e,b),
(Aa+ pb,c) = Ma,c)+ (b, c).

Wenn K = R, dann fallen die Konjugationen weg, und man sagt, die
Abbildung (-, ) ist bilinear.

Wir kommen nun zur Definition der Norm (des Betrages) eines Vektors:

DEFINITION 1.2.4 (Norm zu einem Skalarprodukt). Sei K € {R,C} und (-,-)
ein inneres Produkt auf K". Die von (-,-) induzierte Norm eines Vektors in K" ist
definiert als die positive Quadratwurzel

lall == V/{a, a) .
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Insbesondere induziert das Standard-Skalarprodukt die sogenannte euklidische Norm
g
I ] 2= V0P + -+ o]

o2

Ublicherweise schreibt man einfach ||a|| ohne Subskript fiir die euklidische Norm,
wenn keine Verwechslungen zu erwarten sind. Es gibt aber auch andere Normen auf
R™, nur haben diese keine so anschauliche Interpretation als Lénge.

Manchmal werden die Normen auf R™ auch mit einfachen Strichen geschrieben:
la|. Statt des Wortes Norm wird auch oft das Wort Betrag oder Absolutbetrag
verwendet.

Satz 1.2.5. Sei K € {R,C}, und (-,-) ein inneres Produkt auf K" mit der

induzierten Norm || - ||. Seien a € K", XA € K. Dann gilt:
(a) |la]] = 0. Wenn |ja|| =0, dann ist a = 0.
(b) [Aall = A flall-

BEWEIS.

a) Folgt direkt aus der positiven Definitheit des inneren Produktes.
Folgt direk d iti Definitheit des i Produk
(b)
INall* = (Aa, Aa) = AX{a, a) = [A]* [lal|*.
(]

Fir die dritte wichtige Eigenschaft der Norm, die Dreiecksungleichung, brauchen wir als Hilfsmittel
die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung. Sie ist eine der wichtigsten Ungleichungen tiberhaupt.

SATz 1.2.6 (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung). Sei K € {R,C}, sei (-,-) ein
inneres Produkt auf K™ und || - || die induzierte Norm. Seien a,b € K. Es gilt
(@, )| < [lall{[b]] -
Gleichheit gilt genau dann, wenn a und b linear abhdngig sind.
BeEwELs. Wir machen eine Fallunterscheidung:

Fall 1: @ und b sind linear abhéngig. Dann gibt es einen Vektor ¢ € K™ und Skalare
a, B € K so, dass a = ac und b = fc. Dann ist

(a,b) = (ac, Be) = ap(c,c) = ap | ¢|?
und daher
[{a,b)| = la] B [lc]|* = (|l el (18] lell) = llall {o] -

Fall 2: a und b sind linear unabhéngig. Fiir jedes beliebige ¢ € K gilt dann a+¢b # 0,
also

0 < |la+eb||®> = (a+eb,a+eb)
= (a,a)+¢e(a,b) +2(b,a) + c&(b,b)
= lall® +e(a,b) + e(a, b) + le]* b]*

Das gilt insbesondere auch fiir
_(ba)
ol

E =

In diesem Fall ist

1 1 9
5<a7b> = _W <b7a><a" b> = _W ‘<a7b>‘ )
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und die obige Abschéitzung ergibt

1 1 1
0 < llal* = 1z @, 0)|* = 1o [{a, D)2 + o [, B) [ ]2
1612 1612 s

1
= Jal® - ol [{a, ).

Es folgt
[, b)[* < [lall* 0]
O

Beachten Sie die elegante Beweistechnik: eine Abschétzung zunichst mit einer beliebigen Kon-
stanten angesetzt, und gegen Ende des Beweises wird die Konstante so gew#hlt, dass das gesuchte
Ergebnis herauskommt!

SaTz 1.2.7 (Dreiecksungleichung). Sei K € {R,C}, || - || die euklidische Norm
auf K™ und a,b € K. Dann gilt die Dreiecksungleichung

lla+ bl < llall + o]l -

BEWEIS. In der letzten Zeile der folgenden Abschitzung verwenden wir die
Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung.

la +0* = (a+b,a+b) = {a,a) + (a,b) + (b, a) + (b,b)
lall* + {a, b) + (a,b) + [|blI* = [la]|* + 2 Re {a, b) + [|b]|?
lall* + 2 lall [1Bll + [1B1* = (llall + [1BI])*-

IN

DEFINITION 1.2.8 (Norm). Sei K € {R,C} und || - || eine Abbildung

K" —R
{a = [|all
Diese Abbildung heifit eine Norm auf K™ wenn fiir alle a,b € K™, A € K gilt:
la]l >0 und |a||=0=a=0,
[Aall = A flall,
lla+bll < llall + o]l

Wenn also ein Skalarprodukt eine Norm induziert, ist das ein Spezialfall von einer Norm auf K™.
Es gibt aber auch andere Normen, zum Beispiel fiir 1 < p < oo

a1 " 1/p
s e = [Zam} ,

an J=1

o

Il @ | llee = max |a|.
. j=1--n

Qn
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1.3. Adjungierte Matrix.

Es gibt einen sehr niitzlichen Trick, um das Standardskalarprodukt als ein Ma-
trixprodukt zu schreiben. Dazu brauchen wir aber zuerst den Begriff der adjungier-
ten Matrix:

DEFINITION 1.3.1 (Adjungierte Matrix). Ist A € C™*" eine Matrix, so ent-
steht die adjungierte Matrix A* aus A, indem man A transponiert und zu jedem
Koeffizienten die konjugiert komplexe Zahl nimmt.

* f—

Q11 o Qip il - Qupl

Qm1 e Qmn [T Qmn
Ist A € R™*", so0ist A* = AT. Die Adjungierte einer komplexen Zahl ist einfach
die konjugiert komplexe Zahl.

Die folgenden Regeln ergeben sich durch einfaches Nachrechnen:

BEHAUPTUNG 1.3.2. Seien A, B,C' Matrizen mit Zeilen- und Spaltenzahl, so-
dass die folgenden Operationen erlaubt sind. Dann gilt:

(A+B)* = A*+B*,
(AB)* = B*A", Achtung, die Reihenfolge kehrt sich um!
(A7) = A,
(A7) = (A

Jetzt konnen wir den Trick formulieren:

BEHAUPTUNG 1.3.3. Sei K € {R,C} und seien a,b € K". Das euklidische
innere Produkt ldsst sich durch Matrizmultiplikation schreiben:

{a,b) = a”b.

2. Orthogonalitit

Obwohl sich ein Grofiteil dieses Abschnittes ebenso gut fiir andere Skalarpro-
dukte als das Standardskalarprodukt durchziehen lassen, folgen wir unserem di-
daktischen Konzept und vermeiden allzu grofle Allgemeinheit und Abstraktion. In
diesem Abschnitt ist also immer K € {R,C}, es bezeichnet (-,-) das Standard-
Skalarprodukt und | - || die Standardnorm auf K.

2.1. Orthogonales Komplement.

Eine geometrisch befriedigende Definition des Winkels wiirde einen viel tieferen,
axiomatischen Zugang zur Elementargeometrie bedeuten. Fiir die lineare Algebra
geniigt es aber, zur Definition des Winkels den Cosinussatz heranzuziehen: Gegeben
sei ein Dreieck im R™ mit Ecken O, A, B mit a = OA, b = OB. Es sei v der Winkel
an der Ecke O. Der Cosinussatz aus der Elementargeometrie sagt:
llall* + [16]* — 2[|all |16l cos(v)
lb—al*>=(b—a,b—a)

[1Bl|* — 2(a, b) + [lal|?

sodass < b)
a7
0s(V) = all o]

Wieder verwenden wir diese Formel als die Definition des Winkels:



2. ORTHOGONALITAT 95

DEFINITION 2.1.1. Seien a,b € R™\ {0}. Der Winkel zwischen a und b ist

definiert durch
(a,b)
£(a,b) := arccos < .
[lall llo]

Diese Definition braucht eine Rechtfertigung: Der Arcuscosinus kann nur von Zahlen genom-
men werden, die im Intervall [—1,1] liegen. Nun ist aber wegen Satz 1.2.6
(a, b)
llall ol

Damit der Arcuscosinus eindeutig bestimmt ist, lassen wir nur Winkel im Intervall [0, 7] zu.

Unser besonderes Interesse gilt aber dem rechten Winkel:

DEFINITION 2.1.2. Seien a,b € K", U,V zwei Teilmengen des K". Dann sagt
man

1) Die Vektoren a und b stehen aufeinander orthogonal, wenn gilt (a, b) = 0.

2) Der Vektor a steht orthogonal auf die Menge U, wenn gilt: (Yu € U) {(a,u) =
0.

3) Die Mengen U und V stehen orthogonal aufeinander, wenn gilt: (Vu €
U) (Vv eV)(u,v) =0.

4) Das orthogonale Komplement von U ist definiert durch

Ut := {x € R" | x steht orthogonal auf U}.

Obwohl diese Definition des orthogonalen Komplementes fiir alle Teilmengen U C K"

moglich ist, verwendet man sie zumeist nur fiir Unterrdume.

BEMERKUNG 2.1.3. Besonders leicht ist das Auffinden von Normalvektoren
in R%: Ist a = (a1, 2)T € R?\ {0}, so sind die beiden Vektoren (+az, Fay)? die
einzigen Vektoren des R?, welche auf a orthogonal stehen, und die gleiche euklidische
Norm wie a haben.

BEWEIS. Leichte Rechnung! (]

BEHAUPTUNG 2.1.4. Sei U ein Unterraum von K™. Es gilt

(a) Das orthogonale Komplement U+ ist ein Unterraum von K".

(b) UNnU* = {0}.

(c) Sei U = L(by,-- ,by), x € K*. Dann ist v € UL genau wenn (bj,x) = 0 fiir
allej=1---k.

(d) SeiU = L(by, - ,bx) und sei B € K"*¥ die Matriz mit den Spalten by, -- ,by.
Dann ist U+ = ker(B*).

(e) dim(U) + dim(U~t) = n.

(f) (UL =U.
BEWEIS.

(a) Fiir alle u € U gilt (u,0) = 0, daher ist 0 € U+. Sind 2,y € U+ und \, u € K,
so gilt fiir alle u € U

(u, Az + py) = Mu, z) + pfu,y) = A0+ p0 = 0.

(b) Weil U und U+ Unterrdume sind, ist jedenfalls 0 € UNUL. Ist x € UNU*, dann
steht  als Element von U~ orthogonal auf alle Elemente von U, insbesondere
auch auf z: 0 = (z,z). Damit ist aber z = 0.



96 3. INNERES PRODUKT UND ORTHOGONALITAT

(c) Ist z € UL, dann ist (b;,z) = 0, weil b; € U und x auf alle Vektoren aus U
orthogonal steht.
Sei nun umgekehrt (b;,z) = 0 fiir alle j = 1---k. Jedes u € U lésst sich als

Linearkombination u = Z?Zl Ajb; schreiben. Dann ist

k k
<:c,u> - <$,Z>\jbj> = Z)‘j<vaj> =0.
j=1 j=1
Also ist dann x € U+,
(d) Die Zeilen des Gleichungssystems B*z = 0 sind, ausgeschrieben,

0="0biz = (bj,x).

Wegen Punkt (c) ist also B*x = 0 #quivalent zu = € U+.

(e) Wir verwenden in Punkt (d) eine Basis (by,---,br) von U. Dann ist also k =
dim(U). Die Matrix B* hat k linear unabhéngige Zeilen, also ist der Rang
p(B*) = k, und folglich ist dim(ker(B*)) = n — k. Wegen Punkt (d) ist aber
ker(B*) = U~.

(f) Zunichst zeigen wir: U C (UL)*t. Ist ndmlich v € U und v € U™, so ist
{(u,v) = 0 wegen der Definition von U+. Da das fiir alle v € U™t gilt, ist
U C (UH)*. Nun ist

dim((UH)) = n —dim(U*) =n — (n — dim(U)) = dim(U).
Also sind U und (U+)?1 ineinandergeschachtelte Unterriume des K" mit der-

selben Dimension, und deshalb sind sie gleich.
O

Dimensionsgriinde spielen eine grofie Rolle in den obigen Beweisen. Tatséchlich kann man auch
unendlich dimensionale Vektorrdume und dort innere Produkte und orthogonale Komplemente
definieren. Es gilt aber nicht mehr unbedingt (U+)+ = U, und auch die orthogonale Projektion,
die wir gleich kennen lernen, muss es in unendlich dimensionalen Raumen nicht fiir alle Unterrdume
geben.

LEMMA 2.1.5 (Gramsche Matrix). Seien by,--- by € K™. Wir betrachten die

Matriz B € K™** mit den Spalten by, - -- , by, und die (sogenannte Gramsche) Matriz
(b1,01) -+ (b1, by)
G=DB"B= : : e KM+,
(br,b) -+ (br, br)
Es gilt
&1
(a) ker(B) = {[ : | | T4, &b, =0},
&k
(b) ker(G) = ker(B).
(c) G ist genau dann regulir wenn das System (by,--- ,by) linear unabhdngig ist.
BEWEIS.

(a) Bekanntlich ist Bz die folgende Linearkombination der Spalten von B
gl k

Bl :|=> &b

k =1
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(b) Sei x € ker(B). Dann ist
Gz = (B*B)x = B*(Bz) = B*0=0.
Sei umgekehrt € ker(G). Dann ist
|Bz||? = (Bz, Bx) = (Bx)*(Bx) = 2*(B*B)r = 2*Gx = 20 =0,

also ist dann Bx = 0.

(¢) G ist genau dann reguldr, wenn ker(G) nur aus dem Nullvektor besteht. Das ist
wegen Punkten (a) und (b) dquivalent dazu, dass & = --- = & = 0 die einzige
Loésung von Z?:l &ib; = 0 ist. Und das bedeutet wiederum, dass das System
(b1, - ,bg) linear unabhéingig ist.

O

SATZ 2.1.6 (orthogonale Projektion). Sei U ein Unterraum von K™ mit Basis
(b1, ,bx). Sei x € K™. Dann gilt:
(a) Es gibt eindeutig bestimmte u € U, v € UL sodass v = u + v.
(b) w= B(B*B)"'B*x.

BEWEIS. Die kiirzeste Beweismoglichkeit wire wahrscheinlich, einfach anzusetzen u =
B(B*B)~!B*z, und dann zu zeigen: u € U, x — u € UL. Wir fithren den Beweis etwas lang-
atmiger, aber anschaulicher. Wenn man sich den Beweisansatz merkt, muss man sich die Formel
nicht merken.

Gesucht ist also u € U so, dass z —u € U*+. Weil (by,---,b) den Raum U auf-
spannen, kénnen wir u ansetzen

k
u = Zﬁjbj =B
j=1

Die Bedingung = —u € U™ ist dquivalent zu:
(Vi=1---k) (bj,z —u) =0,
dh. (Vi=1---k) (bj,u) = (b;, ),

m

Nk

k
dh. (Vi=1---k) (b, nib;) = (b, ).

Ausgeschrieben erhilt man

1, 00)m + -+ (b = (i)

(be.br)ym  + -+ (b = (bk,x)
Das ist ein lineares Gleichungssystem Gy = h mit der Gramschen Matrix G = B*B
als Systemmatrix und der rechten Seite h = B*z. Weil das System (by,--- ,bg)

linear unabhéingig ist, ist G nach Lemma 2.1.5 regulér, und das Gleichungssystem
besitzt eine einzige Losung y. Damit 16st uw = By = BG~!B*x auch die Bedingung
(u—2z) € UL O

DEFINITION 2.1.7 (orthogonale Projektion). Sei U ein Unterraum des K™ und
sei z € K”.
Die orthogonale Projektion von x auf U ist jener Vektor w € K™, fiir den gilt:
weU und (z—u)eUt.

Die Abbildung 7y : K™ — K™ ordnet jedem x in K™ seine orthogonale Projektion
auf U zu.
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BEISPIEL 2.1.8. Seien by, bz, z € R%, und = wie folgt gegeben:

1 1 7
2 1 -5
bi=|q] b2=|1] 2= |1
1 0 6

Wir berechnen die orthogonale Projektion von z auf die lineare Hiille £(b1, b2).

Lésung: Es ist

(b1,b1) = 10,
(b1,b2) =5,
(b2,b2) = 3,
(b1,z) =25,
(b2, z) =13.

Wir 16sen das Gleichungssystem

10 5 25_)0—1* —1_>01 1
5% 3 13 5 3 13 5 0 10

Also ist ;1 =2, 12 = 1, und

O = = =
N Ot Ot W

FEine besonders wichtige Eigenschaft der orthogonalen Projektion ist, dass sie
den nichsten Punkt aus einem Unterraum an einen gegebenen Punkt liefert:

SATZ 2.1.9. Sei U ein Unterraum des K™ und sei x € K". Sei u die orthogonale
Projektion von x auf U. Dann gilt:

(Vw € U) [l — ul| < [lz — w]].
Dabei gilt Gleichheit nur fir w = u selbst.

BEWEIS. Sei w € U. Dann ist v — w € U und daher orthogonal auf x — u. Es
folgt

lz = wl* = [z — u) + (u - w)||?
= o —ul® +(z —wu—w) + (u—wz ) +|lu—w|?

= o —ull® + |lu—w|*.

2.2. Orthonormalsysteme.

DEFINITION 2.2.1 (Orthonormalsystem). Ein Vektorsystem (ay,--- ,ax) in K®
heifit ein Orthonormalsystem, wenn gilt

<a-a->{0 wenn i # j
i, Uj) —

1 wenni=j

Wenn das Orthonormalsystem zugleich Basis eines Unterraumes U von K™ ist, dann
heiflt es eine Orthonormalbasis.

BEHAUPTUNG 2.2.2. Orthonormalsysteme sind immer linear unabhdngig.
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BEWEIS. Sei (aq,- - ,ag) ein Orthonormalsystem und Zle Aia; = 0. Wir neh-
men das innere Produkt mit a;. In der folgenden Rechnung verschwinden alle in-
neren Produkte (a;,a;) aufler (a;,a;):

k k
0 = <aj,Z)\iai> = Z)\Z—<a]—,ai> = )‘j
i=1 i=1
Das geht fiir alle j = 1,--- , k, daher sind alle A\; = 0. O
BEHAUPTUNG 2.2.3. Sei (a1, -+ ,ax) ein Orthonormalsystem in K™ und seien

Y1, 57k € K. Dann ist
k k
1Y vial® = lnl?
i=1 i=1

BEWEIS.
k

k k k k k k
1> vial® = O viai y_via) = > Avilana) =Y v =y 1l
i=1 i=1 J i=1 j=1 i=1 i=1

j=1
O

Wenn man zu einem Unterraum U eine Orthonormalbasis kennt, ist die Bestimmung der
orthogonalen Projektion auf U besonders einfach:

SATZ 2.2.4. SeiU ein Unterraum des K™ mit einer Orthonormalbasis (a1, -+, ag).
Sei z € K".
(1) Dann ist die orthogonale Projektion von x auf U

k

7y (z) = Z(ai,x>ai.

i=1

(2) (Besselsche Ungleichung bzw., bei = u, Parsevalsche Gleichung:)

k
> Hai,2)” < Jlz)?,

i=1
dabei gilt Gleichheit genau dann, wenn x € U.

BEWEIs.
(1) Sei
k
U= Z’yiai mit y; = {(a;,x) .
i=1
WEeil u eine Linearkombination der a; ist, ist u € U. Wir zeigen noch, dass
x —wu orthogonal auf ganz U steht, und dazu geniigt, dass « —u orthogonal
auf jeden Basisvektor a; steht. Es ist

k
<aj7x —u) = <ajax - Z'Yi%’)
i=1

k
= (aj,2) =Y vilaj, @) = (aj,z) —7; = 0.

i=1
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(2) Esist (u,z —u) =0 und daher ist
] = llz — wl® + flul® > fJul®.

gleichheit gilt genau dann, wenn ||z — ul|?> = 0, also wenn z = u. Wegen
Behauptung 2.2.3 ist aber

k k
lall® = 11D _(as, @)ail® =Y 1{as, 2) |
i=1 i=1

SATZ 2.2.5 (Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren).

(1) Sei (by,--- ,bx) ein linear unabhingiges Vektorsystem in K™. Dann gibt
es ein Orthonormalsystem (a1, -+ ,ay), so dass fir allem =1,--- |k die
folgenden linearen Hiillen gleich sind:

£(bla"' 7b’m):£(a17"' aa/m)'

(2) Insbesondere besitzt jeder Unterraum des K™ eine Orthonormalbasis.

(8) Das Orthonormalsystem (a1, - ,ar) kann folgendermafen bestimmt wer-
den:
a; = by,
m—1 1
f’U//’ m—2, 7k &m:bm_ = 2<d_]’brn>d]’
2 Ta
. 1
fir m=1,---k: amzmam.
Am
BEWEIS. Wir bestimmen (aq,---,a) wie in Punkt (3) und zeigen durch In-
duktion nach m folgende Eigenschaften:

(2) @ steht orthogonal auf alle @; mit j < m,

(3> E(dla e 7dﬂ”L) = ‘C(bla e abWL)
Verankerung: Weil das System (by,- -+ ,bx) linear unabhéngig ist, ist by # 0. Weil
ay = by ist also a; # 0 und L(a1) = L(b1).
Induktionsschritt von m auf m + 1: Wir nehmen nun an, dass Punkte (1), (2), (3)
fiir m gelten. Wegen der linearen Unabhingigkeit ist by, 11 & L(b1, - ,by) und
wegen Punkt (1) der Induktionsannahme ist b, 11 & L(a1,--- ,dm,). Daher muss
gelten

m+1 7é Z || ||2 a]v m+1> a
.7

und daher ist G141 # 0.
Sei nun ¢ < m + 1. Wir niitzen in der folgenden Rechnung, dass a; orthogonal auf
alle a; mit j =1,--- ,m steht:

(s, Qmt1)
B O B
= <aiabm+1 B <aj7bm+1>aj>
j=1 1%
N S o
= <aivbm+1> Z ||~ ||2 <aj’bm+1> <ai7aj>
a;

Jj=1
) 1 o
<ai7 b77L+1> ||d||2 <a’ia bm+1> <ai7a/i> - O .
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Es gilt
dj E‘C’(&h'" vam)zﬁ(bla 7bm) g‘c(blv 7bm+1 fiirj:17--~m,

und daher auch (mit geeigneten ;)

am+1 = bm+1 - Z’Yjé]‘ S E(bl, s ,bm+1) .
j=1
Daraus folgt
Ly, amt1) S L1, b)) -
Umgekehrt ist
bj € L(b1,-- ,by) =L(G1, ,8m) C L(G1," ,Gm1 firj=1,---m
und .
bna1 = Qmy1 + Z'Yj&j € L(ay, - ,amy1) -
j=1
Daher ist
L(by, -+ bmyr) € L(a1, -+ Gmyr) -

BEISPIEL 2.2.6. Wir suchen eine Orthonormalbasis fiir die lineare Hiille von by, b2, b3:

2 3 2
1 3 9
by = 9 , b = 0 , b3 = 9
0 4 —6
Losung:
2
i} 1 _
a1 =1, | llall=3
0
3 2\ /3 2 3 2 1
3 3 _1< N EATR RS P 2 B
2=10] "9 2] o0 21 7 o 2 2
4 0o/ \4 0 4 0 4
llaz|| = 5.
2 2 2 2 1 2 1
3 9 1|1 9 1 1 2 9 2
as=1| ol =g 2| =2 |2] " 2| | 2 | -2
—6 0o/ \- 0 4 —6 4
2 2 1 0
9 1 2 8
- o T2 7O 2 T e
—6 0 4 -6

llas| = V116 = 2v/29.

Die Normierung ergibt

2 1 0
1 (1 1 1 4

a] = — , ag = — , A3 = ——
1 3 2 2 5 _9 3 29 _92
0 4 -3






KAPITEL 4

Der abstrakte Vektorraum

So, wie wir unsere Arbeit iiber dem Korper R der reellen Zahlen begonnen haben, und
spater die Korperaxiome herausdestilliert haben, die ausreichen, um die ganze Matrizen- und
Vektorrechnung im K" zu entwickeln, so haben wir auch mit einem ganz speziellen Vektorraum
begonnen, dem Raum der n-dimensionalen Spaltenvektoren. Wir werden nun sehen, dass fiir viele
Begriffe und Lehrsétze, die wir gefunden haben, ein viel allgemeinerer und abstrakterer Rahmen
ausreicht: Der Vektorraum. Die hohe Abstraktion hat Vorteile: Mit der abstrakten Theorie lidsst
sich die geometrische Vorstellung, die wir aus R™ mitbringen, in Analogie auf viel komplexere
Objekte anwenden. Allerdings miissen Vektorrdume nicht unbedingt endliche Basen haben. Auf
die Bequemlichkeiten der Matrizenrechnung und die Folgerungen, die sich aus endlicher Dimension
ergeben, miissen wir auf der héchsten Abstraktionsstufe verzichten.

1. Definitionen und Grundbegriffe

1.1. Definition von Vektorriumen, einfache Rechenregeln.

In der folgenden Definition verwenden wir, um den Unterschied zu unterstreichen, verschie-
dene Zeichen @ und + fiir die Addition von Vektoren und Skalaren, und verschiedene Zeichen ®
undn - fiir die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar und zwischen zwei Skalaren. In der
Praxis schreibt man fiir beides einfach + beziehungsweise -. Fiir den Nullvektor verwenden wir
hier das Zeichen ©, in der Praxis schreibt man einfach 0.

DEFINITION 1.1.1. Sei (K, +,-,0,1) ein Korper, und V eine nichtleere Menge.
Gegeben seien zwei Verkniipfungen & und ©:

VxV =V o KxV —=V
(a,b) —a®b’ (v,a) —~aGa

(V,®,®) heifit ein Vektorraum iiber K, wenn folgende Gesetze gelten:

(1) (V, @) ist eine abelsche Gruppe, das heifit
e @ ist assoziativ, das heifit, fiir alle z,y,2 € V gilt (z dy) ® 2z =
@ (yd 2).
e Es gibt ein Element © € V, sodass fiir alle x € V gilt x & © = z.
e Zu jedem x € V gibt es ein Element (—x) € V, sodass @ (—x)
e @ ist kommutativ: x @y =y @ z fiir alle z,y € V.

o.

2
() Vo, eKveV) (af) Gv=a0 (80Ov).
(3) Es gelten die Distributivgesetze (fiir alle o, 8 € K, v,w € V):
a@dw) = a®vdadw,
(a+B8)0v = aGvdfov.
4) Fiir das Einselement 1 des Korpers gilt
M eV)lov=nu.

Die Elemente von V heilen dann Vektoren, die Elemente von K heiflen Skalare.
Das neutrale Element © € V heifit der Nullvektor. Fiir zwei Vektoren u,v € V
definieren wir u — v := u + (—v).

103
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Schreibweise: Bei der Multiplikation eines Skalars mit einem Vektor schreibt man den Skalar immer
vor dem Vektor. Die Abbildung ©® ist ja auf K x V' definiert, nicht auf V' x K.

BEISPIEL 1.1.2. Sei K ein Korper. Der Raum K™ der n-dimensionalen Spalten-
vektoren, und der Raum K™*" der (m x n)-Matrizen tiber K sind Vektorrdume.

BeispiEL 1.1.3. Ist L ein Korper, der einen Korper K als Unterkorper enthilt,
so ist L mit den Korperverkniipfungen +,-, als Vektorraumaddition und Multi-
plikation mit Skalaren aufgefasst, ein Vektorraum iiber K. Beispielsweise ist C ein
zweidimensionaler Vektorraum iiber R.

In dieser Situation nennt man L eine Koérpererweiterung von K. Die Theorie der Korpererwei-
terungen und die Moglichkeit, den groéren Korper als Vektorraum iiber dem kleineren Korper
aufzufassen, spielen eine grofle Rolle bei der Untersuchung der Losbarkeit von Gleichungen. Bei-

spielsweise fiihrt diese Theorie zum bekannten Satz, dass man nicht jeden Winkel mit Zirkel und
Lineal ditteln kann.

Dem besonders wichtigen Beispiel der Funktionenrdume werden wir einen ei-
genen Abschnitt widmen.

Nachdem eine neue algebraische Struktur (hier: der Vektorraum) eingefiihrt ist, und durch
Beispiele belegt ist, dass diese Struktur auf interessante und wichtige Objekte angewendet wer-
den kann, werden in der Algebra typischerweise viele kleine Rechenregeln bewiesen, die in dieser
Struktur gelten. Beachten Sie, dass wir nur die Axiome der Struktur dazu verwenden diirfen,
kein Vorwissen iiber Beispiele dieser Struktur. Die folgenden Behauptung ist ein Beispiel solcher
Regeln, es gibt noch viele andere.

BEHAUPTUNG 1.1.4. Sei (V,+,-) ein Vektorraum iber einem Kérper K. Aus-
nahmsweise verwenden wir zwei verschiedene Symbole fiir Null im Kérper (0) und

Nullvektor (©).
(1) Es gilt die Kiirzungsregel: Fiir alle u,v,w € V gilt
U+t W=v+W=>U="10.

(2) YveV)Ov=0.

(8) (Va € K) a® = 0.

(4) VaeK, veV)av=0=a=0Vv=0.
(5) Vv eV) (-1)v=—v.

BEWEIS. (1)
utw=v4+w=(utw)+(—w)=(v+w)+ (—w)
su+(w+(—w)=v+w+(—w) =u+0=v+0=>u=v.
(2) Aus 0+ 0 = 0 folgern wir mittels Distributivitét:
0v+0v = (0+0)v =0v=0v+0O.

Nun liefert die Kiirzungsregel 0v = O.
(3) Wir beginnen mit © + © = © und verwenden Distributivitiit:

a®+ a0 =a(0+0)=a0 =ab + 6.

Die Kiirzungsregel liefert a® = ©.
(4) Sei av = O aber a # 0. Zeige: v = O. Da «a # 0, gibt es das inverse
Element o~ !, und es ist

O=a'0=aaw)=(a"ta)y=1v=10.
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(5) Es gilt wegen Distributivitt:
v+ (—lv=1v+ (-)v=(1+(-1)v =00 =0.

Also ist (—1)v invers zu v beziiglich der Vektorraumaddition.

1.2. Linearkombinationen und Unterrdume.

Der nichste typische Schritt der Theoriebildung fiir eine algebraische Struktur ist die Defi-
nition von Unterstrukturen. Linearkombination und Unterraum sind zentrale Begriffe, die wir in
der Theorie des K™ eingefithrt haben. Dieser Abschnitt zeigt nun, dass diese Begriffe in jedem
Vektorraum sinnvoll sind. Damit ist er, mit kleinen Modifikationen, eine Wiederholung dessen,
was wir zu Beginn der Vorlesung Lineare Algebra 1 erarbeitet haben.

Beobachten Sie aber, dass in der Theorie, wie wir sie jetzt entwickeln, (vorldufig) nirgends Begriffe
wie Koordinaten oder Dimension vorkommen.

DEFINITION 1.2.1 (Linearkombination, lineare Hiille, Erzeugendensystem). Sei
V ein Vektorraum iiber einem Korper K.

(1) Seien vy,---,vx € V und Aq,--- , \x € K. Der Vektor

k
g Aiv;
i=1

heifit eine Linearkombination der Vektoren vy, -+ , v.
(2) Sei S eine nichtleere Teilmenge von V. Die lineare Hiille von S ist die
Menge aller Linearkombinationen von Vektoren aus S:
k
L(S):={>_Avi| keN, X €K, v; € S}.
i=1
(3) Die lineare Hiille der leeren Menge ist der Nullraum:
£(0) := {0} .
(4) Ist U die lineare Hiille einer Menge S, dann bezeichnen wir S als ein
Erzeugendensystem von U.
Es gibt einen kleinen Unterschied zwischen der Art, wie wir im Abschnitt iiber Matrizenrechnung
die lineare Hiille eingefiihrt haben, und wie wir sie eben wieder definiert haben: In Definition 3.3.1
gehen wir von einem geordneten k-Tupel (v, - ,vg) von Vektoren aus, in Definition 1.2.1 gehen

wir von einer Menge von Vektoren aus. Das erlaubt, auch die linearen Hiillen von unendlichen
Mengen zu definieren. Fiir die Praxis spielt der Unterschied keine wesentliche Rolle.

DEFINITION 1.2.2 (Unterraum). Sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K
und U eine Teilmenge von V. Dann heifit U ein Unterraum von V', wenn gilt:

(1) U #£0,
(2) Fiir alle a, 8 € K und alle u,v € U gilt au+ fv € U.

BEHAUPTUNG 1.2.3. Sei V' ein Vektorraum iiber K und U ein Unterraum von
V. Dann gilt:
(1) 0€U.
(2) Sind vy, v € U und A1, , \, €K, so ist Zle)\ivi eU.

BEWEIS.
(1) Nach Definition 1.2.2 ist U # (). Wir wéhlen ein beliebiges u € U und
setzen A = 0. Es ist dann 0 = Au+ du € U.
(2) Induktion nach k.
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BEHAUPTUNG 1.2.4. Sei V' ein Vektorraum tiber einem Kéorper K. Dann gilt:
Der Nullraum {0} ist ein Unterraum von V.

BEWEIS. Natiirlich ist {0} nicht leer, denn es enthélt ja den Nullvektor. Jede
Linearkombination des Nullvektors ist aber wieder der Nullvektor, und damit ist
{0} ein Unterraum. O

BEHAUPTUNG 1.2.5. Sei V' ein Vektorraum tiber einem Korper K und S C V.
Dann gilt:
Die lineare Hiille L£(S) ist der kleinste Unterraum, der S enthdlt, das heifit
(1) L(S) ist ein Unterraum.
(2) WennU ein Unterraum von 'V ist, der S enthilt, dann gilt auch L(S) C U.

BEWEIS. Wir betrachten zuerst den Sonderfall S = (). Dann ist also nach De-
finition 1.2.1 £(S) = {0}. Und das ist, wie oben bewiesen, ein Unterraum. Weil
jeder Unterraum den Nullvektor enthilt, ist der Nullraum in jedem Unterraum als
Teilmenge enthalten, und somit der kleinste Unterraum {iberhaupt.

Wir betrachten nun S # (.

(1) Sei v ein beliebiger Vektor aus S. Dann ist 0 = 0v € £(S), und daher ist
L(S) nicht leer. Seien u,v € L£(S) und «, 8 € K. Nach Definition von £(S)
lassen sich « und v als Linearkombinationen schreiben:

p q
u= Z/\ivi’ v= Zujwj mit A;, pt; € K und v;,w; € 5.
i=1 j=1
Dann ist
p q
au+ v = Z av; + Z Burjw;
i=1 j=1
eine Linearkombination von Vektoren aus S und daher ist
au+ pv € L(5).

Also ist £(S) ein Unterraum von V.
(2) Sei U ein Unterraum von V', welcher S enthilt, und sei v € £(S). Dann
hat u die Gestalt
k
UZZ)\ivi mit \; € K, v; €S5.
i=1
Weil S C U, liegt jedes v; € U. Weil U ein Unterraum ist, fiihrt die
Linearkombination von Vektoren aus U nicht aus U heraus, und es ist
uweU. Also ist L(S) CU.
O

1.3. Lineare Abbildungen in allgemeinen Vektorrdumen.

DEFINITION 1.3.1 (Lineare Abbildung). Sei K ein Kérper und V und W zwei
Vektorrdume iiber K. Sei f: V' — W eine Abbildung.

(1) Die Abbildung f heifit eine lineare Abbildung oder ein (Vektorraum-)
Homomorphismus, wenn gilt
(Va, B € K) (Vu,v € V) flau+ pv) = af (u) + Bf(v).

(2) Die Menge der linearen Abbildungen f : V' — W bezeichnet man mit
Hom(V, W).
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BEHAUPTUNG 1.3.2. Sei K ein Korper und seien V,W Vektorrdume iiber K.
Fiir f,g € Hom(V,W), X € K definieren wir die Abbildungen \f und f+ g so, dass
fiir allev €'V gilt:

[Afl(w) = Af(v),
[f+4l(v) = f(v)+g(v).
Dann sind Af und f+g wieder lineare Abbildungen von V' nach W, und Hom(V, W)
ist mit diesen Operationen ein Vektorraum iber K.

Der Nullvektor in Hom(V, W) und der inverse Vektor zu einer Abbildung f in
dHom(V, W) sind ist die Abbildungen

0 {V =W Y {V N

v =0 v o= —fv)

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dass Linearkombinationen von Homomorphis-
men wieder linear sind. Dazu seien f,g € Hom(V,W), z,y € V, \,;a,8 € K. Es
ist

[M(ax + By) = Af(ax + By)  Definition von Af
= Maf(z)+Bf(y)) weil f linear ist
= a(M\f(x))+ B(Af(y)) Rechenregeln in K
= a[Af](x) + B[Af](y) Definition von Af.

[f + gl(ax + By) = f(ax + By) + g(ax + By)  Definition von f + g
= Maf(z)+ Bf(y) + (ag(z) + Bg(y)) weil f,g linear sind
= o(f(x)+g(x)) + B(f(y) + 9(y)) Rechenregeln in K
= a[f + g] (LE) + ﬁ[f + g](y) Definition von f + g.
Als Beispiel fiir den Beweis der Rechenregeln beweisen wir eines der Distributiv-
gesetze, ndmlich a(f + g) = af + ag. Wir miissen also zeigen, dass fiir alle v € V
gilt:
[a(f +9)l(v) = [of + ag](v) .
Es ist
[a(f +g)l(v) = a[f + g](v) Definition von ah
= af(v) +g(v)) Definition von f+g
af(v) + ag(v) Rechenregeln in K
= |af](v) + [ag](v) Definition von ah
= J[af + Bg](v) Definition von f 4 g

Die anderen Rechenregeln gehen ebenso zu seigen'. (I

BEHAUPTUNG 1.3.3. Seien U, V,W Vektorriume tiber demselben Kérper K,
und f:U =V und g: V — W lineare Abbildungen. Dann ist die Hintereinander-
ausfiihrung g o f ebenfalls linear.

BEWEIS. Seien x,y € U, «, 8 € K. Dann ist

(g0 fllax + By) = g(f(az + By)) = g(af(z) + Bf(y))
= ag(f(z)) + Bg(f(y)) = algo fl(z) + Blg o fl(y) -

ISiehe auch den Beweis zur Behauptung 2.1.2
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Wie im Fall des K™ besteht auch in allgemeinen Vektorrdumen ein enges Wechselspiel zwi-
schen Unterrdumen und linearen Abbildungen:

BEHAUPTUNG 1.3.4. Seien V und W Vektorrdume iber demselben Korper K,
und sei f:V — W eine lineare Abbildung. Sei A ein Unterraum von V und B ein
Unterraum von W.

(1) f(0) = 0. (Beachten Sie: Links steht der Nullvektor von V', rechts steht
der Nullvektor von W.)

(2) f(A) ist ein Unterraum von W.

(3) f~Y(B) ist ein Unterraum von V.

BEWEIS. Zur Deutlichkeit unterscheiden wir hier den Nullvektor ©y in V', den
Nullvektor O in W und den Skalar 0.

1)
f(Oy)=f(00y)=0f(Oy)=0w.
(2) Weil f(Oy) = Ow und der Unterraum A den Nullvektor ©y enthilt, ist
Ow € f(A) und damit ist f(A) # 0.
Seien p,q € f(A) und A\, u € K. Es gibt also 2,y € A, so dass p = f(x)
und ¢ = f(y). Dann ist
Ap+pg = Mf(x) + pf(y) = fAx + py) .
Weil A ein Unterraum von V' ist, ist Ax + py € A, und daher ist

Ap+ pg = fQAz + py) € f(A).
(3) Weil Oy € B und f(Oy) = Oy, ist Oy € f_l(B).
Seien z,y € f~Y(B) und \,u € K. Es ist f(z) € B und f(y) € B, und
weil B ein Unterraum ist, ist auch Af(z) + pf(y) € B. Nun ist
fOx +py) = Af(x) + pf(y) € B,

also ist Az + py € f~1(B).

DEFINITION 1.3.5 (Kern und Bildraum). Seien V' und W Vektorrdume iiber
demselben Korper K, und sei f: V' — W eine lineare Abbildung. Wir definieren

(1) den Kern von f

ker(f) = {z € V| f(z) =0} = f({0}),
(2) den Bildraum (Range) von f

rg(f) ={f(x) [z eV} =f(V).

BEHAUPTUNG 1.3.6. Seien V und W Vektorrdaume tiber demselben Korper K,
und sei f:V — W eine lineare Abbildung.
(1) Der Kern von f ist ein Unterraum von V. Die Abbildung f ist genau dann
injektiv, wenn ker(f) = {0}.
(2) Der Bildraum von f ist ein Unterraum von W. Die Abbildung f ist genau
dann surjektiv, wenn rg(f) = W.

BEWEIS. Wegen Behauptung 1.3.4 sind f~1({0}) und f(V) Unterriume von
V bzw. W. Die Definition der Surjektivitét besagt, dass f genau dann surjektiv ist,
wenn f(V) = W. Zu zeigen bleibt die Aquivalenz

f ist injektiv < ker(f) = {0}.
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Sei zunéichst f injektiv. Weil f(0) = 0, ist 0 € ker(f). Wenn z € ker(f) fiir irgendein
x €V, sogilt f(x) =0= f(0), und wegen der Injektivitit ist © = 0. Also besteht
der Kern von f genau aus dem Nullvektor.

Sei jetzt ker(f) = {0}, und sei f(z) = f(y). Dann ist

fle—y)=fle—y) =0
und daher
z —y € ker(f) = {0}.
Also ist x = y. d

1.4. Isomorphismen.

DEFINITION 1.4.1. Seien V und W Vektorrdume iiber demselben Korper K.
(1) Eine bijektive lineare Abbildung f : V. — W heifit ein (Vektorraum-)
Isomorphismus.
(2) Wenn es einen Isomorphismus f : V. — W gibt, dann heiflen die Vek-
torrdume V und W isomorph. Wir schreiben dann V ~ W.

BEHAUPTUNG 1.4.2. Seien V und W Vektorrdume tber demselben Korper K
und f:V — W ein Isomorphismus.
Dann ist auch die Umkehrabbildung f=! : W — V ein Isomorphismus.

BEWEIS. Es ist klar, dass die Umkehrabbildung einer bijektiven Abbildung
wiederum bijektiv ist. Zu zeigen bleibt, dass f~' linear ist.
Seien z,y € W und «, 8 € K. Zu zeigen ist, dass

fHax + By) = af THz) + BF ().
Wegen der Linearitdt von f gilt

flaf=H @)+ B () = af (f (@) + BF(f () = az + By,
und weil £~ die Umkehrabbildung von f ist, heifit die obige Zeile nichts anderes
als
af~Hx) + BfHy) = fH(ax + By).
O

BEHAUPTUNG 1.4.3. Seien U,V,W Vektorriume tiber demselben Kérper K.
Dann gilt:
(1) U ist isomorph zu sich selbst.
(2) Ist U isomorph zu V', so ist V isomorph zu U.
(8) Ist U isomorph zu V und V isomorph zu W, dann ist U isomorph zu W.

BEWEIS.

(1) Die Identitédt idy ist eine lineare bijektive Abbildung U — U.

(2) Ist f : U — V ein Isomorphismus, so ist wegen Behauptung 1.4.2 auch
f~1:V — U ein Isomorphismus.

(3) Seien f : U — V und g : V. — W Isomorphismen. Die Hintereinander-
ausfithrung g o f der beiden bijektiven Abbildungen g und f ist wiederum
bijektiv, und weil g und f linear sind, ist wegen Behauptung 1.3.3 auch
go f linear. Also ist [go f] : U — W ein Isomorphismus.

O
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BEHAUPTUNG 1.4.4. Wenn zwei Vektorrdume V und W isomorph sind, dann
gilt:
Jede Aussage, die sich mit Hilfe von Linearkombinationen ausdricken lisst, und
im Vektorraum V' wahr ist, ist auch im Vektorraum W wahr.
Wenn wir also die Eigenschaften (im Kontext der linearen Algebra) eines Vek-
torraumes V' kennen, kennen wir auch die Figenschaften aller zu V isomorphen
Vektorrdume.

BEISPIEL 1.4.5. Seien V und W isomorphe Vektorrdume iiber einem Korper
K.
Wenn V ein Erzeugendensystem aus n Vektoren {v1,--- ,v,} hat, dann hat auch
W ein Erzeugendensystem aus n Vektoren.

BEWEIS. Es sei namlich f : V — W ein Isomorphismus. Wir zeigen, dass
{f(v1),++, f(vn)} ein Erzeugendensystem von W ist. Ist z € W, so ist f~1(z) € V,
und weil {vy, -+, v, } ein Erzeugendensystem von V ist, gibt es Skalare Ay, -+, \,, €
K so, dass

FH2) = Mo+ 4+ Ao
Wegen der Linearitdt von f gilt

Tr = f(fil(x)) = f()\l'Ul +"'+/\nvn) = /\1f(111) + +)\nf(vn)'

Also besteht ganz W aus Linearkombinationen von f(v1),- -, f(vn). O

BEISPIEL 1.4.6. Mit der géingigen Addition und Multiplikation ist C ein Vek-
torraum iiber R. Es gilt: Als Vektorrdume sind C und R? isomorph.

BEwEIS. Wir definieren

C —R?
I N Re(2)) -
Im(z)
Man kann leicht zeigen, dass f ein Isomorphismus ist. O

BEISPIEL 1.4.7. Die Rdume Hom (K", K™) und K™*" sind isomorph.

BEWEIS. Wir definieren eine Abbildung M : Hom (K", K™) — K™*" folgen-
dermaflen: M (f) ist jene Matrix A, fiir die gilt

(Mo e K") f(v) = Av.

Wir wissen aus Satz 5.3.5, dass es genau eine solche Matrix gibt, und aus Satz 5.3.3,
dass zu jeder Matrix genau eine lineare Abbildung gehort. Daher ist durch die obige
Definition eine bijektive Abbildung gegeben.
Wir miissen noch zeigen, dass M linear ist. Seien f,g € Hom(K",K™), A =
M(f), B = M(g) die dazu gehorigen Matrizen, und «, 5 € K. Wir miissen zei-
gen

M(af + Bg) = aM(f) + SM(g),
das heift, dass die Matrix a.A+ 8B genau die Matrix zur linearen Abbildung «.f+8g
ist. Es ist fiir jedes v € K"

[af + Bg](v) = af(v) + Bg(v) Definition der Linearkombinationen in Hom(V, W)
= «aAv+ SBv A, B sind die Matrizen von f, g
= (aA + BB) (U) Rechenregeln fiir das Matrixprodukt
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Den Begriff des Homomorphismus und des Isomorphismus gibt es nicht nur fiir Vektorraume,
sondern fiir alle algebraischen Strukturen. Ein Homomorphismus ist, salopp gesprochen, eine Ab-
bildung, die mit den Rechenoperationen vertraglich ist. Es ist gleichgiiltig, ob zuerst die Rechen-
operation ausgefithrt wird und dann erst die Abbildung, oder umgekehrt. Beim Vektorraumho-
momorphismus ist die betreffende Rechenoperation die Linearkombination.
Zum Beispiel ist die folgende Abbildung ein Gruppenisomorphismus von der Gruppe ((0,0), )
auf die Gruppe (R, +):

(0,00) — R

T — logyo(x)
Es ist ndmlich

logyo(z - y) = logyo(x) + logyo(y) -

Als es noch keine Taschenrechner gab, wurde diese Tatsache als Rechenhilfe ausgeniitzt. Man hatte
Tabellen, in denen man zu jeder fiinfstelligen Zahl den dekadischen Logarithmus finden konnte.
Sollte man etwa 5213 - 214 multiplizieren, addierte man zunéchst die Logarithmen

log,o(5213) ~ 3.71709
log(214) =~ 2.33041
Summe 6.04750

Weil die Summe mit 6. - - - beginnt, ist das Ergebnis eine Zahl zwischen einer und zehn Millionen.
Aus der Logarithmentafel sieht man, dass

0.04750 ~ log;(1.11558) .
Auf die Rechengenauigkeit der Tabellen genau ist also
5213214 ~ 1 115 580 (exakt ist 1 115 582).

Weil Addieren viel bequemer ist als Multiplizieren (und Multiplizieren beziehungsweise Dividie-
ren sehr viel bequemer sind als Potenzieren und Wurzeln ziehen), war das eine nennenswerte
Erleicherung. Durch den Isomorphismus konnte man sich fiir die Rechenoperationen jene Gruppe
aussuchen, in der die Rechnungen bequemer durchgefiihrt werden kénnen. Mit Hilfe des Isomor-
phismus kehrte man dann bei Bedarf zur anderen Gruppe zuriick.

Wir sehen, wie viel von den bekannten Eigenschaften des K™ sich schon im
ganz abstrakten Rahmen des Vektorraumes beweisen lassen. Ebenso wichtig ist,
zu verstehen, dass der Raum K" Eigenschaften hat, die nur durch die endliche
Dimension folgen:

WARNUNG 1.4.8. Ist f : K" — K" eine lineare Abbildung, dann gilt bekanntlich

f ist injektiv < f ist surjektiv.
Das folgt, weil sich Injektivitit, Surjektivitit und Bijektivitit aus dem Rang der
n X n-Matriz von f ablesen lassen.
Es gibt aber Vektorrdume V und lineare Abbildungen f :V — V| welche

e injektiv, aber nicht surjektiv oder
e surjektiv, aber nicht injektiv sind.

Es gibt viele und wichtige Beispiele dazu in Funktionenrdumen, z.B. Beispiel 2.2.2.

1.5. Normen und Skalarprodukte in allgemeinen Vektorrdumen.

DEFINITION 1.5.1. Sei K einer der Kérper R oder C und V' ein Vektorraum
iiber K. Eine Abbildung

V =R
=]
heifit eine Norm auf V', wenn sie folgende Bedingungen erfiillt:

(1) Fir alle z € Vist ||z]| > 0, und ||z|| = 0 genau dann, wenn z = 0.
(2) Fiir alle z € V und alle A € K gilt || Az] = |A| ||z
(3) Fiir alle v,w € V ist |lv +w| < |lv|| + |Jw]-
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Wenn auf einem Vektorraum V eine Norm || - || gegeben ist, dann heiit das Paar
(VoI - |I) ein normierter Vektorraum.

Die Bedeutung der Norm auf einem Vektorraum liegt darin, dass man mit Hilfe der Norm Grenz-
werte definieren kann, und damit auf Vektorriumen Analysis betreiben kann. Die Theorie der
Analysis auf allgemeinen Vektorrdumen heifit Funktionalanalysis.

DEFINITION 1.5.2 (Grenzwert in normierten Vektorrdumen). Es sei (V)] - ||)
ein normierter Vektorraum.

(1) Ist w € V und € > 0, so definieren wir die offene Kugel mit Radius € und
Mittelpunkt w:
K(w,e):={ueV| lu—w| <e}.
(2) Sei (v,)52; eine Folge von Vektoren in V, und w € V. Man sagt, die Folge
(vn) konvergiert gegen w, oder

lim v, =w,
n—oo

genau dann, wenn gilt:
(Ve > 0) (no € N) (Vn > ng) |jvp, —w|| <e.

Offene Kugeln spielen in der Analysis im normierten Raum die Rolle, die offene Intervalle
in der reellen Analysis spielen. Eine Folge (vy,) von Vektoren konvergiert genau dann gegen einen
Vektor w, wenn jede offene Kugel K (w, €) die Folge (v,) “einfingt”.

Beispiele werden wir im Abschnitt iiber Funktionenrdume sehen.

BEISPIEL 1.5.3 (Matrixnorm). Sei K € {R, C}. Auf K" und K" betrachten wir
Normen || - ||[gm bzw. || - [|kn.

(1) Dann liefert die folgende Definition eine Norm auf dem Raum K™*"

1A]

Kmxn 1= sup [|Az||gm .
z€K™, ||z||lxn =1

(2) Fiir alle z € K" gilt dann:

1f (@) lgem < 1l [l ]| -

BEWEIS. Man braucht Hilfsmittel aus der Analysis, ndmlich den Begriff der

Kompaktheit, um zu zeigen, dass das Supremum
sup |Az||xm
€K™, ||z]lxn =1

wirklich endlich ist. Dazu haben wir im Rahmen dieser Vorlesung leider nicht die
Zeit.
Gehen wir nun davon aus, dass das Supremum endlich ist. Wir zeigen zuerst
Punkt (2). Das ist trivial fiir x = 0. Es sei € K™ \ {0}. Wir definieren

z = b x sodass ||Z||gn =1.
£411:8
Dabher ist
[AZ([gm < [ Allgmon
und
[Az[[gm = [A([Je]lgn @) [[km = [[€]rn [[AZ[gm < ll2/lin | Allgmn -

Nun kann man die Normeigenschaften leicht {iberpriifen:
(1) Weil ||Az||gm > 0 fiir alle z, gilt auch fiir das Supremum ||A|[gmx» > 0.
Ist || A||gmx» = 0, so folgt aus Punkt (2) fiir alle z € K™, dass ||Az||gm = 0,
und daher Az = 0. Weil das fiir alle z € K™ gilt, ist dann A die Nullmatrix.
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(2) Es gilt
[AA]

Kmxn = sup [(AA)z||gm = sup [A] | Az||km
zeK™, [[z]lxn =1 €K™, ||z||lxn =1

= A s [Aefen = A Al

TEK™, ||z]|zn =1
(3) Sei x € K" mit ||z|[xkn = 1. Dann gilt
< Al + 1Bl
Dass gilt fiir alle z mit ||z|jg» = 1, daher auch fiir das Supremum:
|A+ Bllgmxn < ||A|lgmxn + || Bllgmxn -
(]

BEISPIEL 1.5.4. In R™ betrachten wir als Norm || - || die euklidische Norm, und
die dazu passende Matrixnorm || - ||gnxn.
Sei A € R™™ reguldr und (b;)$2; eine Folge in R™, welche gegen einen Vektor
b konvergiert. Dann konvergieren die (bekanntlich eindeutigen) Losungen zj des
Gleichungssystems Az = by gegen die Losung x des Gleichungssystems Ax = b.

BEWEIs. Es gilt
lzn — 2l = A7 s — A7'0]| = [|A™ (b = D) < A7 Jnxn

b — b

Sei € > 0. Weil (b,) gegen b konvergiert, gibt es ein ng € N, sodass fiir alle n > ng
gilt

€
1bn =0l < -
|A=1]|Rnxn
Dann gilt auch fir alle n > ng
€

Ty — X S A71 nXn b —b S A71 nXn T —— — E.

|| n || || ||R || n || || HR ||A_1||Rn><n
Also konvergiert die Folge (z,,) gegen . O

WARNUNG 1.5.5. Fiir Homomorphismen f € Hom(V, W) zwischen allgemeinen
Vektorraumen V, W dber R oder C mit Normen ||-||v und || - ||w kann es sein, dass
gilt

sup || f(v)[lw = 0.
veV, |jv]lv=1
Man kann also normalerweise nicht auf Hom(V, W) eine Norm nach Art der Matriz-
norm einfihren.

Man definiert dann den Raum der sogenannten beschrdankten linearen Abbildungen
von V nach W:

LV, W):={f e Hom(V,W) [ sup [[f(v)]w < oo}.

veV, |lvflv=1

Auf diesem Raum dient das obige Supremum wieder als Norm. Mehr dariber héren
Sie in einer Vorlesung aus Funktionalanalysis.

Auch zur Definition eines Skalarproduktes auf einem allgemeinen reellen oder komplexen
Vektorraum kann man die Definition eines Skalarproduktes auf K™ kopieren:
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DEFINITION 1.5.6 (Skalarprodukt im allgemeinen Vektorraum). Es sei K €
{R,C} und V ein Vektorraum iiber K. Gegeben sei eine Abbildung
VxV —K
(a,b) = {ab)
Die Abbildung (-, -) heifit ein Skalarprodukt oder inneres Produkt auf V' wenn gilt:
(1) (,-) ist positiv definit, das heift fiir alle a € V
(a,a) >0 und {(a,a) =0=a=0.
(2) (,-) ist hermitesch, das heifit fiir alle a,b € V

(a,b) = (b,a).
(Ist K =R, dann ist das dquivalent zur Symmetrie: {(a,b) = (b, a).)
(3) (-,-) ist sesquilinear, das heifit fiir alle a,b,c € V und alle A\, u € K

(e, da+pb) = Xc,a) + pie,b),

(Aa+pb,c) = Na,c) +7(bc).
Wenn K = R, dann fallen die Konjugationen weg, und man sagt, die
Abbildung (-, ) ist bilinear.

Ein reeller Vektorraum mit Skalarprodukt heifit auch ein euklidischer Raum, ein
komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt heifit ein unitdrer Raum.

DEFINITION 1.5.7. Sei V ein reeller oder komplexer Vektorraum mit innerem
Produkt V. Wir definieren die von {-,-} induzierte Norm auf V' durch

[l := v/ {v,v) .

Die wichtigste Zutat zum Beweis, dass die induzierte Norm wirklich eine Norm ist, ist die
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung. Obwohl man sie und ihren Beweis wortlich von Satz 1.2.6 ko-
pieren kann, wiederholen wir sie hier.

SAaTz 1.5.8 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Sei V' ein Vektorraum dber
K € {R,C} mit einem inneren Produkt (-,-). Seien x,y € V. Dann gilt

[yl < [l llyll -
Gleichheit gilt genau dann, wenn x,y Vielfache eines gemeinsamen Vektors z sind.
BEWEIS. Fall 1: x = az, y = Sz. Dann ist
lz] = V({az,az) = Vaa(zz) = Via? (z2) = o] V(z,2) -
lyll = 181v/(z2) ebenso.
[z, y)l = Kaz,Bz)| = [aB(z,2)| = |af|8](z,2) = [l=] [ly] -

Fall 2: z + ey # 0 fiir alle € € K. Wegen der positiven Definitheit von (-, -) gilt fiir
alle e € K

0 < (z=ey,z+ey)
= (z) +e(z,y) + 2y, z) +E(y, 1) -
Wir wihlen jetzt ein bestimmtes € so, dass die drei letzten Terme der letzten Zeile
bis auf das Vorzeichen gleich sind, und sich zwei davon wegheben, also
(y, z)
(y,y)
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Wir erhalten

(y, x) (z,y) (y, z){z,y)
0 < way=g @ -G ya+t =g e
~ lwa)— |<w,y>|2.
’ (y,y)

Umordnen der Ungleichung liefert

[z, ) |* < (2, 2)(y,y) .-
O

BEHAUPTUNG 1.5.9. Sei V' ein Vektorraum tiber R oder C mit innerem Produkt

{,-}, und sei || - || die vom Skalarprodukt induzierte Norm. Dann ist || -|| eine Norm
auf V.
BEWEIS.

(1) Fiir alle z € V ist {z,z} > 0, daher existiert eine nichtnegative Wur-
zel \/(z,x) > 0. Wegen der positiven Definitheit des Skalarproduktes ist
(x,2) = 0 nur wenn x = 0.

loz|l = V{az, az) = V]a (,2) = |a| /{2, 2) .

(2)

(3)

e +yl* = (z +y,2+y) = (z,2) + (&, 9) + {y,2) + (y,9)
2)1* + 2Re((z,9)) + llyl> < llz]* + 2/(z, v)| + [|ly||®

I )® + 2llz( lyll + lyl? = (=l + llyl)?-

IA

d

Wie in K" definieren wir nun den Begriff der Orthogonalitit und des orthogonalen Komplementes:

DEFINITION 1.5.10. Sei K € {R,C} und V ein Vektorraum iiber K mit innerem
Produkt {-,-}. Seien u,v € V, S eine Teilmenge von V und U ein Unterraum von
V. Wir definieren:

(1) w und v heiBen aufeinander orthogonal, wenn gilt (u,v) = 0.
(2) wu heifit orthogonal auf S, wenn gilt (Vs € S) (u, s) = 0.
(3) Das orthogonale Komplement von U ist

Ut :={veV| (VueclU)(uv)=0}.

Viele Eigenschaften des orthogonalen Komplementes lassen sich im allgemeinen Vektorraum ge-
nauso beweisen wie in K™ — siehe Behauptung 2.1.4 Punkte (a,b,c):

BEHAUPTUNG 1.5.11. Sei V' ein Vektorraum iber K € {R,C} mit einem inne-
ren Produkt (-,-). Seix € V, S CV und U ein Unterraum von V. Es gilt:
(1) ue (L(S)t < (Vs€S)(u,s)=0.
(2) U~ ist ein Unterraum von V.
(8) Ist U ein Unterraum von V, dann ist U N U+ = {0}.

WARNUNG 1.5.12. Fiir einen Unterraum U C K" gilt (U+)t = U. In einem
allgemeinen euklidischen oder unitiren Vektorraum gilt zwar immer U C (U+)*,
aber es kann sein, dass (UL)* eine echte Obermenge von U ist.

BEWEIS. Sei u € U und w € U~L. Dann ist natiirlich (u,w) = 0, weil w im
Komplement von U und u in U liegt. Also ist u € (U+)*L.
Ein Beispiel, dass die Umkehrung nicht gehen muss, folgt in Beispiel 2.3.4. U
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BEHAUPTUNG 1.5.13. Sei V' ein euklidischer oder unitirer Vektorraum, U ein
Unterraum von V, und x € V.. Dann gilt:

(1) x lisst sich hochstens auf eine Weise in x = u+w mitu € U und w € U+
zerlegen.
(2) Seiu € U. Es gilt v —u € UL genau wenn

(Vy € U) llz —ull < [lz—yll-

BEWEIs.
(1) Die Eindeutigkeit der Zerlegung folgt wie im endlich dimensionalen Fall:
Ist £ = w1 + w1 = us + we mit u; € U und w; € UL, dann ist

U17UQ:’LU27"UJ1€UQUL:{O}.

Also ist w1 = ug und w; = ws.

(2) Sei x = u+w mit u € U und w € UL. Dann gilt (z — u,u —y) = 0 fiir
alley e U, weil z —u=w € U™.

lz = ylI* = lI(z — w) + (u—y)|?

(@—u)+ (u=y),(x—u)+ (u—y))

(z —u,x—u) +2Re((z —u,u —y)) + (u—y,u—y)

& —ul|® + 0+ [lu—yl* > | —ul®.

Sei umgekehrt ||z — ul| < ||z — y|| fiir alle y € U. Wir zeigen: x —u € U™L.
Sei z € U und o = (z,& — u). Fiir ein zunéchst beliebiges ¢ > 0 ist
u +eaz € U und daher
i

= o —ull® = 2Re((z — u,c0z)) + [leaz|® — ||z — u]*

= —2eRe(afz —u,2)) +&|a?|2|?

= —2¢lo]* + &%l |2]*.
Wir kiirzen durch € und erhalten

la?> < e|lz]|? |al®* - 0 fire — 0.

Also ist a = (z,z — u) = 0.
(]

WARNUNG 1.5.14. Ist U ein Unterraum des K™ und x € K", so gibt es immer
eine Zerlegung

r=u+w mit uelU undweUr.

Ist aber U ein Unterraum eines allgemeinen euklidischen oder unitiren Vektorrau-
mes und ist (UX)t # U, dann gibt es ein x € V, welches sich nicht in u +w mit
u €U undw € UL zerlegen lisst.

BEWEIS. Sei (z € UL)L\U. Wenn es eine Zerlegung 2 = u +w mit u € U und
w € Ut gibt, dann ist auch v € (U+)*, und daher

w=r—uc(UHrnUt={0}

und daher x = v € U im Widerspruch zur Wahl von z. Also kann = keine solche
Zerlegung haben. (]
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DEFINITION 1.5.15. Sei V' ein Vektorraum iiber R oder C mit einem inneren
Produkt (-, -).
Eeine nichtleere Teilmenge A C V heifit ein Orthonormalsystem, wenn gilt:
0 wennaz#b

1 wenna=~b

(Va,b € A) (a,b) =

BEHAUPTUNG 1.5.16. Sei (ai,- - ,ax) ein endliches Orthogonalsystem in ei-
nem Vektorraum V' mit innerem Produkt (-,-). SeiU = L(ay,- - ,ax) und seix € V.
Dann ist die orthogonale Projektion von x auf U ist

k
Z(ai, x)a;.
i=1
BEWEIS. Genau wie Satz 2.2.4. ]

In allgemeinen euklidischen oder unitdren Vektorrdumen kann es unendliche Orthonormalsysteme
geben. Sei A ein unendliches Orthogonalsystem Die Summe

Z (a,z)a
acA

ist dann eine unendliche Reihe. Die Norm im Vektorraum ertffnet die Moglichkeit, konvergente
Reihen in einem normierten Vektorraum zu definieren. Wenn der Vektorraum V vollstindig? ist,
kann man beweisen, dass die obige Summe tatsédchlich konvergiert. Sie ist dann die orthogonale
Projektion von x auf den kleinsten abgeschlossenen Unterraum, der A enthélt.

2. Funktionenriume

Wir kénnen im Rahmen dieser Vorlesung nicht einmal kursorisch eine Theorie der Funktio-
nenrdume vorstellen. Dieser Abschnitt dient eher dazu, an Hand von Beispielen zu zeigen, welche
Objekte und Operationen in die Reichweite der linearen Algebra fallen, und warum wir ein so
allgemeines Vektorraumkonzept eingefiihrt haben.

2.1. Definition von Funktionenrdumen.

DEFINITION 2.1.1. [Funktionenrdume] Sei Q # ) eine Menge und K ein Kérper.
Mit K oder F(€,K) bezeichnen wir die Menge aller Funktionen von § nach K.
Fiir f,g € F(Q,K), a, 8 € K definieren wir die Funktion af + 8g € F(2,K) durch

[af + Bgl(x) := af (x) + By(x) .-
BEHAUPTUNG 2.1.2. Mit den Operationen aus Definition 2.1.1 ist F(Q,K) ein
Vektorraum tber K. Der Nullvektor ist die konstante Funktion f(x) = 0.

BEWEIS. Wir miissen die Axiome des Vektorraums beweisen. Der Deutlichkeit
halber unterscheiden wir hier die Zeichen fiir die Addition + im Koérper und die
Addition @ von Funktionen, und die Zeichen fiir die Multiplikation - im Korper,
und die Multiplikation ® eines Skalars mit einer Funktion. Das macht man in der
Praxis nicht.

e Assoziativitdt der Addition: Wir miissen zeigen
(fegoh=Ffo(goh),
also: fiir alle z € Q2

[(f@g)@hl(z)=[f®(g®h)(z).

2Abgeschlossen und vollstéindig sind Begriffe aus der Analysis, die sich mit Hilfe der Norm
auch auf Vektorrdume iibertragen lassen.
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Es gilt
[(f ®g) D h]( )= (f®g)(xz)+ h(xz) Definition der Summe von Funktionen
(f( ) ( )) h( ) Definition der Summe von Funktionen
flx)+ ( (z ) ( ))  Assoziativitit der Korperaddition
)

fx)+(g@h)(x

[f ® (g @ h)](z) Definition der Summe von Funktionen.

Definition der Summe von Funktionen

e Das neutrale Element fiir die Addition von Funktionen ist die konstante
Funktion ©(x) := 0. Denn fiir alle z € Q gilt

[f ®O](z) = f(x) + O(x) Definition der Summe von Funktionen
= f(:n) + 0  Definition von ©

= f({E) 0 ist Nullelement des Korpers.

also f ® O = f.
e Das inverse Element zu einer Funktion f fiir die Funktionenaddition ist

(=N)(@) = —f(x).
Denn fiir alle x € 2 gilt
[f (&) (—f)](l‘) = f(l’) + (—f) (:L’) Definition der Summe von Funktionen

= f(x) = (f(x) Definition von (—f)
= 0 Subtraktion im Kérper

@(CL‘) Definition der Nullfunktion ©.

Daher ist f & (—f) = ©.
e Die Addition von Funktionen ist kommutativ, denn fiir alle z € Q gilt

[f ®g](z) = f(x) + g(x) Definition der Summe von Funktionen

g(z) + f(z) Kommutativitit von + im Kérper
= [g@® f](z) Definition der Summe von Funktionen.
e a®(fdg) =(a®f)®(a®g), denn fir alle z € Q gilt:
@ (f@g)l(x)=a - (f®g)(xr) Definition von ©
a(f(x) + g(x)) Definition von @
= af(z)+ ag(x) Distributivitit im Korper
= [a0® fl(z) +[a®g](z) Definition von ®
(a® f)® (a©g)](z) Definition von @.
e (a+p)0f=(a0 f)@®(BO f), denn fiir alle z €  ist
[(a+8)© fl(x) = (a+ B)f(x) Definition von ©
af(z)+ Bf(xz) Distributivitit im Korper
= [a® f]l(z)+[8® f](x) Definition von @
(@@ (BO f)](x) Definition von ®.
e a® (O [f)=(af)® f, denn fiir alle x € Q ist
[a® (8O fl(x) =alfO fl(x) Definition von ©
a(Bf(x))  Definition von ®
= (af)f(xz) Assoziativit der Kérpermultiplikation
= [(aB) ® f](z) Definition von ®.
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e 1® f=f, denn fiir alle x € Q) ist
[1 ® f] (x) =1- f(a:) Definition von ®
= f(.%‘) 1 ist neutral beziiglich der Kérpermultiplikation.
U

Normalerweise betrachtet man nicht den Raum aller Funktionen, sondern von Funktionen
mit bestimmten Eigenschaften:

DEFINITION 2.1.3. Es sei K einer der Korper R oder C, es sei J ein (beschrink-
tes oder unbeschrénktes) Intervall in R. Wie in Behauptung 2.1.2 sei F(J,K) der
Vektorraum der Funktionen von J nach K. Wir definieren folgende Funktionen-
mengen

e B(J,K) die Menge der beschrinkten® Funktionen von .J nach K.
e C(J,K) die Menge der stetigen* Funktionen J — K.
e CF(J,K) die Menge aller stetigen Funktionen J — K, die stetige Ablei-

tungen bis zur Ordnung k besitzen.

BEHAUPTUNG 2.1.4. Die in Definition 2.1.3 genannten Funktionenmengen sind
Unterrdume von F(J,K).

BEWEIS. In einer Einfiihrungslehrveranstaltung zu Analysis lernt man, dass
Summen und Produkte beschrinkter, stetiger oder differenzierbarer Funktionen
wieder beschrankt, stetig oder differenzierbar sind. Weil die konstante Funktion
f(t) = X auch beschrinkt, stetig, und beliebig oft differenzierbar ist, gilt auch, dass
das Produkt eines Skalars A mit einer beschriankten, stetigen oder differenzierbaren
Funktion wieder beschrénkt, stetig oder differenzierbar ist. 0

2.2. Lineare Abbildungen in Funktionenrdumen.

BEISPIEL 2.2.1. Sei K € {R,C}, sei tg € [0, 1], h € C([0, 1], K). Folgende Abbil-
dungen sind linear:

.{HMRK)%K,
[T(H(x) = f(to)

. {C([O, 1,K) =K
) = [y f(t)dt
~jer(o,1,K)  — C([0,1],K)
{[D(f)](t) =g

o C([0,1],K) — C([0,1],K)
CAE) = [yt —s)f(s)ds

BEWEIS. Alle Beweise folgen aus der Definition der Linearkombination von
Funktionen, und den Rechenregeln der Differential- und Integralrechnung. Wir
fithren als Beispiel den Beweis fiir die Abbildung C'

Seien also f,g € C([0,1],K) und «a, § € K. Wir zeigen:

Claf + Bg) = aC(f) + BC(g) -

3Eine Funktion f : J — K heifit beschréinkt, wenn es eine Konstante M gibt, sodass (vt €
D) < M.

4Die Begriffe Stetigkeit und Differenzierbarkeit lernen Sie in einer Einfithrungsvorlesung tiber
Analysis kennen.
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Wir miissen also zeigen:
(vt € 0,1]) [C(af + Bg)l(t) = [aC(f) + BC(9)](t) .-
Es ist
[C(af+ Bg)l(t)

t
= / h(t — 5)[af + Bg}(s) ds  Definition von C
0

t
= / h(t — S) (af(s) + Bg(s)) ds  Definition der Lin.kombination von Funktionen
0
t
= / (ah(t — s)f(s) + Bh(t — s)g(s))ds  Rechenregeln in K
0

t t
= Oz/ h(t —s)f(s)ds+ ﬂ/ h(t — s)g(s)ds  Rechenregeln fiir das Integral
0 0

— A[C(PIE) + BIC(9)]()  Definition von C
= [aC’(f) + 50(9)](15) Definition der Lin.kombination von Funktionen

Funktionenrdume eignen sich auch gut als Beispiele, um herauszuarbeiten, welche Aussagen
nur in endlich dimensionalen Vektorrdumen gelten:

BEISPIEL 2.2.2. [Ein surjektiver Homomorphismus, der nicht injektiv ist] Sei
) F([0,0),R) = F([0,00),R)
[T(N))(zx) = f(z + 1) fiir alle z € [0,00)
Dann ist T surjektiv, aber nicht injektiv.

BEWEIS. Sei g : [0,00) — R eine Funktion. Wir setzen

Flz) = {O wenn r < 1,

glx—1) wennax>1.

Dann ist g = T'(f), und daher ist T surjektiv.
Setzen wir nun h(x) = max(0,1 — z) und sei 0 die Nullfunktion, dann gilt T'(h)
T(0) = 0. Also ist T nicht injektiv.

Ol

2.3. Normen und Skalarprodukte in Funktionenriumen.

BEISPIEL 2.3.1. Sei C([0,1],R) die Menge der stetigen Funktionen von [0, 1]
nach R. Dann ist C([0, 1], R) ein Vektorraum tiber R, und die folgenden Funktionen
C([0,1],R) — R sind Normen:

Hf”oo = sup |f(t)| Maximumnorm ,
t€0,1]

1
Il = /0|f(t)|dt L1 -Nowm.

BEWEIS. Wir zeigen, dass || - |le €ine Norm auf C([0, 1], R) ist.
Seien f und g : [0,1] — R stetig, und A € R.
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(1) Weil fiir alle ¢ € [0,1] gilt | f(¢)] > 0, muss natiirlich auch gelten
[flloc = sup [f(t)| >0.

t€[0,1]
Wenn sup,¢jo 17 [f(¢)| = 0, muss fiir alle ¢ € [0,1] gelten [f(¢)| = 0, und
daher ist f dann die Nullfunktion.
(2) Fiir den Fall A = 0 gilt trivialerweise

10flloe = 1I0llcc = 0 = 0[] floo -
Wir betrachten nun den Fall A # 0: Wegen der Definition von ||f||e gilt
If(@®)] < |Iflloo fur alle t € [0,1]. Ist A € R, so ist dann

M@ = AT < A floo -
Weil das fir alle ¢ € [0, 1] gilt, ist auch

[Aflloo = sup [Af(&)] < (A flloo -
t€0,1]

Wenn man dieses Resultat auf 1/X statt A und Af statt f anwendet, erhilt

man
1

Afllso s
I

I7le = 5 Ol <

und es folgt

ALl < 1A
(3) Fiir alle ¢t € [0,1] gilt | f(&)] < || f]loo und [g(t)] < ||gllco- Daher gilt auch

F+ gl = 1) + 9@ < [fFOI +19@)] < [ Flloe + 19lloo -
Weil das fiir alle ¢ € [0, 1] gilt, folgt
If +9gllee = S F + 91 < flloc + [glloo -

Den Beweis, dass die L!'-Norm eine Norm ist, iiberlassen wir als Ubung. (|

Ob eine Folge in einem Funktionenraum konvergiert, hingt von der Norm ab, die man be-
trachtet.

BEISPIEL 2.3.2. Wir betrachten die Folge

n3/2g fiir z € [0, 5]
fn(z) = ¢n®2(22)  firz € (5,2)  im Raum C([0,1],R).
0 fiir z € [1,1]

Dann gilt:
(1) Fir alle z € [0, 1] ist limy, o0 fn(z) = 0 (punktweise Konvergenz).
(2) limp—oo ||frlli = 0 (Konvergenz gegen die Nullfunktion hinsichtlich der
L'-Norm).
(3) Ifnllce = oo (keine Konvergenz, nicht einmal Beschrinktheit beziiglich
der Supremumsnorm).

BEWEIS.

(1) Sei z = 0. Dann ist f,(z) = 0 fiir alle n € N. Istx > 0, so ist f,(z) =0
fiir alle n > % In beiden Fillen ist lim, o frn(z) = 0.

@)
1 1/(2n) 1/n 1
an||1=/ Ifn(x)ldxz/ n3/2xdx+/ TR
0 0 1

/(2n) n

w3z Lo s Lo 1 g

8n? 8n2  4v/n
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”fnlloo— maX |fn( )| n3/2 \f-)OO

€[0,1]

BEHAUPTUNG 2.3.3. Sei K =R oder K = C. AufC([0,1],K) ergibt die folgende
Definition ein Skalarprodukt:
1
~ [ T@igla)da
0

Es induziert die sogenannte L?>-Norm

1
1£ll2 = / (@) de.

BEWEIS. Direktes Nachrechnen der Eigenschaften eines Skalarproduktes:
(1) Sesquilinearitét:

(f.0g + Bh) = / F@)(ag(z) + Bh(z)) dz

1
- / 0 @g(x) + AT @h(z) = du

= / (o). dx—i—ﬂ/olf(x)h(x)d:v

= alf.g) - BULR).
1
(ag + Bh, f) = / (ag(@) T Bh(@) () da

[@g(z) f(x) + Bh(x)f(z) = d

_ / dx+5/

= alg, f)+B(h. [).

I
S—

I
O\H
=
—

8
S—

I
\H

2
N
~
—~
&

U

8

= (9./)-
(3) Positive Definitheit:

)= /Olf(fﬂ)f(x)dacz /01 If(2)|? dz .

Weil |f(z)]? immer nichtnegativ ist, muss das Integral nichtnegativ sein.
Also ist (f, f) > 0. In der Analysis gibt es den Satz: Ist g eine stetige
Funktion [0,1] — R mit g(z) > 0 fur alle z, und ist fo z)dzx =0, dann
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ist g die Nullfunktion. Daraus folgt: Ist (f, f) =0, so ist f(z) = 0 fiir alle
x € [0,1].

O

BEISPIEL 2.3.4 (Ein Unteraum mit U+)+ # U). Auf C([0, 1], R) betrachten wir
das L2-innere Produkt und den Unterraum

U={fco,1LR)| f(5)=0},

Dann ist U+ = {0} und daher (U+)+ = C([0,1],R).

BEWEIS. Sei Sei g : [0, 1] — R stetig mit g # 0. Sei z € [0,1) so, dass g(x) # 0.
Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit sei z > % und g(z) > 0. Wegen der Stetigkeit
gibt es ein Intervall J = (z,z + 2¢) C [, 1] sodass g(z) > 0 auf J. Wir setzen

0 wenn y € [0, z]

wenn y € (z,x + €|
r+2—y wenny€ (z+e,x+ 2]
0 wenn y > x + 2¢

Insbesondere ist f(3 =0, also f € U. Dann ist f(z)g(z) > 0 fiir alle z € [0,1] und
f(x)g(x) > 0 fiir x € J. Daher ist

(f,9) :/0 f(x)g(x)dx > 0.

Also ist dann g # U~. Es folgt UL = {0}. d

BEISPIEL 2.3.5. Wir definieren fiir n € N die folgenden Funktionen s, €
([0, 1], R)

sp(x) = V2 sin(nmz) .

(1) Dann ist {s, | n € N} ein Orthonormalsystem beziiglich des L?-inneren

Produktes.
(2) Sei f die konstante Funktion f(z) = 1 und N € N. Die orthogonale
Projektion von f auf die lineare Hiille von {s1,---,sn} ist

> oA

nm
1<n<N, nungerade

Die folgende Grafik zeigt die orthogonalen Projektionen der konstanten Funkton
f(z) =1 auf die linearen Hiillen £(s1,--- , sy) fiir einige N.
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BEWEIS.

(1) Wir brauchen eine Formel iiber Winkelfunktionen

sin(a) sin(3) = %[cos(a — ) — cos(a + B)].

Damit ergibt sich fiir n # m

1
(Sims Sn) = 2/ sin(nmx) sin(mnx) dx
0

1 1
= / cos(n — m)mwx dr — 2/ cos((n + m)rx dx
0 0

1
= ——————sin((n —m)mx)|l o +

sin((n +m)rz)|L_
(n—m)ﬂ' (( + ) )|m_0

(n+m)m
= 0.

Fiir m = n ergibt sich

1
(SnySn) = 2/ sin(nma) sin(mmx) dz
0

/01 cos(0) do — /01 cos((n + m)mx dx

= 1- ﬁ cos((n +m)mz)|ly =0.

1
($n, f) = V2 /0 sin(nnz) dz

2 1
= —— cos(nmx)|,._
n ( )‘3:—0

% wenn n ungerade
0 wenn n gerade
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Wenn wir die Theorie der Reihen aus der Analysis adidquat fiir Vektorrdume anpassen, kénnen wir
auf diese Weise Funktionen in Reihen von Sinusschwingungen oder auch anderen Orthonormalsy-
stemen zerlegen. Man kommt zur Theorie der Fourierreihen und, wenn man die Reihen noch durch
Integrale ersetzen kann, zur Fouriertransformation. Fourieranalysis spielt eine wichtige Rolle in
Bereichen der Signalverarbeitung, Regeltechnik und auch Statistik.

3. Basis und Koordinaten
3.1. Lineare Unabhingigkeit und Basis.

DEFINITION 3.1.1. Sei V ein Vektorraum iiber einem Koérper K.

(1) Ein System (vy,--- ,v;) von Vektoren in V heifit linear unabhéngig, wenn
die einzige Linearkombination, welche

k
Z )\ivi =0
i=1

ergibt, die Koeffizienten A\; = --- = Ay = 0 hat.

(2) Eine Teilmenge S C V heifit linear unabhéingig, wenn jedes System (vy, -+, vg)
von endlich vielen, paarweise verschiedenen® Vektoren aus S linear un-
abhingig ist.

Mit Hilfe dieser Definition kénnen wir auch von unendlichen Mengen sagen, ob sie linear abhingig

oder unabhéngig sind.
Es besteht ein Unterschied zwischen Menge und System:

e Die Menge {(1) , (_11) , (1)} ist linear unabhingig, denn es ist dieselbe Menge wie

-1
gezéhlt wird, es kann nur entweder dazu gehéren oder nicht.

e Das System ((1) , ( ! ) , (i)) ist linear abhéngig, weil ein Vektor doppelt darin

{(1) s ( ! )} ES macht fiir die Menge keinen Unterschied, wie oft ein Element auf-

-1
vorkommt.

In der Praxis bereitet uns dieser Unterschied aber keine Probleme.

BEISPIEL 3.1.2. Im Raum C([0, o), R) der stetigen Funktionen von [0, c0) nach
R betrachten wir die Funktionen fj(z) = . Dabei ist k € R.
Dann ist die Menge {fi | ¥ € R} linear unabhiingig.

BEWEIS. Sei mit paarweise verschiedenen kq,--- , ky,

Z)\ifki =0.
=1

Wir zeigen, dass alle A; gleich Null sind. Wenn das nicht so wiire, gébe es einen
Index j, sodass k; der grofite Exponent ist, fiir den A; # 0 gilt. Es ist dann auch
fiir alle z € [0, 00)

k k
0=e M"Y "N fy, () = Y Aelbe ke,
i=1 i=1

Fiir ¢ # j gilt dann entweder A\; = 0 oder k; < k;. In jedem dieser Félle ist
lim \elFi—Fi)z = (.
Tr—r0o0

Damit bleibt

T—r 00 r—r00

0= lim Y Netmhlv = lim Njehs—hi)e = ),
=1

5das heifit: keine zwei Vektoren vi, v; sind gleich, aufler ¢ = j.
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im Widerspruch zur Bedingung A; # 0 bei der Wahl des Index j. U

DEFINITION 3.1.3. Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K und S eine
Teilmenge von V.
S heifit eine Basis von V', wenn S zugleich linear unabhingig und ein Erzeugenden-
system von V ist.

Die folgende Charakterisierung einer Basis geht im allgemeinen Vektorraum genauso wie im K":

BEHAUPTUNG 3.1.4. Sei V' ein Vektorraum tber einem Kéorper K, und S C V.
FEs sind dquivalent:

(1) S ist eine maximale linear unabhingige Teilmenge in V', das heifit, S ist
linear unabhdngig, und jede echte Obermenge von S ist linear abhingig.

(2) S ist linear unabhingig und ein Erzeugendensystem von V.

(3) Jedes x € V lisst sich auf genau eine Weise als Linearkombination

k
xr = E )\ﬂ},’
i=1

mit k € N, paarweise verschiedenen v; € S und \; € K schreiben.
(4) S ist ein minimales Erzeugendensystem von V', das heifit, die lineare Hiille
von S ist V', aber keine echte Teilmenge von S spannt V' auf.

BEWEIS. (i) = (ii): Sei S maximal linear unabhingig. Wir miissen zeigen,
dass S ein Erzeugendensystem von V ist. Sei x € V. Wenn x € S, ist trivialerweise
x € L(S). Wenn x ¢ S, dann ist T = S U {z} eine echte Obermenge von S und
daher linear abhéngig. Dann gibt es eine Linearkombination

mit paarweise verschiedenen v; € T und A\; € K, wobei nicht alle A\; gleich Null
sind. Eines der v;, fiir welches A; # 0 ist, muss z sein. Sonst hitten wir eine
nichttriviale Linearkombination von Vektoren aus S, welche Null ergibt, und S wire
linear abhingig. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei also vy, = z, A, = 0.
Dann ist

und daher liegt x in der linearen Hiille von S.

(i) = (iii): Weil S ein Erzeugendensystem ist, lisst sich jedes € V auf mindestens
eine Weise als Linearkombination von Vektoren aus S schreiben. Angenommen, x
lésst sich auf zwei Weisen schreiben:

k l
xr = E )\ﬂ)i = E ,ujwj
i=1 7j=1

mit v;, w; € . Wir setzen
{v1- vt U{wy - w} =M.
Weil M endlich ist, konnen wir die Elemente benennen

M:{ula"'aum}’-
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Alle Vektoren v; und w; kommen in M vor, daher kann man die beiden Linear-
kombinationen als Kombinationen von Vektoren aus M schreiben: (Fiir w;, welche
nicht in der ersten Linearkombination vorkommen, schreibt man einfach A; = 0.)

m m
Tr = E Aw; = E HiWi
i=1 i=1

m _
Z()\i — fii)w; = 0.
i=1
Wegen der linearen Unabhéngigkeit von S gilt fiir alle ¢
X —fi =0,
also bestehen die beiden Linearkombinationen in Wirklichkeit aus denselben Vek-
toren mit denselben Skalaren.

(iii) = (iv): Weil sich jedes x € V als Linearkombination von Vektoren aus S
schreiben l&sst, ist S ein Erzeugendensystem. Wir miissen nur zeigen, dass S mi-
nimal ist. Sei T eine echte Teilmenge von S und x € S\ T. Dann ist = 1z eine
Moglichkeit, = als Linearkombination von Vektoren aus S zu schreiben. Wegen der
Eindeutigkeit gibt es keine andere, und daher erst recht keine Moglichkeit, x als
Linearkombination von Vektoren aus T' zu schreiben. Also ist ¢ L(T'), und T ist
kein Erzeugendensystem von V.

und es folgt

(iv) = (i): Weil S ein Erzeugendensystem ist, kann keine echte Obermenge von
S linear unabhingig sein. Denn ist S € T und =z € T \ S, so ldsst sich z als
Linearkombination von Vektoren aus S schreiben
k
x:Z)\ivi mit v; € 5.
i=1
Dann ist aber

k
i=1

eine nichttriviale Linearkombination von Vektoren aus T, welche 0 ergibt.

S selbst ist linear unabhéngig. Denn sonst géibe es ein y € S, welches sich durch
die anderen Vektoren aus S linearkombinieren ldsst. Dann wire aber S\ {y} auch
noch ein Erzeugendensystem von V', im Widerspruch zur Minimalitdt von S. [

Jetzt stellt sich die Frage, welche Vektorrdume eine Basis besitzen. Eine einfache Variante

des Basisauswahlsatzes ist das folgende Ergebnis:

BEHAUPTUNG 3.1.5. Sei V' ein Vektorraum dber einem Korper K mit einem
endlichen Erzeugendensystem {vy,--- ,v,}. Dann lisst sich aus diesem Erzeugen-
densystem eine Basts von V' auswdhlen.

Beweris. Ist {vy,---,v,} bereits ein minimales Erzeugendensystem, dann ist
es selbst eine Basis von V. Andernfalls ldsst man schrittweise Vektoren aus dem
System weg, bis ein minimales Erzeugendensystem erreicht ist. U

Man kann beweisen, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt. Allerdings bendtigt man dafiir
ein schweres Geschiitz der Mengenlehre, das Auswahlaxiom:

Sei M eine Menge, P(M) ihre Potenzmenge, das ist die Menge aller Teilmengen von M. Sei
Q eine weitere Menge und g : Q € P(M) eine Abbildung. Dann gibt es eine Abbildung h : Q@ — M,
sodass fiir alle z € Q gilt h(z) € g(x).

Das Auswahlaxiom ist weit weniger harmlos als es auf ersten Blick aussieht. Man kann damit
zum Beispiel beweisen, dass man eine Kugel im R? in drei disjunkte Bestandteile zerlegen kann,
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diese Bestandteile im Raum drehen und verschieben und dann so zusammensetzen kann, dass eine
echt grofere Kugel daraus entsteht. Andererseits hat das Auswahlaxiom viele niitzliche Konse-
quenzen, weshalb man es nicht missen mochte. Man verwendet es also, aber nur, um Resultate zu
beweisen, die ohne Auswahlaxiom nicht beweisbar wiren.

Fiir die angewandte Mathematik spielen Basen von unendlich dimensionalen Vektorrdumen
eine geringe Rolle. Lieber als durch endliche Linearkombinationen von Basisvektoren stellt man
in solchen Rdumen Vektoren als Reihensummen von unendlich vielen Vektoren, beispielsweise aus
Orthonormalsystemen, dar.

3.2. Koordinaten.

DEFINITION 3.2.1. Sei V ein Vektorraum iiber einem Kérper K mit einer end-
lichen Basis B = (b1, -+ ,b,). Seiv € V.
Der Koordinatenvektor von v beziiglich der Basis B ist jener Vektor (£1,---,&,)T
fiir den gilt:

i=1

In der folgenden Grafik hat der Vektor x beziiglich der Basis (u1,u2) den Koordinatenvektor
(2,3)7.

Wir werden ein Koordinatensystem nun als Isomorphismus zwischen V' und K" interpretieren.
Das sieht zunéchst ein wenig umsténdlich aus, hilft uns aber spéter, die Ubersicht zu behalten,
wenn wir zwischen verschiedenen Koordinatensystemen hin und her wechseln.

BEHAUPTUNG 3.2.2. Sei V' ein Vektorraum iber einem Korper K und sei B =
(b1,--- ,by) eine endliche Basis von V.
Wir definieren eine Abbildung ®p : K" — V' durch

&1 n
Op(| : )izz&bi-
n =1

Dann ist ®p ein Isomorphismus.
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BEWEILS. Weil B eine Basis von V ist, gibt es zu jedem z € V eine eindeutige

Darstellung
n
Tr = Z §Zb1 ’
i=1

das heifit, es gibt einen eindeutigen Vektor y € K™ mit 2 = ®p(y). Daher ist g

bijektiv.
Die Linearitéit rechnet man leicht nach:
&1 m aly + n
Pp(af | +B8]| : |)=25( : = (o + Bni)vi
én Tn aly + By =1
n n gl m
= a) &uitBY nui=adp(| i |[)+B2s(]| ).
i=1 i=1 §n N

O

BEMERKUNG 3.2.3. Es ist also ®p so definiert, dass ®5'(v) der Koordinaten-
vektor von v beziiglich der Basis B ist.

Wir erhalten also das folgende wichtige Resultat:

KOROLLAR 3.2.4. Jeder endlich erzeugte Vektorraum dber einem Korper K ist
isomorph zu K™ mit einem geeigneten n.

Dadurch kénnen wir alles, was wir iiber den K™ gelernt haben, auf jeden endlich erzeugten Vek-
torraum iibertragen, darunter auch

BEHAUPTUNG 3.2.5. Ist (b1, - ,by,) eine Basis eines Vektorraumes V iber
emnem Korper K, dann bestehen auch alle anderen Basen von V aus genau n Ele-
menten.

DEFINITION 3.2.6. Ist (by,-- -, b,) eine Basis eines Vektorraumes V', so nennen
wir n die Dimension von V.

Alle weiteren Konsequenzen kénnen Sie finden, indem Sie die Kapitel iiber Unterrdume und Di-
mension des K™ auf V' tibertragen.

Wir werden jetzt noch die Matrizenrechnung in allgemeinen, endlich dimensionalen Vek-
torrdumen einfithren.

BEHAUPTUNG 3.2.7. Seien V und W zwei endlichdimensionale Vektorrdume
iber demselben Korper K. Sei f : V. — W eine lineare Abbildung. Es sei B =

(b1,--- ,by) eine Basis von V und C = (¢1, - ,¢m) eine Basis von W. Mit g
und ®¢ bezeichen wir wie iblich die Isomorphismen
K™ -V K™ - W
@B : gl CI)C : n .
i &by = Dy MiCi
én im
Dann ist

(I)alofoq)B:K"—)Km
der Homomorphismus, der fir jedes x € V' den Koordinatenvektor von x (beziiglich
B) in den Koordinatenvektor von f(z) (beziglich C') iberfihrt.
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BEWEIS. Sei x € V. Dann ist der Koordinatenvektor von x beziiglich B der
Vektor ®5'(z). Dann ist

[@c! 0 fo®p|(P5' () = 0o (f(x)
der Koordinatenvektor von f(z) beziiglich der Basis C. O

DEFINITION 3.2.8. Seien V und W zwei endlichdimensionale Vektorrdume iiber
demselben Kérper K. Sei f : V' — W eine lineare Abbildung. Essei B = (by,- - ,by)
eine Basis von V und C' = (¢, -+ , ¢;p,) eine Basis von W, und @5, ®¢ die entspre-
chenden Koordinatenabbildungen.

Dann bezeichnet ME(f) € K™*™ die Matrix des Homomorphismus ®' o f o ®p.
ME(f) heiBt die Matrix von f beziiglich der Basen B und C.

Das folgende Diagramm macht diese Situation anschaulich:

v L o ow

e e

B
Jeder Pfeil stellt einen Homomorphismus dar. Wird ein Pfeil durch einen weiteren fortgesetzt,
driickt das die Hintereinanderausfithrung der beiden Homomorphismen aus. Fiithren mehrere Wege
(also mehrere Hintereinanderausfiihrungen von Homomorphismen) von einem Raum zum anderen,
so ergeben die verschiedenen Hintereinanderausfithrungen dieselbe Abbildung: Wir nennen ein
solches Diagramm ein kommutatives Diagramm. Zum Beispiel ist oben: Mg )= <I>61 ofodp.

SATZ 3.2.9. Seien V und W zwei endlichdimensionale Vektorrdume tber dem-
selben Korper K. Sei f : V. — W eine lineare Abbildung. Es sei B = (by,--- ,by)
eine Basis von V und C = (¢1,- - ,¢m) eine Basis von W, und ®p, ¢ die ent-
sprechenden Koordinatenabbildungen. Sei ME(f) die Matriz von f beziglich der
Basen B und C. Dann gilt:

Die Spalten der Matriz ME (f) sind die Koordinaten der Vektoren f(b1),--- , f(bn)
beziiglich der Basis C'.

BEWEIS. Die Spalten von MZ(f) sind die Bilder ME(e1), -+, ME(e,) der

Einheitsvektoren eq,-- - ,e, € K”. Nun ist ®5(e;) = b;, und
ME(fej = @5' o fo®p(e;) = @' (f(b))):
Dies ist genau der Koordinatenvektor von f(b;). O

Satz 3.2.10. Seien U, V,W drei Vektorriume dber K mit den (endlichen) Di-
mensionen n,m, k. Seien f: U =V und g : V — W lineare Abbildungen. Seien
B,C, D Basen von U, V,W und ®5,®c,Pp die entsprechenden Koordinatenabbil-
dungen. Es gilt:

Mg (go f) = Mp(9)ME (f)-

BEWEIS. Die Situation wird durch das folgende kommutative Diagramm ver-

deutlicht:

v L v 2 . w

[es [ e [en

K" ME(f) Km MS(g) Kk

Es ist
Mp(gof)=®p' o(gof)odp = (®p ogo® ) o (R o fodp) = Mp(9)ME(S).
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SATZ 3.2.11. Seien V und W zwei endlichdimensionale Vektorrdaume iber dem-
selben Kérper K mit den (endlichen) Dimensionen n und m. Sei f : V. — W eine
lineare Abbildung. Es seien B,C Basen von V,W, und ®g, ®¢ die entsprechenden
Koordinatenabbildungen. Sei ME(f) die Matriz von f beziiglich der Basen B und
C. Dann gilt:

Die Abbildung f ist genau dann ein Isomorphismus, wenn n = m und die Matriz
ME(f) regulir ist. In diesem Fall ist

ME(f~h) = [MEH

BEWEIS. Wenn n # m, also wenn die Dimensionen von V und W verschieden
sind, sind V und W bekanntlich nicht isomorph.

Sei nun n = m und Mg (f) reguldr. Wir definieren den Homomorphismus g : W —
V durch

g:=®Ppo [Mg(f)]*1 o @51.
Es gilt dann
gof=®po[ME(f)] o o f =Bpo[ME(f)] o o fodpody!
= dpo[ME(f) Lo ME(f)ody =idy .
Ebenso kann man zeigen:
fog=idw.
Also besitzt f eine Inverse, namlich f~! = g.

Sei nun f ein Isomorphismus und M§(f~!) die Matrix der Umkehrabbildung
beziiglich der Basen C und B. Es ist

ME(fHME(f) =05 o f L oBood o fody = EB,.

Ebenso zeigt man
ME(H)ME (f7') = En.
Daher ist M§(f~1) die Inverse zu ME(f). O

3.3. Koordinatentransformation.

BEHAUPTUNG 3.3.1. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum tiber K. Seien B =

(b, -+ ,bp) und C = (c1,--- ,¢n) 2zwet Basen von V. Es seien ®p und ®¢ die
Isomorphismen
K" -V K" -V
(O “t do n .
= i1 &by = i M
&n n

Dann ist <I>EltI>B : K™ — K" jener Isomorphismus, der fiir jedes v € V' den Koordi-

natenvektor ®3'(v) von v beziiglich B in den Koordinatenvektor ®;' (v) beziglich
C dberfiihrt.
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Das folgende Diagramm macht die Situation anschaulich. Wir kénnen <I>61<I> B
auch als die Matrix MZ (idy) auffassen.

y vy

Tow oz

TB
K —<— K"
DEFINITION 3.3.2. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum iiber K. Seien B =
(b, -+ ,bp) und C = (c1,- -+ ,¢,) zwel Basen von V und &5 und @ die entspre-
chenden Koordinatenabbildungen. Wir definieren

TE ist die Matrix von &' o ®5.

Wir bezeichnen Tg auch als die Ubergangsmatrix von der Basis B auf die Basis C.

SATZ 3.3.3. SeiV ein n-dimensionaler Vektorraum iber K. Seien B = (by,--- ,by)
und C' = (1, ,¢n) zwei Basen von V und ®p und P¢ die entsprechenden Koor-
dinatenabbildungen. Dann gilt:

(1) Ist a der Koordinatenvektor eines Vektors x € V beziiglich der Basis B,
dann st Tga der Koordinatenvektor von x beziiglich der Basis C'.

(2) Die Matriz TE ist zugleich ME (idy).

(3) Die Matriz TE ist requldr, und ihre Inverse ist TS.

(4) Die Spalten von Tg sind die Basisvektoren by,--- , by, geschrieben in Ko-
ordinaten beziglich C.
(5) Die Spalten von [TE]™' sind die Basisvektoren ci,--- ,cp, geschrieben in

Koordinaten beziiglich B. °

BEWEIS.
(1) In dieser Situation ist a = ®5'(x) und
THa= (2" 0 ®p)(25' (2)) = @5 (2).
(2) Esist
TE =@ ' o ®p = 0! oidy o®p = ME(idy).
(3) Daidy ein Isomorphismus ist, ist nach Satz 3.2.11 TF = ME (idy) reguléir
mit der Inversen
[T8]7" = M5 (idy') = M (idv) = T5.
(4) Nach Satz 3.2.9 die Spalten von TF = MZ (idy) die Koordinatenvektoren
von

idy(by) =b1, -+, idy(bn) = by
beziiglich C.
(5) Punkt (3) und [TF]"! =T§.

BEISPIEL 3.3.4. Sei C' die Basis (c1, ca,c3) in R3.

(1) Stellen Sie die Ubergangsmatrix von der Basis C zur Einheitsbasis £ auf.
(2) Berechnen Sie die Ubergangsmatrix von der Einheitsmatrix E zur Basis

C.

6Tn manchen Aufgaben hat man die neuen Basisvektoren ci,--- ,cp in alten Koordinaten
(beziiglich B) gegeben und kann so zuerst [TE]~! = TS bestimmen und anschliefiend die Inverse
berechnen.
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(3) Berechnen Sie die Koordinaten des Vektors a beziiglich der Basis C'.

2 1 3 4
c1 — 4 , C2 = 3 , C3 = 4 , X = 2
2 1 8 1

Loesung;:
Wir haben die Koordinaten der Basisvektoren c1, cs, c3 und die Koordinaten von
beziiglich der Einheitsbasis gegeben.
(1) Wir setzen die Basisvektoren c¢1, ¢g, c3 zu einer Matrix zusammen, das ist
die Ubergangsmatrix von der Basis C' zur Einheitsbasis E:

2 1 3
TS =4 3 4
2 1 8
(2) Die Ubergangsmatrix von der Einheitsbasis zur Basis C ist TF = (T§) ™"
2 1x 3 100 2 1 3 1 0 0
4 3 4 01 0)]—=(-2 0 -5 -3 1 0
2 1 8 0 0 1 0 0 b5 -1 0 1
2 10 1.6 0 —-0.6 010 -24 1 0.4
— —2x 0 0 -4 1 1 - 11 0 0 2 —05 0.5
0 01 -02 0 0.2 0 0 1 -02 0 0.2
100 2  —05 -0.5
— [0 1 0 -24 1 0.4
0 01 -02 0 0.2
Also ist
2 =05 0.5
TE=(-24 1 04
-02 0 0.2
(3) Der Koordinatenvektor von z beziiglich C' ist dann
2  -05 —-0.5\ /4 6.5
TEx=[-24 1 0.4 2| =[-72
-02 0 0.2 1 —0.6

O

SATZ 3.3.5. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum mit Basen A und B und da-
zugehorigen Koordinatenabbildungen ® 4, Pp : K™ — V. Sei W ein m-dimensionaler
Vektorraum mit Basen C und D und dazugehdrigen Koordinatenabbildungen ®c,®p :
K™ — W. Sei f : V — W eine lineare Abbildung.

Dann st
Mp(f) = TEME ()T

BEWEIS. Wir schreiben f als Hintereinanderausfithrung:
f=idwofoidy,
wie das folgende kommutative Diagramm verdeutlicht:

vy vy Loy vy

oo e e e
A B C
Kr T8 gn Mo pm "D pem
Nach Satz 3.2.10 gilt
Mp(f) = Mg (idw)ME (f)Mp (idv) = TH ME (f)T5.
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KOROLLAR 3.3.6. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum iber K, seien B und
C zwei Basen von V. mit den entsprechenden Koordinatenabbildungen ®p,Pc :
K" — V. Sei f:V =V ein Endomorphismus. Es gilt:

ME (f) = TE Mg (1T = [T51 7 Mg (H)T5.

BEWEIS. Satz 3.3.5 und Satz 3.3.3. O

DEFINITION 3.3.7. Seien n € N, P,QQ € K"*™ Matrizen gleicher Dimension
iiber einem Korper K.
Die Matrizen P und ) heilen dhnliche Matrizen, wenn es eine regulidre Matrix
T € K"*" gibt, so dass Q = T~ ' PT.

BEMERKUNG 3.3.8. Seien n € N, P, € K*™ quadratische Matrizen gleicher
Dimension iiber einem Korper K.
Die Matrizen P und @ sind genau dann #hnlich, wenn es einen n-dimensionalen
Vektorraum V mit zwei Basen A, B und einen Endomorphismus f : V' — V gibt, so
dass P und ) die Matrizen derselben Abbildung f beziiglich verschiedener Basen
in V sind:

P=M{(f), Q=ME(f).

Bewels. Ubung! Konnen Sie das? Tipp: Fiir V und W kann man K” und K
nehmen. Fiir die Basen A und C kann man die Einheitsbasen heranziehen. O

BEISPIEL 3.3.9. Gegeben sei der Endomorphismus

4 0 =2
R3 — R3
: { T omitP=|(0 2 2

(P ist also die Matrix von f beziiglich der Einheitsbasis E.)
Wir betrachten in R? die neue Basis

2\ /-2 1
c=(z2].1].|-2].
1 2 2

Wie sieht die Matrix ME (f) von f beziiglich der Basis C aus?

Losung: Wir berechnen zuniichst die Matrix zur Koordinatentransformation: Die
Spalten von T sind die Basisvektoren von C in Einheitskoordinaten, also ist
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Als nichstes berechnen wir TF = [T5] !

2 =2 1 1 00 0 -6 -3 1 0 -2
2 1 =2 01 0)—[|0 =3« —6 01 -2
1« 2 2 0 0 1 1 2 2 0 0 1
0 0 9% 1 -2 2 0 0 1 1/9 -2/9 2/9
— 0 1 2 0 -1/3 2/3 ] =10 1 0 -2/9 1/9 2/9
1 0 -2 0 2/3 -1/3 1 00 2/9 2/9 1/9
1 00 2/9 2/9 1/9
— 010 -2/9 1/9 2/9
0 0 1 1/9 -2/9 2/9
Also ist
1 2 2 1
ng§ -2 1 2
1 =2 2
Nun ist
ME(f) = TEPTE
1 2 2 1 4 0 -2 2 -2 1
= 3 -2 1 2 0 2 2 1 =2
1 -2 2 -2 2 3 1 2 2
1 2 2 1 6 —12 0
=3 -2 1 2 6 6 0
1 -2 2 3 12 0
1 27 0 0
= 3 0 54 0
0 0 O
Beziiglich der Basis C hat f die Diagonalmatrix
3 00
ME() = [0 6 0
0 0 0

O

Im Abschnitt iiber Eigenwerte werden wir lernen, wie man systematisch Basen finden kann,
in denen sich Endomorphismen besonders einfach schreiben lassen.

4. Vektorrdume aus Vektorridumen konstruieren

4.1. Durchschnitt und Summenraum.
4.1.1. Durchschnitt.

BEHAUPTUNG 4.1.1. Sei V' ein Vektorraum dber einem Korper K, sei A eine
Menge, und fiir jedes A € A sei Uy ein Unterraum von V. Dann ist der Durchschnitt
(0

AEA
ein Unterraum von V.

BEWEIS. Weil jedes Uy ein Unterraum ist, ist 0 € Uy. Daher ist der Nullvektor
auch im Durchschnitt aller Uy enthalten, und der Durchschnitt ist nicht leer.
Seien z,y € yepa Ux und o, 8 € K. Weil jedes Uy ein Unterraum ist, und z,y in
jedem Uy enthalten sind, ist auch

(VA€ A) az+ By € Uy .
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Daher ist ax + By € (e Ux- O

4.1.2. Summenraum.
Die Vereinigung von Unterrdumen ist normalerweise kein Unterraum, wie man aus dem fol-
genden Beispiel sieht:

BEISPIEL 4.1.2. Die Mengen

Uz{A(é) | AeR} und W:{)\<(1)> | AeR)

siind Unterrdume des R?, aber U U W ist kein Unterraum.

DEFINITION 4.1.3. Sei (V,+,-) ein Vektorraum {iiber einem Koérper K. Fiir
i=1,---,n sei W; jeweils ein Unterraum von V. Wir definieren den Summenraum

W1+"'+Wn ::{w1+"'+wn| (VZZl"n) wzewz}

BEHAUPTUNG 4.1.4. Sei (V,+,-) ein Vektorraum dber einem Korper K. Seien
Wi,---, Wy, Unterrdume von V. Dann gilt:

(1) Der Summenraum Wi + --- + W, ist ein Unterraum von V.

(2) Fiir jedes i = 1,--- ,n sei M; jeweils ein Erzeugendensystem von W;.
Dann ist die Vereinigung \J;_, M; ein Erzeugendensystem von Wy +- - -+
W,.

BEWEIS. Punkt (1): Natiirlich ist 0 = 04+ ---+0 € Wy + -+ + W,,. Seien
z,y € Wi+ -4+ Wy, o, € K. Wir zeigen: ax + fy € Wy + --- + W,,. Nach
Definition des Summenraumes lassen sich x,y in folgender Weise schreiben:

n n
T = E w;, Y= E w;, mit w;, w; € W,.
i=1 i=1

Dann ist
n

azr + By = Z(Oéwi + Bib;).
i=1

Da die W; Unterrdume von V sind, ist aw; + fw; € W;, und somit ist ax + By €
Wi+ + W,

Punkt (2): Wir zeigen nun, dass Wi + - - - + W, der kleinste Unterraum ist, der alle
M; als Teilmengen enthélt. Sei also U ein Unterraum von V| welcher alle M; enthélt.
Zunéchst enthilt U jedes M;, und damit auch £L(M;) = W;. Ist x € Wy +-- -+ W,
so lasst sich x schreiben als x = Z?:l w; mit w; € W;. Da alle W; in U enthalten
sind, sind alle w; € U, und weil U ein Unterraum ist, ist damit auch Z?Zl w; €U.
Somit ist Wy +---+ W, CU. O

Achtung: Wenn (w; 1, - ,w;,r,) jeweils eine Basis von Wj ist, folgt daraus noch nicht, dass
(w1,1,* ;Wn,r, ) eine Basis des Summenraumes ist. Zwar haben wir noch ein Erzeugendensystem
des Summenraumes, aber dieses konnte linear abhéngig sein. — Weiteres im Abschnitt iiber direkte
Summen weiter unten.
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4.1.3. Dimensionsformel.

SaTz 4.1.5 (Dimensionsformel). Sei (V,+,-) ein endlich erzeugter Vektorraum
iber einem Korper K. Seien A, B zwei Unterrdume von V. Dann gilt

dim(A 4 B) +dim(AN B) = dim(A) + dim(B).

BEwEIs. Da V endlich erzeugt ist, ist jeder Unterraum von V endlich erzeugt
und besitzt eine Basis aus endlich vielen Vektoren. Wir beginnen mit einer Basis
(z1,---,x,) von AN B. Weil AN B sowohl in A als auch in B enthalten ist, ist
(z1,- - ,x,) ein linear unabhéngiges Vektorsystem sowohl in A als auch B, und 148t
sich nach dem Basisergéinzungssatz zu je einer Basis von A und B erweitern. Wir
haben also die folgenden Basen und Dimensionen:

(1, ,2p) Basis von ANB; dim(ANB)=r
(1, - ,2Zp,a1, - ,as) Basis von A i dim(A)=7r+s
(x1,-+ ,2p, b1, -+ ,b;) Basis von B ; dim(B)=r+t
Wir zeigen nun, dass (21, , &y, a1, - ,as,b1,- -+ ,b:) eine Basis von A + B ist.

Nach Behauptung 4.1.4 ist dieses System jedenfalls ein Erzeugendensystem von
A+ B, da es Vereinigung einer Basis von A mit einer Basis von B ist. Wir zeigen
die lineare Unabhéngigkeit. Es sei also

T s t
Z Nz + Z pia; + Z vpbe = 0.
i=1 j=1 k=1

Wir schreiben das in der Form
r s t
YIEERD SIS
i=1 j=1 k=1

Daallez; € A,a; € A,ist >, )‘ixi+2;:1 pja; € A. Andererseits ist — 22:1 Vb
B. Also ist — 22:1 b € AN B. Weil aber (z1,- - ,z,) eine Basis von AN B ist,
muss es jedenfalls eine Darstellung der Form geben (mit geeigneten Skalaren &;):

t T
=Y bk = &
k=1 i=1

Das System (1, -+ , 2y, b1, -+ ,bs) ist aber eine Basis von B. Wir kénnen also den-
selben Vektor auf zwei Arten als Linearkombination dieser Basis schreiben. Wegen
der linearen Unabhéngigkeit der Basis muss es sich in Wirklichkeit um dieselbe Li-
nearkombination handeln. Die erste Darstellung enthélt keinen der Basisvektoren
x;, die zweite enthélt keinen der Basisvektoren by. Folglich sind alle Koeffizienten
v, und &; gleich Null.

T s t
D ity pyay == vibi =0,
=1 Jj=1 k=1

und wegen der linearen Unabhéngigkeit von (1, - , 2y, a1, - , as) sind auch alle A;
und alle z1; gleich Null. Also ist das System (x1,--- , %y, a1, -+ ,as,b1,--- ,b;) linear
unabhéngig, und somit ist es eine Basis von A+ B. Insbesondere ist dim(A + B) =
r+4+s4t.

Nun kénnen wir die Dimensionsformel zusammensetzen:

dim(A+ B) +dim(ANB) = (r+s+t)+r = (r+s)+ (r+t) = dim(A) + dim(B).

O

4.2. Direkte Summen.
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4.2.1. Direkte Summen innerhalb eines Vektorraums.

DEFINITION 4.2.1. Sei (V,+,-) ein Vektorraum iiber K. Seien Wy,--- W,
Unterrdume von V. Der Summenraum Wi + --- + W,, heifit direkte Summe von
Wy, ---, W, wenn gilt:

Fiir jedes x € Wy + --- + W, gibt es eindeutig bestimmte w; € W; sodass x =
D i Wi

SCHREIBWEISE 4.2.2. Manche Autoren schreiben fiir die Summe von Unterrdum-
en innerhalb eines Vektorraumes, wenn sie direkt ist, W1 ®- - -®W,,. In diesem Skrip-
tum werde ich diese Schreibweise vermeiden, um nicht Konfusion mit der dufleren
direkten Summe zu schaffen.

BEHAUPTUNG 4.2.3. Sei (V,+,-) ein Vektorraum iiber einem Korper K. Sei
V =Wy +---+ W, die direkte Summe von Unterrdumen W; C V.

(1) Dann ist fiir jedes k =1,--- ,n die folgende Abbildung wohldefiniert:

Vv — Wk,
T - n
Yo Wi W

(2) Die Abbildung my ist linear.

BEWEIS.

(1) Nach Definition des Summenraumes 18t sich jedes v € V' als die Summe
S, w; schreiben. Weil die Summe direkt ist, ist diese Zerlegung von v
eindeutig, sodass die obige Definition von 7 eine eindeutige Abbildung
festlegt.

(2) Seienz = w1+ +w, EV,y=w; + - +w, €V mit w;,, w; € Wj.
Seien «, f € K. Dann ist also

7TZ(£C) = w;, 7T(y) = QI}Z s

und
n

az+ By =Y (aw; + Biy) ,
i=1
sodass
mi(ax + By) = aw; + Bw; = ami(x) + Bmi(y) .
O

DEFINITION 4.2.4. Die Abbildung 7 in Behauptung 4.2.3 heifit die Projektion
des Summenraumes auf den Teilraum Wy entlang der Zerlegung Wy + - - - + W,,.

Der Buchstabe 7 wird gerne fiir Projektionen verwendet. Aus dem Zusammenhang wird jeweils
klar, ob 7 eine orthogonale Projektion, eine Projektion entlang einer Zerlegung, oder eine andere
Art von Projektion bezeichnet.

BEHAUPTUNG 4.2.5. Sei (V,+,-) ein Vektorraum dber einem Korper K. Seien

Wy, -+, W, Unterrdume von V. Dann gilt:
(1) Die Summe Wy + - -+ + W, ist genau dann direkt, wenn gilt: Sind
w1 GWil\{0}7 e, Wi GWzk\{O}
mit paarweise verschiedenen iy,--- ,ix, dann ist das System (wq, -+ , wg)

linear unabhdingig.
(2) Ist n =2, so gilt: Die Summe W1 + W ist genau dann direkt, wenn gilt
Wy N Wy = {0}.
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(3) Sind Wy,--- , W, endlich erzeugt, so gilt: Die Summe Wy + -+ + W, ist

genau dann direkt, wenn gilt: Sind (w; 1, -+ ,w; ;) jeweils Basen von W,
so ist das System (w11, ,Wn,r,) eine Basis von Wi + - + W,

(4) Sind Wy,--- W, endlich erzeugt, so ist die Summe der W; genau dann

direkt, wenn gilt:

dim(Wy + -+ W,,) = Y dim(W5).
=1

BEWEIS.

1)

Sei die Summe direkt, seien w; € W;,, alle ungleich Null. Wir zeigen,
dass (w1, ,wy) linear unabhingig ist. Sei also 3>7_; Ajw; = 0. Da die
Summe direkt ist, 148t sich der Nullvektor nur in einer eindeutigen Form
0 = Y i, w mit w; € W; zerlegen, und natiirlich geschieht das durch
w; = 0. Also muss fiir jedes j gelten: Ajw; = 0. Weil aber w; # 0, folgt
A; = 0 fiir alle j.

Umgekehrt sei nun jedes k-Tupel von Vektoren w; € Wy, \{0} mit paarwei-
se verschiedenen 4; linear unabhéngig. Wir zeigen, dass die Summe direkt
ist, also das jedes w € Wy + - -+ + W, sich nur auf eine Weise in Vektoren
aus W; zerlegen léisst. Sei also w = >0, u; = Y . v; mit u;,v; € W,
Dann ist 0 = Y7, (u; — v;). Wir nehmen an, es wéren nicht alle u; = v;.
Wir setzen dann:

{in, - ikt ={i| wi —v; # 0},

wj =u;; —v; fir j=1,--- k.

Dann ist Z?Zl w; = 0, im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit der
1Uj.

Sei W1 4+ Wy direkt, und u € Wi N W5, Dann 148t sich u als Summe v =
w1 +wy mit w; € W; auf die folgenden Weisen zerlegen: u = u+0 = 0+4u.
Da die Zerlegung aber nach Voraussetzung eindeutig ist, folgt u = 0.
Umgekehrt sei W1 NWy = {0} und © = wy +wy = vy + vy mit v;, w; € W.
Dann ist w; — v1 = vy — wy. Nun ist w; — v; € Wiy, derselbe Vektor
v — wo € Wo. Daher ist wi —v1 € W1 NWa, also wy —v; = 0, und ebenso
vy —we = 0. Also ist die Zerlegung eindeutig: v; = wy, vo = wa.

Sei die Summe direkt. Wir zeigen: (w11, -+ , Wy, r, ) ist linear unabhéngig.
Da dieses Vektorsystem den Summenraum erzeugt, ist es dann eine Basis.

Sei also S
Z Z)\i7jwi7j =0.

i=1 j=1
Da die Summe direkt ist, 148t sich der Nullvektor nur auf eine Weise
zerlegen, und es muss also gelten:

Z Aijw;; = 0 fiir alle 4.

j=1
Da aber (w; 1, ,w;r;) eine Basis von W;, und daher linear unabhéngig
ist, folgt A; ; = O fiir alle 7, j.
Sei umgekehrt (wq1,- -+, Wy, ) eine Basis des Summenraumes. Wir zei-

gen, dass die Summe direkt ist. Sei x = > v; = > u; mit u;,v; € Wi Es
lassen sich u;, v; mit Hilfe der Basen schreiben:

Tq Tq
wi = AigWige U= Y Wi
=1 =1
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Dann ist
n T n T
T= 0D Aigti = Y Mgt
i=1j=1 i=1 j=1
Wegen der linearen Unabhéangigkeit der w; ; folgt A; ; = p; ; fiir alle ¢, 7,

und folglich u; = v; fiir alle 3.
(4) Direkte Folge aus Punkt (3).

O
BEHAUPTUNG 4.2.6. Sei K" die direkte Summe von Unterrdumen Wy, --- , Wy,
wobei zu jedem W; eine Basis (w;,,- -+ , Wi m,) gegeben ist. Sei m; die Projektionen

von K™ auf W; entlang der Summenzerlegung (siehe Definition 4.2.4). Die Matriz
P; der Projektion m; erhdlt man folgendermafen:

(1) Man erstellt eine Matriz T aus allen Basisvektoren, also eine Matrixz mit
den Spalten w1 -+ - Wi m, -

(2) Man berechnet T—1.

(3) Sind die Spalten von T mit Nummernp- - - q die Basisvektoren w; 1, -+ , Wi m,
des Unterraumes W;, so setzt man aus den Spalten Nummer p---q von T
eine Matriz R;, und aus den Zeilen Nummer p---q der Matriz T~ eine
Matrixz S; zusammen.

(4) P = R;S;.
BEwEIS. In diesem Beweis unterscheiden wir die Einheitsvektoren eq,--- , e, €
K™ und die Einheitsvektoren é;,- - - , &, € K™ . Fiir jeden Einheitsvektor e, € K"

ist T'e; einer der Basisvektoren w; . Dabei ist j =4, wenn 1 < ¢ < ¢q. Daher ist
Riér = ww .
Es folgt auch
T_le,r =ey, wobeip</i<q <= j=1,
und daher

€, wennj=z1
S’iwj,,. = .
0 sonst
Daher ist
P, — Rié, = w;, =m(w; ) wenn j =i .
R0 =0=m;(wj,) sonst
O

4.2.2. Aupere direkte Summe.

Manchmal will man aus zwei Vektorrdumen, die nicht von vorneherein Teilrdume eines ge-
meinsamen Oberraumes sind, eine Summe konstruieren.

DEFINITION 4.2.7. Seien Vi, V5 zwei Vektorrdume iiber demselben Korper K.
Die (duBere) direkte Summe von V; und Vo wird definiert als Produktmenge:

Vi@ Vo= {(vi,v2) | v; € Vi},

mit folgenden Rechenoperationen fiir (z1,z2), (y1,y2) € V1 &V, a € K.
(1, 22) + (y1,92) == (21 +y1, 22 +y2),
a(ry, ) = (axy,0xs).

Durch die injektiven Abbildungen

e o SR T I R S SRR C
) x1 +— (21,0), 2 x9 > (0,22),
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betten wir V; und V5 in den Summenraum ein. (d.h. wir identifizieren z; € V; mit
dem Vektor ji(x1) € Vi ® Vs, ebenso wird xo € Vo mit jo(x2) € Vi @ Vs identifiziert.)
Die Abbildungen

Vi Vs —>V17 ViV, _>V2a
T ©

Ty -
(w1,22) > 21, (T1,22) > T2,

heiflen die kanonischen Projektionen von Vi & V5 auf V7 bzw. V5.

BEMERKUNG 4.2.8. Diese Definition 148t sich analog ohne Schwierigkeiten auf
die Summe von mehr als 2 Vektorrdumen verallgemeinern.

BEHAUPTUNG 4.2.9. Seien Vi, Vs zwei Vektorrdume tiber demselben Korper K,
und sei Vi @ Vo deren duflere direkte Summe.

(1) Vi & Vs ist ein Vektorraum tber K.

(2) Identifiziert man V; mit j;(Vi), so sind V1, Va Unterrdume von Vi @ Vs,
und V1 & Vs, ist auch ihre direkte Summe im Sinne einer direkten Summe
innerhalb eines Vektorraums.

BEWEIS.

(1) Der Beweis erfolgt durch Nachrechnen aller Rechenregeln.

(2) Jedes Paar (z1,z2) € Vi & V5 148t sich in eindeutiger Weise in zwei Vek-
toren aus ji (V1) und jo(Va) zerlegen: (x1,x2) = (x1,0) + (0, x2). Weil es
eine solche Zerlegung gibt, ist V4 @ Vo = j1(V1) + j2(V2), und weil die
Zerlegung eindeutig ist, ist diese Summe direkt.

O

4.3. Faktorriaume.

4.3.1. Aquivalenzrelationen.

In diesem Kapitel wird uns ein sehr wichtiges Stiick Mengenlehre iiber den Weg laufen,
niamlich der Begriff der Aquivalenzrelation. Im mathematischen Alltag stellt man sich eine Rela-
tion auf zwei Mengen A, B als eine Beziehung vor, in der je ein Element von A zu einem Element
von B stehen kann oder nicht: z.B. sei A eine Menge von Studierenden, B eine Menge von Vorle-
sungen. Wir fiihren eine Relation r ein: a r b bedeutet: Studierende(r) a besucht regelméBig die
Vorlesung b.

Was fiir den Alltag taugt, ist viel zu verwaschen fiir eine Definition, die allen Tiicken der Mengen-
lehre Stand halten soll. Ahnlich wie eine Funktion definieren wir eine Relation formal als Teilmenge
von A X B:

DEFINITION 4.3.1 (Relation). Seien A und B nichtleere Mengen und A x B =
{(a,b) | a € A, b € B} ihre Produktmenge. Eine Relation ist eine Teilmenge von
A x B.

Ist r C A x B und sind a € A, b € B, so sagen wir, a steht zu b in der Relation r,
genau dann wenn (a,b) € r. In diesem Fall schreiben wir auch a r b.

BEISPIEL 4.3.2 (Relationen).

e Die Ordnungsrelation auf N: a < b.

e Die Gleichheit auf einer Menge M: a = b.

e Jede Funktion f: A — B: (a,b) € f <= f(a) =b.

e Teilbarkeitsrelation: Seien a,b € Z, a # 0, dann definieren wir

alb:<= (Ic€Z)ac=b (“ateiltd”).
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DEFINITION 4.3.3 (Aquivalenzrelation). Sei M eine nichtleere Menge, und ~
eine Relation auf M x M. Die Relation =~ heifit eine Aquivalenzrelation, wenn sie
folgende drei Bedingungen erfiillt:

VeeM)z~z Reflexivitit
Ve,ye M)z ~y < y~=zx Symmetrie
(Ve ,y,z€ M) [(x ~y) A (y ~ 2)] = [z ~ 2] Transitivitét

BEISPIEL 4.3.4. Folgende Relationen sind Aquivalenzrelationen:

e Gleichheit.
e Seien A, B Mengen und f : A — B eine Funktion. Auf A geben wir die Relation

T~y = f(z) = fy)
e In 7Z Kongruenz modulo m.
e In K™*™ Ahnlichkeit von Matrizen.

DEFINITION 4.3.5 (Klasseneinteilung). Sei M eine nichtleere Menge, und U
eine Teilmenge der Potenzmenge von M (d.h. die Elemente von U sind Teilmengen
von M). Man nennt U eine Klasseneinteilung oder Partition auf M, wenn folgende
Bedingungen gelten:

DU,
MreM)@3Pel)zeP,
VP,QeU) P£QR=PNQR=0.

BEMERKUNG 4.3.6. Man kann eine Partition auch so charakterisieren: Eine
Partition auf einer nichtleeren Menge M ist eine Teilmenge U/ der Potenzmenge
von M, sodass gilt:

e Kein P € U ist leer.
e Jedes x € M ist in genau einem P € U enthalten.

Klasseneinteilungen und Aquivalenzrelationen gehen Hand in Hand:

SATZ 4.3.7. Sei M eine nichtleere Menge.

(a) Sei~ eine Aquivalenzrelation auf M. Fir alle x € M definieren wir die Aqui-
valenzklasse von x durch

[z]~ ={ye M | z~y}.

Es seild = {[z]~ | x € M}. Dann ist U eine Klasseneinteilung auf M.
(b) Seild eine Klasseneinteilung auf M. Wir definieren die Relation

xyy:<<= @BPelU)zePAyeP.
Dann ist ~y eine Aquivalenzrelation auf M.

BEWEIS. (a) Wir zeigen die Eigenschaften einer Partition.

e Jede Klasse P € U ist nichtleer: Denn nach Definition von U ist P von der
Form P = [z]~ fir ein © € M, und weil z ~ x, ist « € [z]~, und daher ist
(2] # 0.

o Jedes x € M liegt in einer Klasse: Ist © € M, so ist x € [z]~, also gibt es
ein P € Y (ndmlich P = [z].) sodass z € P.

e Klassen sind entweder disjunkt oder identisch: Seien nun P = [z]. und
Q = [y]~ so, dass PNQ # 0. Wir zeigen P = Q. Es sei also z € [z]. N[y]~.
Das heifit, x ~ z und y ~ 2. Sei w € P = [z].. Es gilt also w ~ =,
und wegen der Transitivitdt mit x ~ z folgt w ~ z. Noch einmal mit der
Transitivitit und z ~ y folgt w ~ y, also w € [y]~. Es ist also [z]~ C [y]~.
Mit vertauschten Rollen von z und y folgt genauso: [y]~ C [z]~.
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(b) Wir zeigen die Eigenschaften einer Aquivalenzrelation.
o Reflexivitdt: Sei x € M. Dann gibt es ein P € U so, dass x € P. Weil also
x e PAxe P, folgt v ~y x.
Symmetrie: Seien z,y € M. Es gilt
x~yy <= (APelU) [z e PAy € P
<~ @PecelU)j[ye PNz €P] < y~yx.

Transitivitdt: Seien x,y,z € M sodass x ~y y und y ~y z. Es gibt also
P,Q € U sodass

r€EPANyeP und yeQAzeQ.
Weil nun y € PN Q, ist P = @ und daher ist
rePANzeP.

Daraus folgt aber x ~y; z.
O

BEISPIEL 4.3.8. Die Graphik zeigt eine Menge von 12 Punkten, auf der eine Aquivalenzrelation
~ definiert ist. Punkte, die in der Relation ~ stehen, wurden durch Linien verbunden. Wir sehen,
dass die gesamte Menge in 4 Aquivalenzklassen zerfillt. Innerhalb jeder Klasse ist jeder Punkt
mit jedem Punkt verbunden. Zwischen den Klassen gibt es keine Verbindungen. Eine der Klassen
besteht nur aus einem Punkt.

4.3.2. Nebenklassen und Faktorrdume.
Wir zeigen zunédchst mit Zeichnungen einige Nebenklassen eines eindimensionalen Unterrau-
mes von R2, und Nebenklassen von Unterrdumen des R3.

SATZ 4.3.9. Sei V' ein Vektorraum dber K, und W ein Unterraum von V. Wir
definieren die folgende Relation auf V :

=y sy — w.
x 5 Y Yy—xe€
Dann gilt:
1) Die Relation =
W
2) Die Relation =
w

rationen: Seien x1,x2,y1,y2 € V, X € K so, dass x1 = 12 und y1 VEV Yo

ist eine Aquivalenzrelation auf V.

ist im folgenden Sinn vertrdglich mit den Vektorraumope-

Dann ist

= d Ar1 = \zo.
$1+y1W362+yz un T1 = ATy
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3) Die Aquivalenzklasse [x] von x beziiglich der Relation = ist
Zl=z+W={z+w| weW}

BEWEIS. Punkt (1): Wir zeigen die drei Eigenschaften der Aquivalenzrelation.
Wir werden immer wieder verwenden, dass W ein Unterraum ist. Zunéchst gilt
z—xz=0¢€ W, also z %xfﬁrjedesw € V. Sind z,y € V mit z = also

z. Sind x,y,z € V
—y € W. Damit ist

vi=y—zeW. Dannistx—y:—vEW,unddamityv%
mitx%yundy%z,soistalsov::y—mEW,undw:z

z—x:w—i—vEWundfolglicth%z.

Punkt (2): Sei xq VEV To, d.h., v :i=2x9—2x1 € W, und sei 11 v%/ ya, d.h. w =y —y1 €
W.Sei A € K. Es ist dann (z9+y2) — (z1+y1) = v+w € W, also 1+ 1 VEV T2+ Yo,

und Axo — Axry = Av € W, also Ay v% Ao,

Punkt (3): Es ist y € [z] genau dann, wenn y = z, also, wenn es ein w € W gibt

W
mit y — x = w, d.h. aber, y =z + w. O

DEFINITION 4.3.10. Sei V ein Vektorraum iiber K, und W ein Unterraum von
V. Sei = und [z] definiert wie in Satz 4.3.9.

1) Zu jedem x € V heift die Aquivalenzklasse [2] = x + W die Nebenklasse
oder Faser von z beziiglich W.

2) Die Partition V/W := {[z] | = € V} heiit der Faktorraum von V
beziiglich W.

Die Nebenklassen von W sind einfach die affinen Unterrdume von V| die W als Tangentialraum
haben.

BEHAUPTUNG 4.3.11.
(1) Die folgenden Operationen auf V/W sind wohldefiniert: Seien z,y € V
und [z], [y] € V/W ihre Nebenklassen. Sei A € K.
[#] + [yl == [ +yl,  Alz] = [Az].
(2) Mit diesen Operationen ist V/W ein Vektorraum iber K. Der Nullvektor
in V/W ist [0] = W.
(8) Die kanonische Projektion
Vo = V/W
=

ist eine surjektive lineare Abbildung mit Kern W.

BEWEIS.

(1) Jede Nebenklasse [z] € V/W lésst sich als Nebenklasse verschiedener
Elemente aus V' zeigen. Wir miissen zeigen, dass die Definition von der
Wahl dieser Elemente unabhingig ist. Sei also [r1] = [z2], [y1] = [y2)-
Wir miissen zeigen [z1 + y1] = [z2 + y2|. Es gilt aber z; = weil
2o € [xo] = [x1] und ¥y V% 42, also nach Satz 4.3.9 auch z1 + 1 VEV To + Yo

und Az = Azxg. Damit ist aber [z1 + y1] = [x2 + y2] und [Az1] = [Az3].
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(2) Hier muss man die Vektorraumaxiome Punkt fiir Punkt durchrechnen.
Wir zeigen zum Beispiel eines der Distributivgesetze: Seien [z], [y] € V/W,
A € K. Es ist dann (unter Beniitzung von Punkt (1) und des Distributiv-
gesetzes in V):
Alz] +[y]) = Az +y] = [Mz + )] = Az + Ayl
= [a]+ ] = Alz] + Ayl
Die anderen Axiome gehen dhnlich. Es ist [—2] = —[z] und der Nullvektor
in V/W ist [0]. Es ist aber [0] =0+W =W.
(3) Als kanonische Projektion auf die Klassen einer Aquivalenzrelation ist m
eine surjektive Abbildung. Es ist wegen Punkt (2):
T(Az + py) = [\ + py] = Alz] + ply],
also ist 7 linear. Letztlich ist
x €ker(rm) & [z] =[0] & x € W.
O

BEHAUPTUNG 4.3.12. Sei V' ein Vektorraum dber einem Koérper K und W ein
Unterraum von V.

1) Dann gibt es einen Vektorraum Z und eine lineare Abbildung f :V — Z
so, dass ker(f) =W.
2) Ist zusdtzlich dim(V') < oo, dann gilt

dim(V/W) = dim(V') — dim(W).
BEWEIS. Punkt (1): Wahle Z = V/W und f = 7.

Punkt (2): Es ist W = ker(m) und V/W = rg(n). Weil VW und V/W endlich
dimensionale Vektorrdume sind, gilt fiir die lineare Abbildung = : V — V/W:

dim(rg(7)) + dim(ker(7)) = dim(V) .
([

Die Konstruktion von Faktorstrukturen wird in der Algebra oft verwendet: Analog kann
man fiir Gruppen oder Ringe Faktorstrukturen definieren. Wéhrend aber jeder Unterraum eines
Vektorraums die Bildung eines Faktorraumes erlaubt, und damit Kern einer linearen Abbildung
sein kann, kann bei nicht-kommutativen Gruppen nur beziiglich ganz speziellen Untergruppen,
den sogenannten Normalteilern, eine Faktorgruppe gebildet werden. Auch nicht jeder Unterring
eines Ringes eignet sich zur Bildung eines Faktorringes, sondern nur die sogenannten Ideale.

4.3.3. Der Fuaktorisierungssatz.

SATZ 4.3.13. Seien U,V Vektorrdiume tber K, sei f : V. — U eine lineare
Abbildung. Es seien

W:{V - V/ker(f) j:{rg(f) —U

v ] y =y
Dann gibt es einen Isomorphismus f : V/ker(f) — rg(f) so, dass f = jo fo.

Das folgende Diagramm wird also kommutativ:
v v
ﬂlsurjcktiv jTinjcktiv

V/ker(f) —I— va(f)
1jektiv
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BEWEIS. Wir definieren
£ Ve )
[z] = f().
Wir miissen zuniichst zeigen, dass f wohldefiniert ist. Jede Nebenklasse aus V/ker(f)

lasst sich in der Form [z] mit © € V schreiben. Ist [21] = [z2], so miissen wir zeigen,
dass f(x1) = f(z2). Es gilt aber

[21] = [22] & 22 — 21 € ker(f) & f(x2) — f(21) =0 & f(21) = f(22).

Wir haben damit gezeigt, dass f wohldefiniert ist, und zugleich erhalten, dass f

injektiv ist. Da jedes y € rg(f) sich in der Form y = f(x) mit einem x € V schreiben

lasst, ist 3

~ v=f() = (la)).

also ist f surjektiv. Wir zeigen, dass f linear ist:

FO] + ply)) = F(e + py]) = f Oz + py) = Af(2) + uf (y) = M ([2]) + 1 f (W)
O

KOROLLAR 4.3.14. Seien U,V,W Vektorrdume tber K, seien f : V — U und
g : V. — W lineare Abbildungen, und sei ker(f) = ker(g). Dann sind die Bilder
rg(f) und rg(g) isomorph.

BEWEIS. Beide Bilder sind isomorph zu V/ ker(f). d



KAPITEL 5

Determinanten

1. Definition und Berechnung durch Zeilenumformungen
1.1. Definition der Determinante.

DEFINITION 1.1.1. Sei K ein Korper, n € N und det : K"*"™ — K eine Funktion.
Die Funktion det heifit eine Determinante, wenn die folgenden Eigenschaften erfiillt
sind:

1) Die Funktion det ist linear in den Zeilen, d.h., sind

4 - ~a -
A=|— a —-|, B=|- b -
~ e, - ~ e, -

zwei Matrizen mit Zeilen ay, by, die sich nur in der i-ten Zeile unterschei-
den, und sind A, p € K, so ist

- ai - - a1 = - a1 =
det | — Xa;+pub; — | =Adet| — a; —|+pdet|— b —
- Gn, - - Qn, - - Qn, -

(Man sagt auch, die Determinante ist multilinear.)
2) Hat A zwei gleiche Zeilen, so ist det(A) = 0:

det : =0.

3) Die Determinante der Einheitsmatrix ist det(E,) = 1. (Man sagt auch,
det ist normiert.)

BEMERKUNG 1.1.2. Wir werden schon im Zuge von Abschnitt 1 beweisen, dass es auf K"*"
hochstens eine Determinante gibt. Wir zeigen nédmlich, dass — wenn es iiberhaupt eine Determi-
nante gibt — diese mit Hilfe von Pivottransformationen zu berechnen geht. Und damit ist das
Ergebnis dieses Rechenverfahrens natiirlich die einzige Determinante.

Erst in Abschnitt 3 werden wir, mit Hilfe einer komplizierten, fiir die praktische Rechnung
wenig niitzlichen Formel beweisen konnen, dass es eine Determinante gibt. Damit ist dann gezeigt,
dass es genau eine Determinante gibt.

147
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Erst damit wird die folgende Schreibweise endgiiltig gerechtfertigt, die wir bereits jetzt ver-
wendet haben: det : K"*" — K bezeichnet die Determinante. Statt det(A) schreibt man auch oft
|A|, oder die Matrix A zwischen senkrechten Strichen statt Klammern.

BEMERKUNG 1.1.3. Die Determinante ist linear in den einzelnen Zeilen, aber
im Allgemeinen gilt
det(AA) # Adet(A), det(A+ B) # det(A) + det(B).
Statt dessen gilt fiir A € K™**":
det(AA) = A" det(A).

1.2. Determinante und Zeilenumformungen.

Der folgende Satz zeigt, wie sich eine Determinante bei Anwendung von elementaren Zeilen-
transformationen verhélt.

BEHAUPTUNG 1.2.1. SeiK ein Kirper und det : K"*™ — K eine Determinante.
Dann gilt:

1) Entsteht B aus A, indem eine Zeile von A mit einem Skalar A multipliziert
wird, so ist det(B) = Adet(A).

2) Entsteht B aus A, indem ein Vielfaches einer Zeile von A zu einer anderen
Zeile von A addiert wird, so ist det(B) = det(A).

3) Entsteht B aus A durch Vertauschung von zwei Zeilen, so ist det(B) =
—det(A). (Man sagt auch, die Determinante ist alternierend.)

4) Sind die Zeilen von A linear abhdngig, so ist det(A) = 0.

BEWEIS. Punkt (1): ist eine unmittelbare Folge von Definition 1.1.1 (1).
Punkt (2): Wir beniitzen erst Definition 1.1.1 (1), dann Definition 1.1.1 (2):

— ai—l—)\aj — - a; — - a; — - a; —

— G,j — — aj — — aj — — aj -

Punkt (3) Wir beniitzen merhmals den eben bewiesenen Punkt (2), und ganz am
Ende die Linearitét in den Zeilen:

— aj - — (lj + a; — — a]‘ + a; —
- a; — — a; — - a; — (aj + ai) -
- a;+a; — - a; - - a; —
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Punkt (4) Sei A eine Matrix mit den Zeilen ay,- - ,a,. Sind die Zeilen von A linear
abhéngig, so gibt es einen Index ¢ und Koeffizienten A\, € K (fiir &k # ¢), sodass

a; = Z )\kak.
k#i

Wir verwenden nun die Multilinearitéit und anschlieBend Definition 1.1.1 (2):

_ ay _ :
: - Awar  — - ap —
Cipihear —| =3 | =2 M =0
; k- ap - I S
_ an, _

O

BEMERKUNG 1.2.2. Wir wissen jetzt: Ist det eine Determinantenfunktion, und
ist A eine singulidre Matrix, so ist det(A) = 0. Spéter werden wir beweisen: A ist
genau dann singulér, wenn det(A) = 0.

ALGORITHMUS 1.2.3. Sei K ein Korper, det : K»*™ — K eine Determinanten-
funktion. Sei A € K"*™. Das folgende Verfahren liefert det(A):

(1) Setze D =1. (In D wird am Ende des Algorithmus die gesuchte Determi-
nante stehen.)
Wenn in den folgenden Schritten Zeilentransformationen vorgenommen
werden, ist D entsprechend zu dndern:
e Wird das Vielfache einer Zeile zu einer anderen addiert, wird D nicht
verdndert.
e Wird eine Zeile durch A # 0 dividiert, so wird D mit A multipliziert.
e Werden zwei Zeilen vertauscht, so wird das Vorzeichen von D umge-
kehrt.
(2) Fiihre in A Pivotschritte durch, solange man Pivotelemente finden kann.
(3) Wenn bei der Umformung eine Nullzeile entsteht, so ist det(A) = 0. Stop.
(4) Wenn bei der Umformung keine Nullzeile entsteht, wurden alle Zeilen
als Pivotzeilen verwendet. Ordne die Zeilen durch Vertauschung so um,
dass die Pivotelemente auf der Diagonalen stehen. (Hinweis: Die Nicht-
Pivotelemente spielen keine weitere Rolle, man darf sie ohne Weiteres
durch 0 ersetzen.)
(5) Multipliziere D mit dem Produkt der Pivotelemente.
(6) det(A) = D.

BEWEIS. Durch Schritt (2) entsteht aus A eine neue Matrix B. Wegen Behaup-
tung 1.2.1 ist det(A) = D det(B).

Ist p(A) < n, also A singulir, so enthiilt B eine Nullzeile. In diesem Fall ist wegen
Behauptung 1.2.1 (4) die Determinante det(A) = 0.

Ist A reguléir, so entsteht keine Nullzeile. Daher kommen alle Zeilen als Pivotzeilen
und alle Spalten als Pivotspalten vor. Wir fithren in Gedanken — nicht rechne-
risch — die Riicksubstitutionsschritte aus, mit denen die Nicht-Pivotelemente auf 0
reduziert werden. Diese d&ndern die Determinante nicht. Daher diirfen wir alle Nicht-
Pivotelemente durch Null ersetzen. Anschliefend kénnen wir die Zeilen vertauschen,
bis alle Pivotelemente auf der Diagonalen stehen. Es entsteht eine Diagonalmatrix
C. Mit jeder Vertauschung éndern wir das Vorzeichen von D, daher gilt nun nach
Behauptung 1.2.1 (3) die Determinante det(A) = D det(C). Letztlich dividieren
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wir (in Gedanken) jede Zeile durch das Pivotlement, das in dieser Zeile steht, und
multiplizieren dafiir D mit dem Pivotelement. Es entsteht die Einheitsmatrix, und
wegen Behauptung 1.2.1 und Definition 1.1.1 (3) ist det(A) = Ddet(E,,) = D. O

BEISPIEL 1.2.4. Berechnen Sie die Determinante
-8 3 2 -3
1 -5 -6 =21
13 6 —-10 -—-27
2 4 2 9

Losung: Pivotschritte, welche die Determinante nicht verédndern:

-8 3 2 -3 -10 -1 0 -—12
1 -5 -6 =21} |7 7 0 6%
13 6 —10 —27| |23 26 0 18
2 4 2% 9 2 4 2% 9
4 13 0 O 0 3« 0 O

|7 7T 0 6% |7 T 0 6%

T2« 5 0 0 2« 5 0 O
2 4 2% 9 2 4 2« 9

Wir wissen jetzt: Die Matrix hat vollen Rang, ist also reguldr. Ab jetzt spielen
die Nicht-Pivotelemente keine Rolle mehr, wir interessieren uns nur mehr fiir die
Pivotelemente. Wir vertauschen Zeilen so lange paarweise, bis die Pivotelemente
auf der Diagonalen liegen.

03 00 0 3 00 2 0 00 2 0 00
0006 [2000 o300 _ |0300
2000 |00 066 0006 |00 20
0 0 20 0 0 2 0 00 2 0 00 0 6

Also ist det(A) = —2-3-2-6 = —72. O

1.3. Dreiecksmatrizen und Blockmatrizen.

DEFINITION 1.3.1. Sei A = (0 ;)i j=1,.,n €ine quadratische Matrix.

1) A heifit obere Dreiecksmatrix, wenn unter der Diagonalen nur Nullen ste-
hen, d.h., falls ¢ > j, dann ist oy ; = 0.

2) A heifit untere Dreiecksmatrix, wenn iiber der Diagonalen nur Nullen ste-
hen, d.h., falls ¢ < j, dann ist o; ; = 0.

3) A heiit Diagonalmatrix, wenn auflerhalb der Diagonalen nur Nullen ste-
hen, d.h. falls 7 # j, dann ist «; ; = 0.

BEHAUPTUNG 1.3.2. Die Determinante einer Dreiecksmatriz ist das Produkt
der Diagonalelemente.

BEWEIS. Wir betrachten die Diagonalelemente einer Dreiecksmatrix als Pivot-
elemente. Dann sind keine weiteren Pivotschritte notig. (]
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DEFINITION 1.3.3. Sei K ein Korper, mq, ms,nq1,ns € N. Seien

A = (aiﬁj)izl’...’ml’jzl’m’m c ]Kmlxnl7

B = (6i’j)i:17"‘7m1,j:1,~--,nZ c ]Kﬂlan;_)7

Cc = (%,j)izlv... ma, j=1, 1 € K™z ><nl7

D = (6i’j)i:1"“’m2’j:15'”;77«2 c Km2xn2
Wir definieren die Blockmatrix

Qg1 T Q1 n, 51,1 t 51,n2

A B — QAmy,1 0 Omgng 67711,1 Bml,nz
¢ D) 1 Mm 011 o 01,

Yma, 1 "0 Tmamg §m2,1 U §m2,n2
Ist m1; = ny und ms = ns (also A und D quadratisch) und einer der Blocke B oder
C eine Nullmatrix, so heifit die Blockmatrix eine Blockdreiecksmatrix. Sind A und
D quadratisch, und beide anderen Blocke Nullmatrizen, so heifit die Blockmatrix
eine Blockdiagonalmatrix.

BEMERKUNG 1.3.4. Definition 1.3.3 ldsst sich analog auch fiir Matrizen mit
mehr als 2 x 2 Blocken verallgemeinern.

BEHAUPTUNG 1.3.5. Sei K ein Korper, seien A € K™*™, D € K"*"™ quadra-
tisch und B € K™*" C € K"*™. Seien det,,,det,,det,,+, Determinanten auf
Kmxm KX qpd RO ><(mEn) - (Wir werden die Indizes m,n, m + n weglassen,
aus dem Zusammenhang ist klar, welche der drei Determinanten jeweils gemeint
ist.) Dann ist

det <‘§ g) — det (é g) — det(A) det(D).

BEWEIS. Der Kiirze halber schreiben wir

(i 2)

Sei A singuldr. Dann sind die Spalten von A, und folglich die ersten m Spalten
von T, linear abhéngig, und damit ist die Blockmatrix singulér. In diesem Fall ist
det(T) = 0 und auch det(A) det(D) =0-det(D) = 0.

Sei D singulér. Dann sind die Zeilen von D, und folglich die letzten n Zeilen von T,
linear abhiingig, und daher ist T singuldr. Wieder folgt 0 = det(7T') = det(A) det(D).
Nun seien sowohl A als auch D regulir. Durch Pivotschritte und Zeilenvertau-
chungen ldsst sich A in eine Diagonalmatrix A; umwandeln. Wir fiihren dieselben
Schritte mit den ersten m Zeilen von T durch und erhalten eine Matrix

- (A B
T_<0 D>'

Auch D 1t sich durch Zeilentransformationen in eine Diagonalmatrix D; um-
wandeln. Dieselben Transformationen, angewendet auf die letzten n Zeilen von T,

ergeben eine Matrix
o Al Bl
h= < 0 D1> '

Sei nun a das Produkt der Diagonalelemente von A; und d das Produkt der Dia-
gonalelemente Dy, sei p die Anzahl der Zeilenvertauschungen unter den Transfor-
mationen, die A in A; umwandeln, und ¢ die Anzahl der Zeilenvertauschungen bei
der Umwandlung von D in D;. Es ist dann ad das Produkt der Diagonalelemente



152 5. DETERMINANTEN

von 77 und p + ¢ die Anzahl der Zeilenvertauschungen bei der Umwandlung von T’
in 7T%. Dann ist

det(A) = (—1)?a, det(D) = (—1)%d, det(T) = (—1)""%ad = det(A) det(D).

Der Beweis fiir die andere Blockdreiecksmatrix geht ebenso. (]

1.4. Die Eindeutigkeit der Determinante.

SaTz 1.4.1. Auf K"*™ gibt es hochstens eine Determinante.

BEWEIS. Wenn es iiberhaupt eine Determinante gibt, ist sie das eindeutige
Ergebnis der Berechnung durch Algorithmus 1.2.3. (]

2. Multiplikationssatz fiir Determinanten

2.1. Determinanten von Elementarmatrizen.

LEMMA 2.1.1. Sei K ein Korper, und seien Tiausch (%, 7), Tadd (%, J, A), Tmuts (4, A)
die n x n-Elementarmatrizen aus Definition 6.5.1. Sei det eine Determinante auf
K™*™ Dann gilt fir alle Matrizen A € K<™

det(Tiausen(,4)A) = —det(A),
det(Tadd (i,j, )\)A) det(A y
det(Tiuis (4, A)A) A det(A).

Insbesondere ist
det(Tiausen(?,7)) = =1, det(Taaa(i,4,N)) =1, det(Tmus(i, A)) = A,
und damit gilt fiir jede Elementarmatriz T und jede Matriz A
det(TA) = det(T) det(A) .

BEWEIS. Die Linksmultiplikation mit Elementarmatrizen ist eine elementare
Zeilenumformung. Daher ist das Lemma nichts anderes als eine Umformulierung
von Behauptung 1.2.1. Die Determinanten der Elementarmatrizen ergeben sich,
wenn man fiir A die Einheitsmatrix A = E,, einsetzt. O

LEMMA 2.1.2. Jede regqulire Matrix in K™"*"™ ldsst sich als Produkt von Elementar-
matrizen schreiben.

BEWEIS. Ist A regulédr, so haben wir im ersten Kapitel in Algorithmus 6.5.6
gesehen, dass sich A durch elementare Umformungen auf die Einheitsmatrix redu-
zieren lasst, also E,, = T, Tyn_1---T1A, d.h., A = T1_1 - T-'E,. Da die Umkeh-
rungen von elementaren Zeilentransformationen wieder elementare Zeilentransfor-
mationen sind, sind die Inversen von Elementarmatrizen wieder Elementarmatri-
zen. O
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2.2. Der Multiplikationssatz.

SATzZ 2.2.1. Sei K ein Kdrper und det eine Determinantenfunktion auf K™*™.
Seien A, B € K"*"™. Dann ist

det(AB) = det(A) - det(B).
BEWEIS. Ist A singulér, so ist auch AB singulér. Also gilt dann nach Behaup-
tung 1.2.1 (4)
det(A) = det(AB) = 0.
Insbesondere ist also
det(AB) = 0 = 0det(B) = det(A) det(B).
Ist A regulér, so lidsst sich A nach Lemma 2.1.2 in der Form A = Ty ---T,, mit

Elementarmatrizen T}, schreiben. Nach Lemma 2.1.1 gilt det(7;C) = det(T;) det(C)
fiir jedes C € K™*™. Damit gilt (mittels vollstdandiger Induktion nach m):

det(A) = det(Ty---T,,Ey,) =112, det(T;) - 1,
det(AB) = det(Ty---T,,B) =172 det(T;) - det(B).
Also ist det(AB) = det(A) det(B). O

BEHAUPTUNG 2.2.2. Sei det eine Determinante auf K"*" und A € K"*™.
Dann hat die Transponierte AT dieselbe Determinante wie A:

det(AT) = det(A).
BEWEIS. Ist A singuliir, also p(A) < n, so ist auch p(AT) = p(A) < n. Daher
ist auch AT singuliir, und beide Determinanten sind Null: det(A) = det(AT) = 0.
Ist A reguldr, so ist nach Lemma 2.1.2 A = T} - --T,, mit Elementarmatrizen T;.
Man sieht leicht, dass die Transponierten der Elementarmatrizen wieder Element-
armatrizen mit derselben Determinante sind. Also ist
det(AT) = det(TT ... TF) =TI, det(T}) = I, det(T;) = det(A).
O

KOROLLAR 2.2.3. Algorithmus 1.2.3 zur Berechnung der Determinante funktio-
niert ebenso, wenn man statt Zeilenumformungen Spaltenumformungen verwendet.

BEWEIS. Spaltenumformungen an A entsprechen Zeilenumformungen an AT,
O

2.3. Determinante als Kriterium fiir Regularitét.

SaTz 2.3.1. Sei det eine Determinante auf K"*™ und A € K"*". Es gilt:
A ist genau dann reguldr, wenn det A # 0. In diesem Fall ist

_ 1
~ det(A)
BEWEIS. Ist A singulér, so sind die Zeilen von A linear abhéingig, folglich ist

nach Behauptung 1.2.1 die Determinante det(A) = 0. Ist A regulir, so ist nach
Behauptung 2.2.1

1 =det(E,) = det(AA™") = det(A) det(A™H).

det(A™1)
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3. Existenz der Determinante

3.1. Permutationen.

DEFINITION 3.1.1. Sein € Nund o : {1,---,n} — {1,--- ,n} eine bijektive
Abbildung. Dann heifit o eine Permutation auf der Menge {1,--- ,n}.
Mit S, bezeichnen wir die Menge aller Permutationen auf {1,--- ,n}.

SCHREIBWEISE 3.1.2. Eine Permutation o € S,, kénnen wir anschreiben, in dem
wir in der ersten Zeile die Zahlen 1,--- ,n, und darunter die Werte o(1),--- ,0(n)
anschreiben. Es ist iiblich, diesen Ausdruck in Klammern zusammenzufassen. Aus
dem Zusammenhang miissen Sie erkennen, dass dies keine Matrix, sondern die Be-
schreibung einer Permutation ist.

BEispIEL 3.1.3. Die Permutation
1 2 3 4
7= (2 43 1) €5

bildet folgendermaflen ab:

Sei
(1 2 3 4
T4 3 21
Berechnen Sie die Hintereinanderausfithrungen o o 7 und 7o o, und o~ 1.

Lisung: Wir berechnen nacheinander [oo7](4) fiir i = 1,2, 3,4 und tragen die Werte
in die Beschreibung von o o 7 ein. Es ist 7(1) = 4, also [c o 7](1) = 0(4) = 1. Es ist
7(2) = 3, daher [0 o 7](2) = 0(3) = 3, u.s.w.:

4

2 Y

. _ [
goT = 1

. _ N 4
TOO = 3 4]

Zur Berechnung von o~! beachten wir zunichst: (1) = 2, daher ist o71(2) = 1.
Wir tragen in der Beschreibung von o~! den Wert 1 unter der Stelle 2 ein, u.s.w.:

(1 2 3 4
7 =4 1 3 2/)

=N W N
N W =~ W

SAaTz 3.1.4. Sein € N.

1) S, bildet mit der Hintereinanderausfiihrung eine Gruppe, die sogenannte
symmetrische Gruppe. Dabei ist das neutrale Element die Identitdt id, das
inverse Element zu o € S,, die Umkehrabbildung o~1.

2) Ist n > 3, dann ist Sy, nicht kommutativ.

3) S, enthdltn! :=n-(n—1)---2-1 Elemente. (Die Zahl n! bezeichnet man

als n factorielle.)

BEWEIS. Punkt (1): Da die Hintereinanderausfiihrung von bijektiven Abbil-
dungen wieder bijektiv ist, ist o eine innere Verkniipfung auf &,,. Bekanntlich ist

die Hintereinanderausfithrung von Funktionen assoziativ. Es ist idoo = o oid = o,

daher ist id das neutrale Element. Fiir die Umkehrabbildung ¢! gilt c o 07! =
ol oo =id, also ist 0! das inverse Element zu o.
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Gisi)Gasi) -0
(i e =G

Punkt (3): Wenn wir eine Permutation o auf {1, -- ,n} zusammenbauen, haben wir
zunéchst n Moglichkeiten, das Bild o(1) festzulegen. Nun ist einer der Werte aus
1---n vergeben, und wir haben noch n—1 Méglichkeiten, das Bild o(2) festzulegen.
Wir haben also bisher n(n—1) verschiedene Méglichkeiten, o(1) und o(2) zu fixieren.
Es bleiben n — 2 Moglichkeiten fiir o(3), u.s.w. O

Punkt (2) Es ist

W N =
N W W W
= s e e
NN W N
W W N W
= s e e
R
O W = W
= e
N

DEFINITION 3.1.5.

1) Sei o0 € S, eine Permutation. Ein Fehlstand von o ist ein Paar (7,j) mit
1<je{l,---,n} so, dass o(j) < o(i).

2) Sei m die Anzahl der Fehlstéinde von o. Dann ist das Vorzeichen oder
Signum von o

sgn(o) := (—1)™.

3) Ist sgn(o) = 1, so heifit o eine gerade Permutation, sonst heifit o eine

ungerade Permutation.

BEISPIEL 3.1.6. Welche Fehlstéande und welches Vorzeichen hat die Permutation
o (1 2 3 45 6) 9
5 3 1 6 4 2

Losung: Fehlstédnde sind iiberall da zu finden, wo in der zweiten Zeile eine grofiere
Zahl vor einer kleineren steht: Es steht:
5 vor den kleineren Zahlen 3, 1, 4, 2. Daher sind die Paare (1,2), (1,3), (1,5) und
(1,6) Fehlstéande. Das sind einmal 4 Fehlsténde.
3 vor 1 und 2, das gibt 2 weitere Fehlstande.
1 vor keiner kleineren Zahl, kein weiterer Fehlstand.
6 vor 4 und 2, gibt 2 weitere Fehlsténde.
4 vor 2, noch ein Fehlstand.

Insgesamt haben wir 9 Fehlsténde, eine ungerade Zahl. Also ist sgn(7) = —1, und
T ist eine ungerade Permutation. O

DEFINITION 3.1.7. Sei 1 < i < j < n. Die Permutation
J  wenn k =1,
T(k):=<4 wenn k=7,
k  wenn k & {i,j},

heifit eine Vertauschung. Ist insbesondere j = i + 1, so heifit 7 eine Nachbarvertau-
schung oder Transposition.

LEMMA 3.1.8. Jede Vertauschung ist ungerade.

BeEwEeis. Wir suchen die Fehlstinde in der Vertauschung
o ( (@:_1) z (zj—l—l) (3:_1) j (j+1) )
G G e (-1 G
Es steht in der zweiten Zeile j vor den kleineren Zahlen (i +1),---,(j — 1),4, das

gibt j — ¢ Fehlsténde.
Es steht in der zweiten Zeile ¢ nach den grofleren Zahlen j, (i 4+ 1),---,(j — 1). Das
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wiren wieder j — i Fehlstéinde, aber der Fehlstand (4, j) wurde schon oben gezihlt.
7 hat daher insgesamt 2(j — 7) — 1 Fehlstéinde und ist daher ungerade. O

SaTz 3.1.9.

1) Seit € S, eine Transposition, und o € S,,. Dann hat oot entweder genau
einen Fehlstand mehr oder einen Fehlstand weniger als o.

2) Sei 0 € S, eine Permutation mit m Fehlstinden. Dann gibt es (nicht
unbedingt eindeutig bestimmte) Transpositionen 71, - , Ty S0, dass

oc=T110---0T,0id.

3) Lisst sich eine Permutation o € S,, als Hintereinanderausfiihrung von m
Transpositionen schreiben, so ist m ungerade, falls o ungerade ist, und m
ist gerade, falls o gerade ist.

4) Sind o,p € Sy, so ist

sgn(o o p) = sgn(o) - sgn(p).

BEWEIS. Punkt (1): Sei 7 die Nachbarvertauschung von ¢ und i + 1. Es ist
(1 e (t+1) -+ n
7=\ o) - o) oli+1) -+ o(n))’

ror=oty T oy W o)

Im Vergleich zu ¢ haben in der unteren Zeile nur die zwei benachbarten Elemente
o(i) und o(i+1) Platz getauscht. Daher dndert sich in der Stellung der Elemente der
unteren Zeile zueinander nur das Paar (o(4),0(i +1)). War (i,7+ 1) kein Fehlstand
in 0, so ist es nun in go7 ein Fehlstand, und umgekehrt. Es gibt also einen Fehlstand
mehr, oder einen Fehlstand weniger.

Punkt (2): Vollstdndige Induktion nach der Anzahl der Fehlstiande m. Ist m = 0,
so ist o die Identitét, und es braucht keine Transpositionen. Wir nehmen nun an,
dass die Behauptung fiir Permutationen mit m — 1 Fehlstdnden gilt. Sei o eine
Permutation mit m > 0 Fehlstdnden. Dann gibt es ein ¢ sodass o (i) > o(i + 1).
Sonst miisste fiir alle 4 < j gelten: o(i) < o(i +1) < --- < ¢(j), und es kénnte gar
keinen Fehlstand geben. Sei nun 7,,, die Vertauschung des Paares (i,i41). Dann hat
0 0T, einen Fehlstand weniger als o, denn nun ist das Paar (7,74 1) kein Fehlstand
mehr. Nach Induktionsannahme gibt es Transpositionen 71, - -- , 7,1 so, dass

OO Tm =T10 0 Typ_1.
Beachten wir noch, dass fiir jede Transposition 7 gilt 7 o 7 = id, dann ist
O =00TmOTym =T1 00 Ty,
Punkt (3): Wegen Punkt (1) ist fiir jede Permutation ¢ und jede Transposition 7
sgn(o o 1) = —sgn(o).

Daher ist
sgn(rpo---07y,) = (—=1)™.

Punkt (4): Wegen Punkt (2) lassen sich o und p als Hintereinanderausfiihrung von
Transpositionen schreiben:

O=T10: 0Ty, p=T10:0Tk.

Dann ist
OCOpP=T0---0Tp OTL O-+-0Tkg
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eine Hintereinanderausfithrung von m + k Transpositionen. Nach Punkt (3) ist

sgn(o) = (=)™, sen(p) = (1), sgn(oop) = (=)™ = (=)™ - (1"

3.2. Die Formel von Leibniz.

SATZ 3.2.1. Sei K ein Korper und n € N. Die folgende Funktion det : K"*™ —
K ist eine Determinante.

Q11 o Q1

det ; ; = Z sgn(0) 01 ,6(1)X2,0(2) ** * Uno(n) -

anJ e anvn oES,

BEWEIS. Linearitit in den Zeilen:

Qg1 T a1.n
det | A1+ pBin -+ Ain+ pbin
Qnp 1 T Qp.n

= Z sgn(o) a1,0(1) (Ao (i) + WBio(i)) ** Ono(n)
oES,

= A Z SEN(0) A1 o(1) " Qio (i) " * Unyor(n) T 1 Z sgn(0) a1,6(1) ** Bio(i) " Uno(n)

oES, ceS,
arg o A1,n (€575 I Q1n
= Adet | a1 -0 ain [ tpdet | Bin o0 Bin
Q1 T Qpon Qp 1 e Qp.n

s s

Matrizen mit zwei gleichen Zeilen haben Determinante 0: Seien die Zeilen mit In-
dices ¢ und j der Matrix (o ;) gleich. Sei 7 die Vertauschung

(1 e i e j
T_(l R BT T n)

Nach Lemma 3.1.8 ist sgn(7) = —1. Ist \A,, die Menge der geraden Permutationen,
so erhélt man jede ungerade Permutation p durch p = ¢ o 7 mit einer eindeutigen
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geraden Permutation o € A,,. .

Q11 0 O1gp
det
Qp1 - Qpnp
= D sen(p) 01p1) Vi) W) Ol
PESK
= Z Q1p(1) """ Qip(i) " Ygp(5) " An,p(n)
pEA,

- § : Q1,por(1) """ Xipor(i) """ Aj,por(j) """ On,por(n)
pEAR

(Wir niitzen jetzt die Gleichheit der Zeilen ¢ und j)

= Z Q1p(1) """ Qip(i) " Ygp(5) " An,p(n)
pPEA,

- Z A1 por(1) """ A por(i) " i por(i) ~ " On,por(n)
pPEAR
(Esist i = 7(j), = 7(¢) und k = 7(k) sonst:)

= Z Q1,p(1) """ Qip(i) " Agp(s) """ An,p(n)
pEA,

- Z Q1p(1) """ Qp(g) " Xip(3) * " An,p(n)
pEAR

= 0.

Determinante der FEinheitsmatrixz ist Eins: Die Koeffizienten der Einheitsmatrix
sind §; ;, dabei bedeutet § das Kronecker-Delta:

1 fallsi=j
0ij = o0
0 falls i # j.

2

Nun gibt es fiir jede Permutation o # id einen Index ¢ mit o () # 4. Damit ist
sgn(a) 51,(7(1) T 51'70(1') e 5n7a(n) =0.
Nur fiir die Indentitét ist
sgn(id) 01,1+ O = L.

Daher ist

det(E’ﬂ) = Z sgn(a) 61&(1) T 61’,0(72) o 6n,a(n) =1
oES,

SATZ 3.2.2. Es gibt genau eine Determinante K=" — K.

BEWEIS. Durch die Leibnizsche Formel wird eine Determinante definiert, daher
gibt es mindestens eine Determinante. Wenn det eine Determinante ist, ldsst sie
sich mit Algorithmus 1.2.3 berechnen. Daher kann es hochstens eine Determinante
geben. O

KOROLLAR 3.2.3. Fir 2 x 2-Matrizen gilt:

a b

d = ad — be.
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KOROLLAR 3.2.4 (Regel von Sarrus). Um die Determinante einer 3 x 3 Matrix
zu berechnen, schreibt man die ersten zwei Zeilen unter der Matrixz noch einmal
an. Man addiert dann die drei Produkte, die sich von links oben nach rechts unten
ergeben, und subtrahiert die drei Produkte, die sich von rechts oben nach links unten
ergeben:

a1 a2 ai,s ai ai,2 ai,s
N\ e
az,1 az,2 az,3 az;1 az,2 az2,3
N\ hS v v
as,1 as,2 as,3 as,1 as,2 as,s
hV hV v N
a1 a2 ai,s ai ai,2 ai,s
N\ v
az2,1 az,2 az,3 az;1 az,2 az2,3
[a1,1a2,2a3,3 + az,1a3,2a1,3 + as,1a1,2a2,3] —  [a1,302,2a3,1 + a2,3a3,2a1,1 + a3,301,202,1] -

4. Entwicklungssatz von Laplace

4.1. Entwicklungssatz von Laplace.

DEFINITION 4.1.1. Sei K ein Kérper, A = (a; ;) € K"*" eine quadratische
Matrix. Fiir jedes Indexpaar (i,j) entsteht die Matrix Aj; durch Streichen der
i-ten Zeile und der j-ten Spalte:

(& N O W Arj+1 0 Qlp
A = Qi—11 0 Q151 Q414541 0 Qi_1p
tJ Qiy11 tr QGy1-1 Gyl 41t Qigln
Qnp 1 to Qp -1 On,j+1 t Qnn

Wir definieren die komplementire Matrix Af € K"*" zu A:

# #
Qo Qg

AP = ; ; mit
#
an,l agL,n

of ;= (=1)H det(4],).

(Achtung auf die Umkehrung der Reihenfolge der Indizes in der obigen Formel bei
det(A} ;)1

BEMERKUNG 4.1.2 (Schachbrettregel). Die Vorzeichen (—1)*+7 liegen wie ein
Schachbrett auf der Matrix. Auf der Diagonalen liegt immer Plus:

+ - 4+ .- +
- 4+ - - F
+ - 4+ .. 4+
+ T £ - 4+

SaTz 4.1.3. Sei K ein Korper und A = (o ;) € K<™,
1) (“Entwicklung nach einer Zeile”:) Seii € {1,--- ,n}. Dann ist

n

det(A) =Y (-1)" a; ; det(A] ;).

j=1
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2) (“Entwicklung nach einer Spalte”:) Sei j € {1,--- ,n}. Dann ist
det(A) =Y (-1)" a; ; det(A] ;).
i=1

BEwEILs. Wir zeigen die Entwicklung nach einer Zeile. Die Entwicklung nach
einer Spalte folgt dann aus det(A) = det(AT).
Sei zunéchst 7; die Permutation

(1 2 i1 ) i+1 -+ n—1 n
=\ 1 - i—2 i—1 i+41 - n—1 n
Offensichtlich sind die Fehlsténde von 7; die Paare (1,%) mit k = 2,--- , 4. Das sind
i — 1 Fehlstéande. Daher ist
sgn(m;) = (=1)""".
Wir betrachten nun die Matrix

1,1 T a1,5-1 Qai,j 1,541 T A1,n
Q—11 0 QG151 Q-1 Q1541 OG_1p
B; ;= 0 0 1 0 0
Q11 QG151 Qg1 Qg1 41 0 Ol p
Qn,1 Qn,j-1 Qn,j Qp,j+1 Qn,n

Wir tauschen die j-te Spalte ans linke Ende, und die i-te Zeile ans obere Ende
der Matrix. Es ergibt sich eine Blockdreiecksmatrix, wenn man die erste Zeile und
erste Spalte als einen 1 x 1-Block, und die anderen Zeilen und Spalten als einen
(n — 1) x (n — 1)-Block ansieht:

det(Bi ;) =
1 0 0 0 0
Qai,j ai,1 T a1,5-1 Q1,541 T A1,n
sgn(7;) sgn(i)
J Q1,5 i—1,1 0 ®g—145-1 Qi—15+1 - Ai—1n
Qjy1,5 Qit1,1 0 Qgyl—1 0 Qg1 +1 0 Qln
Q5 Qnp 1 to Qp j—1 On,j+1 T Qnon

Weil sgn(r;)sgn(r;) = (—1)"1(-=1)7~! = (=1)**7, und nach Behauptung 1.3.5,
ergibt sich nun

det(B;;) = (~1)"*9 det(47 ).
Nun sind wir in der Lage, den Entwicklungssatz fertig zu beweisen. Sind ef', - el
die Einheits-Zeilenvektoren, so lésst sich die i-te Zeile von A schreiben:

T T
aj1e; + -+ e,

Wegen der Linearitdt in der ¢-ten Zeile ist

n

det(A) = Zai,j det(BiJ) = Z(—l)i+j Q5 4 det(AQ’j).
j=1

Jj=1
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BEISPIEL 4.1.4. Der Laplacesche Entwicklungssatz eignet sich fiir Determi-
nanten in Matrizen, die viele Nullen enthalten. Zum Beispiel berechnen wir die
Determinante

A—4 0 1 2
-2 A+3 3 0
0 0 A 1
0 1 1 A=-2

Losung: Wir entwickeln zunédchst nach der dritten Zeile, anschlieend die beiden
3 x 3-Determinanten nach der ersten Spalte. Die 2 x 2-Determinanten l6sen wir
mittels Korollar 3.2.3 auf.

A—4 0 1

2
A—4 0 2 A—4 0 1
0 0o X 1 0 1 A=2 0 1 1
0 1 1 A—-2
A+3 0 0 2 A+3 3

A(/\*‘l)' 1 ,\—2‘+2’\’1 ,\—2’ *(A*‘L)‘ 1 1‘ *2'1 1
= AMA=4)A+3)A=2)—4rA—A—4)A+2
A =307 1107 + 240 4 2.

4.2. Die Komplementidrmatrix und die Inverse.

SATZ 4.2.1. Sei K ein Korper, A € K™ und A* die Komplementirmatriz zu
A. Dann ist
AAP = APA = det(A) E,.

Insbesondere gilt fiir jede requldre Matrixz A

~ det(A) A
BEWEIS. Wir zeigen AA* = det(A) E,,. Das Produkt A*A = det(A) E,, geht
genauso.
Sei also A = (), A¥ = (ag,j) und AA* = (v, ;). Wir bilden eine Matrix A, indem
wir die j-te Zeile von A durch die i-te Zeile ersetzen. Fiir i = j bleibt A = A, fiir
i # j kommt die i-te Zeile von A in der Matrix A zweimal vor. Daher ist

det(A) wenn i=j

=6, ; det(A
0 wenn i # j 4 det(4)

det(A) = {

(mit dem Kronecker-). Wir entwickeln die Determinante von A nach der j-ten
Zeile:

(Zeile 1:) @11 -+ Qi
57;’]' det(A) = det(fl) = | (Zeile j:) ;1 Qi n
(Zeile n:) Qp1 -+ Qun

n

n
= (1) ap det(A] ) = aipol =7,
k=1 k=1

Damit ist der Satz bewiesen. O
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BEMERKUNG 4.2.2. Besonders einfach ist dieser Satz zur Invertierung von 2 x 2-
Matrizen anzuwenden:
a B\ 11 d —b
c d ad—bc \—¢ a )’

4.3. Cramersche Regel.

SaTz 4.3.1 (Cramersche Regel). Sei A € K"*" eine regulire Matriz mit den
Spalten a1,--- ,a,. Sei b € K" und x = (&1,---,&,)7 die eindeutige Losung des
Gleichungssystems Ax = b. Dann gilt

1
&= det(A) ap - a1 b a0 ay
BEWEIs. Wir setzen
B — ax i—1 Qi Gyl an b
i
0 0 1 0 0 ¢
Dann ist
x
w20
Daher ist B; singuldr, und det(B;) = 0. Wir entwickeln nach der letzten Zeile und
vertauschen am Ende die Spalten.
0 = (_1)n+1+i det ( ay - A;—1  Ai41 - Qp, b )
+ & det( ay v G-l G Qg1 vt Ay )
= — det ( ai e aj—1 b ai+1 e ay )
+&idet( a1 - a1 i @iy - an )
Zur Bestimmung des Vorzeichens im letzten Schritt haben wir verwendet, dass die
Spalte b, um an die Stelle i zu gelangen, die Spalten a,,--- ,a;4+1 {iberspringen
muss. Das sind (n — ¢) Transpositionen. O

Die Cramersche Regel eignet sich gut zur Losung von Systemen von 2 Gleichungen in 2
Unbekannten. Sonst ist die Bestimmung jeder einzelnen Determinante so aufwendig wie die Lésung
des ganzen Systems, und wenn die Systemmatrix nicht regulér ist, scheitert die Cramersche Regel,
wihrend Pivottransformationen die Losungsmenge ergeben. Die Cramersche Regel ist aber von
groBem Wert fiir die Theorie, weil sie eine geschlossene Formel liefert, aus der sich Eigenschaften
der Losung ableiten lassen.

BEISPIEL 4.3.2. Wir 16sen mit der Cramerschen Regel

3 + by =T
2c — Ty = 4
Lésung:
L o lif|_ 69 _ 69
35| =81 31’
1391 _ -2 _ 2
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4.4. Das duflere Produkt im dreidimensionalen Raum.

DEFINITION 4.4.1. Fiir zwei Vektoren des R? definieren wir das #uflere Produkt

oy B
Qs 3
o 61 g 551
= B < e ag [
s Pa a1 B
oy B

WARNUNG 4.4.2.

(1) Das dufSere Produkt ist nicht kommutativ sondern
bxa=—axb.

(2) Das dufere Produkt ist nicht assoziativ. Zum Beispiel gilt fiir die Einheits-
vektoren e; € R3

(€1X€1)X€2:OX€2:0,

aber e X (e1 X eg) =e1 X e3 = —eg .

BEHAUPTUNG 4.4.3. In R? betrachten wir das Standard-Skalarprodukt (-,-) und
die davon induzierte euklidische Norm.

(1) Fiir alle Vektoren a = (o)1, b= (B:)3_, c = (vi)3_, € R? gilt:

ar B1om
(axbyc)y=|az B2 72
as B3 3

(2) a x b steht orthogonal auf a und b.
(3) det(a,b,a x b) = ||a x b||%.

BEWEIS.

(1) Entwickeln von det(a, b, ¢) nach der letzten Spalte.
(2) (a x b,a) = det(a,b,a) = 0, weil die Determinante zwei gleiche Spalten
hat. Ebenso ist (a X b,b) = det(a,b,b) = 0.
(3) det(a,b,a x b) = {(a x b,a x b) = ||a x b||%.
]

Wir haben Fliche und Volumen nicht exakt definiert, doch ergibt sich als geometrische Interpre-
tation fiir linear unabhiingige a,b € R3:

e Das System (a, b, a X b) ist positiv orientiert, weil die Determinante positiv ist.

e Das Volumen des Parallelepipeds, das von a, b,a X b aufgespannt ist, ist

| det(a, b,a x b)| = ||a x b]|%.
Zugleich ist es die Grundfliche des Parallelepipeds, also die Flache des Parallelo-
gramms, welches von a und b aufgespannt ist, multipliziert mit der Héhe |la x b||

des Parallelepipeds. Daraus ergibt sich, dass ||a x b|| die Fliche des von a und b aufge-
spannten Parallelogramms ist.






KAPITEL 6

Eigenwerte

1. Polynome

1.1. Polynom und Polynomfunktion.
DEFINITION 1.1.1. Sei K ein Koérper. Eine Polynomfunktion f iiber K ist eine
Funktion
JK =K,
Nz —agt+aiz+-+ apz™
Dabei sind ayg, - - - , a, Elemente aus dem Korper K und n € NU {0}.
Sarz 1.1.2. Seien f(x) = Y%, iz’ und g(z) = Y7_ B’ zwei Polynom-
funktionen tiber einem Korper K. Wir definieren Addition und Multiplikation von
Funktionen wie iblich: [f + g|(z) := f(z) + g(z), [fg](z) := f(x)g9(x). Dann sind

auch f+ g und fg Polynomfunktionen, und es gilt:

max(m,n)

[f+gl@) = D (an+Br)a",
k=0
m+n k
[falz) = DD By | o
k=0 7=0

In der Formel fir die Summe setzen wir a; = 0 falls i > m und 8; = 0 falls j > n.

BEWEIS. Um die Summenformel zu zeigen, setzen wir N = max(m,n), und

a; = 0 fiir ¢ > m, B; = 0 fiir j > n, und kénnen daher die Polynomfunktionen
schreiben

N N
flz) = Z apz®  g(x) = Zﬁkmk.
k=0 k=0

Nun ist (unter Ausniitzung der Kommutativitit und Assoziativitit der Kérperad-
dition, und eines Distributivgesetzes)

N

N N
f(x) +g(x) = Z apr® + ) Bt = Z(Oék + Br)a”.
k=0 k=0

=0

165
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Fiir die Multiplikation erhalten wir
m ) n )
(o) (S0
i=0 §=0

n m
= E E aiﬂij—j (Klammern ausmultipliziert)

f(x)g(x)

§=0 i=0
n m+j
= Z Z ak_jﬁjxk (Verschiebung des Summationsindex: k := i + j)
J=0 k=j
m+n k
= Z Z ak_]ﬂjxk (Vertauschung der Summationsreihenfolge)
k=0 j=0
m+n k
= D | owsB) ot
k=0 \j=0
U
BEeispIEL 1.1.3. Auf K = {0, 1} definieren wir die Rechenoperationen
+]0 1 o 1
010 1 00 O
111 0 110 1
Man zeigt leicht, dass K ein Korper ist. Wir berechnen die Polynomfunktion f(z) =
2% + z fiir z € K.
Lésung:
f(0) = 0°+0=0+0=0,
f(1)y = 1*’41=1+1=0.
O
Dieses Beispiel zeigt, dass iiber diesem Ko&rper die beiden Polynomfunktionen f(z) = z2 +

und g(z) = 0 dieselbe Funktion beschreiben. Trotzdem gibt es Griinde, zwischen den Ausdriicken
22 4+ z und 0 zu unterscheiden. Das ist der Grund, warum wir ein Polynom nicht einfach als
Polynomfunktion definieren, sondern mit einem formaleren Zugang. Natiirlich definieren wir die
Rechenvorschriften fiir Polynome genau so, dass sie zu den Rechenvorschriften fiir Polynomfunk-
tionen passen.

DEFINITION 1.1.4. Sei K ein Korper.

(1) Ein Polynom iiber K ist eine Folge (a;)52, von Elementen «; € K, bei der
nur endlich viele Glieder von 0 verschieden sind.

(2) Auf der Menge der Polynome iiber K fithren wir die folgenden Rechen-
operationen ein:

(i)Zo+ (Bi)iZo = (ai+PBi)Zos
!
()20 (Bi)iZ0 = (Z ar—;Bi)iZo-
=0

(3) Das Nullpolynom ist 0 = (0)$2,.
(4) Ist p = (0;)2, nicht das Nullpolynom, so definieren wir den Grad (engl.:
degree) von p durch

deg(p) := max{i € N| o; # 0}.
Der Grad des Nullpolynoms wird mit —oco angesetzt.

(5) Die Polynome von Grad 0 und das Nullpolynom heifilen konstante Poly-
nome.
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(6) Die Polynome von Grad < 1 heiflen lineare Polynome.
Da die Schreibweise durch Folgen unhandlich und intuitiv wenig ansprechend ist,
wéhlen wir ein beliebiges Symbol (z.B. z) und schreiben
()2g=ap+ a1+ -+ apz™.

Wir nennen dann das Symbol z die Unbestimmte. Die Menge der Polynome iiber
K, mit der Unbestimmten x geschrieben, bezeichnen wir mit K[z].

DEFINITION 1.1.5. Sei R eine Menge, die mindestens ein Element 0 enthilt.
Seien 4+ und - zwei innere Verkniipfungen auf R. Das Quadrupel (R, +,-,0) heifit
ein Ring, wenn gilt:

(1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0.
(2) Die Multiplikation - ist assoziativ.
(3) Es gelten die Distributivgesetze (fiir alle a,b,c € R):
(a+b)-c=a-c+b-c,
(b+c)ra=b-at+c-a.
Wenn zusiitzlich - kommutativ ist, dann heifit R ein kommutativer Ring.
Wenn ein Element 1 € R existiert, sodass fiir alle a € R gilt

a-1=q-a=a,

dann heiffit R ein Ring mit Eins.

BEHAUPTUNG 1.1.6. Sei K ein Korper und K|x] die Menge der Polynome iiber
K.

1) (K[z],+,-) ist ein kommutativer Ring mit Eins. Das Nullelement ist das
Nullpolynom, das Finselement ist das konstante Polynom 1.
2) Mit der Polynomaddition und dem Produkt

n

A Zn: ;= Z()\ai)xi
i=0

=0
bildet K[z] einen Vektorraum iber K.

BEwEIS. Nachrechnen. O

BEHAUPTUNG 1.1.7. Seien f # 0, g # 0 zwei Polynome diber einem Kérper K.
Es gilt
deg(f +g) = max(deg(f),deg(g)) falls deg(f) # deg(g),
deg(f +9) < deg(f) falls deg(f) = deg(g),
deg(fg) = deg(f)+ deg(g).
BEWEIS. Sei f = ()2, 9 = (8:)52o- Sei m = deg(f) und n = deg(g).
Ist kK > max(m,n), so ist ay = B = 0 und folglich oy + B = 0. Daher kann
deg(f + g) nicht gréfer als max(m,n) sein. Sei nun m # n, 0.B.d.A. nehmen wir
an m < n. Dann ist a,, + B8, = 8, # 0, folglich ist deg(f + g) > n = max(m,n).
Ist Kk > m+nund j < k, so ist entweder j > n oder k — j > m (oder beides),
folglich muss gelten 3; = 0 oder a;—; = 0. Daher ist

k
Z Ozk_jﬁj = 0.
Jj=0
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Es kann also der Grad von fg nicht gréfler als m + n sein. Andererseits ist «,, # 0
und S, # 0. Daher ist

m—+n
Z ag—jf; = mfBn # 0.
j=0
Also ist deg(fg) > m + n. O

BEHAUPTUNG 1.1.8. Sei K ein Kdrper. Der Polynomring K[z| ist nullteilerfrei,
d.h., sind f,g € K[z] \ {0}, so ist fg # 0.

BEWEIS. Sind f, g # 0, so sind deg(f) > 0, deg(g) > 0. Dann ist nach Behaup-
tung 1.1.7 auch deg(fg) > 0, also ist fg # 0. O

1.2. Division mit Rest.

SATZ 1.2.1 (Polynomdivision mit Rest). Sei K ein Kdrper, f,g zwei Polynome
dber K, wobei g # 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome p,r mit den
Eigenschaften

f=pg+r,
deg(r) < deg(g) -

BEWEIS. Findeutigkeit: Sei f = p1g+r1 = pag+ra. Dann ist also g(p1 —p2) =
ro—7r1. Ist p1 # pa, so ist deg(p; —p2) > 0 und folglich deg(g(p1 —p2)) > 0+deg(g).
Andererseits ist deg(ro — 1) < deg(g), und es entsteht ein Widerspruch. Also ist
p1 = p2 und es folgt 1 = 7o.

Eristenz: Wir fithren eine vollstindige Induktion! nach deg(f):
Verankerung: Ist deg(f) < deg(g), soist f =0-g+ f. Wihle also p =0, r = f.
Induktionsschritt: Sei nun k& > deg(g) und jedes Polynom f mit deg(f) < k in
der Form f = pg + r darstellbar. Sei nun f € K[z] mit deg(f) = k. Wir zeigen,
dass sich auch f zerlegen lisst. Es ist also f = Z?:o aa’, g = Y7L, Bja?, wobei
m = deg(g) < k, B # 0. Es ist dann
— Ok k—m

=l
ein Polynom von Grad kleiner als k. Denn weil deg(f) = k, deg(zF~"g) = (k —
m) +m = k, ist deg(f1) < k. Aber der k-te Koeffizient von f; ist ay — g—r’zﬂm =0.
Nach Induktionsvoraussetzung kann man also zerlegen: f1 = p1g + r mit deg(r) <
deg(g). Nun ist

« «
f=h+ 5—’“33’“—’”9 = <p1 + kak—m) g+
0

DEFINITION 1.2.2. Seien f, g Polynome iiber K mit g # 0, sei f = pg + r mit
deg(r) < deg(g). Wir nennen das Polynom r den Rest bei der Division von f durch

g.

BEMERKUNG 1.2.3. Der Existenzbeweis von Satz 1.2.1 liefert zugleich den Al-
gorithmus fiir die Auffindung von p und r.

IDas ist eine sogenannte starke Induktion. Angenommen eine Aussage A gilt fiir eine ganze
Zahl m (Verankerung). Wenn man zeigen kann, dass die Aussage auch fiir k 4 1 gilt, falls sie fiir
alle ganzen Zahlen m,m +1,--- , k gilt (Induktionsschritt), dann gilt die Aussage fiir alle ganzen
Zahlen > m.
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BEISPIEL 1.2.4. Dividiere mit Rest:

6z — T3 + 722 +52—5 : 222 — 3+ 2.

f g
Losung:
6z —72° +72° +5z -5 6o — 342
6z* —923 +622 3z2g
2z  +22 45z -5 fi=f—3xz3%g
2% =322 +2z g
422 43z -5 Ja=fi—xg
422 —6x +4 2g
9z -9 r=fo—2g
Also ist

f=0B2>+z+2)g+ (92 -9).
O

Einfach, aber von fundamentaler Bedeutung ist der folgende Satz. Er stellt die Verbindung
zwischen der Theorie der Nullstellen und der Lehre von der Teilbarkeit der Polynome her:

SATZ 1.2.5. Sei f =31, a;z' ein Polynom idiber einem Korper K. Die dazu-
gehorige Polynomfunktion sei

f' K —K,
St e Yt

Seiv € K und f = p(x —v)+r mit einem Polynom p (zugehérige Polynomfunktion
p) und einem konstanten Polynom r € K.
Dann ist r = f(7).

BEWEIS. Wir setzen fiir  den Wert + ein:

F) =p (=7 +r=r
O
ALGORITHMUS 1.2.6 (Horner-Schema). Sei K ein Kérper, sei f =Y ja;z' €
K[z], sei v € K. Gesucht ist ein Polynom p und eine Konstante r so, dass f =
p(x—v)+r. (Insbesondere ist r = f(7), wobei f die zu f gehérende Polynomfunktion
ist.)
Wir berechnen rekursiv die Koeffizienten von

n—1
p= Z piz"
=0

und den Rest r, beginnend mit 3, _1:

Brn-1 = an,
Bk—1 = VBpk+ap firk=n-—2,--- 1,
r = B+ ao.

BEWEIS. Das ist nichts anderes als eine geschickte Art, die Division durch
(x — 7y) mit Rest anzuschreiben. O

BEISPIEL 1.2.7. Sei f = 4x® + 22* — 62> + 022 — 3z 4+ 2, v = 2. Schreiben Sie
f=plx—2)+r. Wasist f(2)?
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Losung:
i 5 4 3 2 1 0
Q; 4 2 6 0 -3 2
Bi—1 bzw.r |4 10 14 28 53 108
Es ist also p = 4a* + 1023 + 1422 4+ 282 + 53, r = f(2) = 108. O

Viel schneller als die einzelnen Potenzen auszurechnen: f(2) =4-2542.24 —6.23 —3.24+ 2!

1.3. Nullstellen.

DEFINITION 1.3.1. Sei K ein Korper und f € K[z] ein Polynom mit zugehériger
Polynomfunktion f. Ein v € K heifit Nullstelle von f, wenn gilt f(vy) = 0.

SaTz 1.3.2. Sei K ein Kérper und f € Kz]| ein Polynom. Sei v € K und
f=plx—=)+r. Dann ist v genau dann eine Nullstelle von f, wenn r =0, d.h.,
f ist durch x — -~y ohne Rest teilbar.

BEWEIS. Direkte Folge von Satz 1.2.5. (]
DEFINITION 1.3.3. Sei K ein Korper, f # 0 € K[z], und v € K. Die Vielfachheit
von v in f ist die grofite Potenz m so, dass (x — )™ ein Teiler von f ist.

Anders ausgedriickt: Ist m die Vielfachheit von v in f, so ist f = (x — v)™p, wobei ~ keine
Nullstelle von p ist.
Ist v keine Nullstelle von f, dann ist die Vielfachheit von v in f gleich Null.

BEISPIEL 1.3.4. Uberpriifen Sie, dass —3 eine Nullstelle von f = z* 4+ 72° +
922 — 27z — 54 ist, und bestimmen Sie die Vielfachheit.

Losung: Wie oft 148t sich  + 3 aus f ohne Rest abdividieren? Wir dividieren

natiirlich mit dem Horner-Schema:
1 7 9 -27 -54 f

1 4 -3 -18 0 Rest 0, f = fi(x +3), fi = 2% + 422 — 32 — 18,

1 1 -6 0 Rest 0, fi = fa(x +3), fo =22+ 2 — 6,

1 -2 0 Rest 0, fo = f3(x +3), fs =z — 2,

1 -5 Rest f3(—3) = =5 # 0.
Also ist f = (z+3)fs mit f3(—3) = —5 # 0. Die Vielfachheit von —3 als Nullstelle
von f ist 3. O

Wir erwdhnen noch ohne Beweis eine niitzliche Regel zur Bestimmung von Vielfachheiten mit
Hilfe der Differentialrechnung.

BEMERKUNG 1.3.5. Sei K ein Kérper. Fiir ein Polynom f =" a; 2" definie-
ren wir die erste Ableitung f':= Y"1 | i;z*" !, und die hoheren Ableitungen f”,
f®, f@ | wie iiblich durch wiederholte Anwendung der ersten Ableitung. f(©)
ist einfach f.
Sei nun f # 0 € K[z] und v € K eine Nullstelle von f. Dann gilt:
Die Vielfachheit von « in f ist m genau dann, wenn ~ eine Nullstelle der Polynome
£y f's ..., f0"= 1 ist, aber keine Nullstelle von f(").

Unser Ziel ist nun, ein Polynom in Faktoren zu zerlegen
F=@—=y)"™ - (x—m)""g

wobei 71,---,7v, die Nullstellen von f mit den Vielfachheiten mi,--- ,mg sind, und g keine
Nullstellen hat.

LEMMA 1.3.6. Sei K ein Korper. Seiy € K und f = (x—~)™g # 0 ein Polynom
tiber K. Sei A # v und n € N.
Dann ist sind die Vielfachheiten von X in f und in g gleich.
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BEWEIS. Sei n die Vielfachheit von A in f, und k die Vielfachheit von A in g.
Es sei
f=@=XN"p uwd g=(z—\"
wobei A weder eine Nullstelle von p noch von g ist.
Dann ist also

f=@=m"g=(z-N—-""q.
Also ist (z — \)* ein Teiler von f, und die Vielfachheit von X in f ist mindestens k.
Daher konnen wir schreiben

f=@=N"p=(x—7)"(~N7q,
also  (z —N)"[(z = N)"*p— (z —7)"q] =0,
und wegen der Nullteilerfreiheit des Polynomrings ist
(@ =N)""p—(z—7)"q=0.

Weil aber A keine Nullstelle von (z —)™q ist, muss n — k = 0 sein. Daher sind die

Vielfachheiten von A in f und g gleich. O
SATZ 1.3.7. Sei K ein Korper und f # 0 € Klx]. Seien A1, -+, A\ die Nullstel-
len von f mit den Vielfachheiten mq,--- ,my.

1) Dann gibt es ein Polynom p € K[z|, welches keine Nullstellen besitzt, so
dass
f=(@—=A)" (2= A)" - (z— Ap)"*p.
2) Das Polynom f hat hdchstens so viele Nullstellen (gezihlt mit Vielfach-
heit) wie sein Grad ist: Z?:l m; < deg(f).

BeEWEIS. Teil (1): Vollsténdige Induktion nach k:
Induktionsverankerung k& = 1: Weil A; eine m;-fache Nullstelle von f ist, kann f
zerlegt werden: f = (x—X\1)™!p. Da jede Nullstelle von p auch eine weitere Nullstelle
von f wére, hat p keine Nullstellen.
Induktionsschritt: Der Satz sei richtig fiir ein Polynom mit & Nullstellen. Sei nun
f ein Polynom mit k 4+ 1 Nullstellen. Weil A;y; eine my1-fache Nullstelle von
fist, gilt f = (x — A\gy1)™+ f1, dabei sind alle weiteren Nullstellen von f auch
Nullstellen von f; mit derselben Vielfachheit. Daher hat f; genau k Nullstellen,
und wir konnen die Induktionsvoraussetzung anwenden: f; = pHé?:l(w — )"
Dabei hat p keine Nullstellen. SchliefSlich erhalten wir

f= (&= Megr)™+ fr = pIIEE] (@ — Xj)™

und die Induktion ist fertig.
Teil (2): In Hinblick auf Teil (1) ist

k k
deg(f) = deg(pITf_, (x — X)) = deg(p) + Y _m; = > m;.
j=1 j=1

d

KOROLLAR 1.3.8. Sei K ein Korper mit unendlich vielen Elementen, und seien
I, g zwei verschiedene Polynome iiber K. Dann sind auch die Polynomfunktionen
f, g verschieden.

BEWEIS. Sei f = g, d.h., fiir alle t € K ist f(t) — §(t) = 0. Es ist also jedes
Element aus K eine Nullstelle des Polynoms f—g. Wenn f—g nicht das Nullpolynom
wire, konnte es aber nur endlich viele Nullstellen geben. Also ist f = g. O

Uberlegen Sie selbst, dass es iiber einem Kérper mit endlich vielen Elementen immer Polynom-
funktionen gibt, die durch mehrere verschiedene Polynome dargestellt werden kénnen.
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DEFINITION 1.3.9. Sei K ein Korper. K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn
jedes nicht konstante Polynom iiber K mindestens eine Nullstelle besitzt.

BEMERKUNG 1.3.10. K ist genau dann algebraisch abgeschlossen, wenn jedes
Polynom f # 0 tiber K in das Produkt von Linearfaktoren und einer Konstanten
zerfillt, also wenn es Ay, -+, A\, € Kund mq, -+ ,my € N gibt, so dass

f= aHé?zl(x —A;)".
Anders ausgedriickt: Die Anzahl der Nullstellen von f, gezéihlt mit Vielfachheiten,
ergibt genau den Grad von f.

BEWEIS. Nach Satz 1.3.7 lisst sich f zerlegen
f= Pnle(x =)™
Dabei hat p keine Nullstellen.
“=": Sei K algebraisch abgeschlossen, und hat p keine Nullstellen, so muss p ein kon-
stantes Polynom sein. Es ist dann auch deg(p) = 0 und folglich deg(f) = 221 m;.

J
“<": Sei K nicht algebraisch abgeschlossen. Dann gibt es ein nicht konstantes Po-

lynom f ohne Nullstellen. Es ist dann in der obigen Zerlegung f = p und p nicht
konstant. N

Fiir den Beweis des folgenden tiefen Satzes von fundamentaler Bedeutung fehlen uns hier die
Grundlagen:

SaTz 1.3.11 (Hauptsatz der Algebra). Der Kirper C der komplexen Zahlen ist
algebraisch abgeschlossen.

Uberlegen Sie selbst, dass der Kérper R der reellen Zahlen nicht algebraisch abgeschlossen ist.

2. Eigenvektoren und Eigenwerte

2.1. Beispiele.
BEISPIEL 2.1.1. Wir betrachten die folgende Matrix A € R?*2 und die Vektoren

x,y € R%:
13 -1 V3
(5 5) (). ()
2 2 2 2

Wir berechnen Az und Ay. Welche Folgerungen kénnen wir iiber die lineare Abbil-
dung f schlieen, die durch A gegeben wird?

Lésung: Einfache Rechnung zeigt: Az = —xz, Ay = y. Uberdies ist B = (z,y) eine
Orthonormalbasis des R2. Die Matrix von f beziiglich der Basis B erhalten wir
nach der Regel: Die Spalten sind die Bilder der Basisvektoren (natiirlich auch in
neuen Koordinaten geschrieben):

wgn =3 1)

Also gibt es ein Koordinatensystem in R?, sodass die Abbildung f das Vorzeichen
der ersten Koordinate umkehrt, und die zweite Koordinate unverdndert lasst. Die
Abbildung f ist also eine Spiegelung an der Geraden

() (%)
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BEISPIEL 2.1.2. Wir betrachten die lineare Abbildung mit der folgenden Matrix
A € R?**3 und die Vektoren z,v, z € R3.

4 2 -6 1 -2 1
A=|8 19 42|, z=1[2|, y=(11], z=14
4 8 -—18 1 0 2

Wieder berechnen wir Az, Ay und Az.

Lésung: Wir erhalten: Az = 2z, Ay = 3y, Az = 0. Verwenden wir B = (x,y, z) als
Basis fiir ein neues Koordinatansystem, so ist

2 0 0
ME(f)={0 3 0
00 0

In diesem Koordinatensystem ldsst sich f also leicht beschreiben: Die erste Koor-
dinate wird verdoppelt, die zweite Koordinate auf das Dreifache gestreckt, und die
dritte Koordinate auf 0 gesetzt. Beachten Sie aber, dass diese Basis kein Orthonor-
malsystem ist. O

In beiden Beispielen gewinnen wir Einsicht in die Struktur der linearen Ab-
bildung, indem wir das Koordinatensystem wechseln. Unsere Basis bestand immer
aus Vektoren der Form Ax = Az mit A € K.

BEISPIEL 2.1.3. Sei A € R3*3 die Matrix einer Drehung um die Achse 0 + tv.
Dann liasst A die Punkte auf der Achse fest, also Av = v.

2.2. Eigenwerte, Eigenvektoren, Eigenraum.

DEFINITION 2.2.1. Sei K ein Kérper und A € K™"*" eine quadratische Matrix.
Ein Vektor v € K™ \ {0} heifit Eigenvektor von A zum Eigenwert A € K, wenn gilt
Av = dv. Insbesondere heifit also A € K ein Eigenwert von A, wenn es dazu einen
Eigenvektor v € K™ \ {0} gibt.

SATZ 2.2.2. Sei K ein Korper und A € K" ™ eine quadratische Matrix. Sei
A €K, und sei W = {v e K" | Av = lv}.

1) W #£ {0} genau dann wenn X\ ein Eigenwert von A ist.
2) W =ker(\E,, — A).
3) W ist ein Unterraum von K™.

BeEWwEIs. Teil (1): Fiir jedes A € K gilt A0 = X0. Es ist A genau dann ein
Eigenwert, wenn es zusétzlich ein v # 0 gibt mit Av = \v.
Teil (2): Es gilt
Av=X v & 0=w—-Av & 0=(\E, — A)v.
Teil (3): Der Kern einer Matrix ist immer ein Unterraum. U
DEFINITION 2.2.3. Sei K ein Kérper und A € K™"*" eine quadratische Matrix.
Sei A € K ein Eigenwert von A. Der Raum ker(AE,, — A) heiit Eigenraum von A

zum Eigenwert A. Die Dimension von ker(AE,, — A) heifit geometrische Vielfachheit
von A als Eigenwert von A.

SCHREIBWEISE 2.2.4. Statt AE,, — A schreibt man auch einfach A — A.

BEMERKUNG 2.2.5. Der Eigenraum von A zu A = 0 ist einfach der Kern von
A.
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2.3. Berechnung von Eigenwerten.

SATz 2.3.1. Sei K ein Kérper und A € K™*™ eine quadratische Matriz. Sei
A € K. Dann gilt:
A ist genau dann ein Eigenwert von A wenn det(A — A) = 0 ist.

BEWwEIS. Wegen Satz 2.2.2 ist A genau dann ein Eigenwert, wenn ker(\ — A) #
{0} ist, und das gilt genau dann, wenn (A— A) singulér ist. Eine Matrix ist wiederum
genau dann singulér, wenn ihre Determinante null ist. U

Damit ergibt sich folgendes Verfahren zur Berechnung von Eigenwerten:

ALGORITHMUS 2.3.2. Die Eigenrdume und Eigenwerte von A € K"*™ kann
man folgendermaflen berechnen:

1) Setze A als Unbekannte an und berechne det(A — A). Es ergibt sich ein
Polynom vom Grad n.

2) Berechne (bei Bedarf mit einem numerischen Gleichungsléser) die Null-
stellen dieses Polynoms. Sie sind die Eigenwerte von A.

3) Zu jedem Eigenwert X ist ker(A — A) der zugehorige Eigenraum von A.

Fiir spezielle Matrizen (z.B. hermitesche) gibt es ganz andere Zugéinge zur Berechnung der
Eigenwerte. Sie héren davon mehr in einer Lehrveranstaltung iiber numerische Mathematik.

BEISPIEL 2.3.3. Berechnen Sie alle Eigenwerte und Eigenrdume der Matrix A
als Matrix iiber R und als Matrix iiber C.

-1 1 2
A=|-1 -5 2
2 -2 -4

Lésung: Schritt 1: Berechnung von det(A — A) mittels Entwicklung nach der ersten
Zeile.

A0 0 -1 1 2
det( [0 X o] —[-1 =5 2 ])
0 0 A 2 -2 —4
A+l -1 =2
= |1 A+5 =2
—2 2 A+44
A+5 =2 1 =2

_ (A+1)‘ 1 >\+5’

2 /\+4‘(1) '—2 A+4’+(2)‘—2 2
= A+D[A+5)A+4)+4]+ N +4—4]—-2)2+2(\+5)]
= A+ 10M% 430N,

Schritt 2: Nullstellen suchen: Offensichtlich ist A\; = 0 eine Nullstelle, damit haben
wir einen Eigenwert. Die anderen Eigenwerte, falls welche existieren, sind Null-
stellen des quadratischen Polynoms A% 4+ 10\ + 30. Diese gibt es nur im Koérper der
komplexen Zahlen: Ay 3 = —5 + i7v/5. Es hat also A iiber R nur einen Eigenwert,
néamlich 0, iiber C besitzt A zusitzlich 2 konjugiert komplexe Eigenwerte.

Schritt 3: Berechnung der Eigenrdume. Wir arbeiten mit Pivotschritten.

W1 :=ker(0 — A) tiber K=R oder K= C:

1« -1 -2 1 -1 -2



2. EIGENVEKTOREN UND EIGENWERTE 175

Die dritte Spalte bleibt als nichtbasische Spalte, wir setzen x3 = t und erhalten

2
ker(—A)={t [0 ] | t e K}.
1
Ws = ker(—5 4 iv/5 — A) iiber C:
—4+iv5  —1 -2 0 4+4iv/5 —10+2iV5
Lk iv5 -2 - |1 iv5 -2
—2 2 —1+iV5 0 2+2iv5x  —5+iV5
0 0 0
— 1 iv/5 —2
0 2+42iVbx —5+iV5
Wir setzen x3 = t und erhalten
~5+iV5 iV5(iv5+ 1) iv/5
Ty = —t — = —t—— =—t—.
2+ 2i5 2(1\/5 +1) 2
Letztlich ist :
Ty = —1 5$2+2t:—§.
Damit ist der Eigenraum zu Ay = —5 +iv/5
1
T2
ker(5 —iv5 — A) = {t [ -¥5; | | te C}.
1
Fiir A3 = —5 —14+/5 ist die Rechnung ebenso, nur mit konjugiert komplexen Zahlen,
und es ist )
T2
ker(=5+ivV5—A)={t [ L | | teC}.

1
Alle drei Eigenrdume sind eindimensional. Damit besitzt A iiber R einen Eigenwert

mit geometrischer Vielfachheit 1. Uber C besitzt A drei Eigenwerte mit geometri-
scher Vielfachheit jeweils 1.

O
2.4. Charakteristisches Polynom.

SATz 2.4.1. Sei K ein Korper, A € K"*™ eine quadratische Matriz. Dann ist
det(A — A) ein Polynom vom Grad n mit hichstem Koeffizienten 1:

detOA—A) = X"+, A" F e dto.
BEWEIS. Sei A = (a;;). Nach der Leibnizformel ist

det(A — A)

Z Sgn(g) ()‘61,0(1) - al,a(l)) T (Aén,a(n) - an,a(n))
oceS,
Jeder der Summanden in dieser Summe ist ein Polynom in A, wobei der Grad

hochstens n betragt, und nur in einem Fall tatséchlich n erreicht, namlich fiir die
Permutation o = id. Dieser Summand ist

n—1
A=a11) A= apn) =A"+ > giN

j=0
mit geeigneten Koeffizienten g;.
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DEFINITION 2.4.2. Sei K ein Kérper und A € K"*" eine quadratische Matrix.

1) Dann heifit das Polynom det(A — A) das charakteristische Polynom von
A.

2) Ist v ein Eigenwert von A, dann ist die algebraische Vielfachheit von ~
als Eigenwert von A die Vielfachheit von v als Nullstelle des charakteri-
stischen Polynoms.

Ohne Beweis fithren wir eine Formel fiir die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms

BEHAUPTUNG 2.4.3. Sei K ein Korper, A € K"*™ eine quadratische Matriz.
Fiir J C{1,--- ,n} sei #J die Anzahl der Elemente von J, und A die quadratische
Matriz, die man erhdilt, wenn man alle Zeilen und Spalten mit den Indices aus J
aus der Matriz A streicht. Dann gilt

det(A\—A) = > A mit
k=0
e = (=1)nF Z det(Ay) fir0<k<n,

JC{1, n}, #J=k
¢, = 1.

BEISPIEL 2.4.4. Wir berechnen det(A — A) fiir

2 1 3
A=14 4 -1
0 -1 5

Losung: Die Determinante von A bekommen wir mittels Regel von Sarrus:

2 1 3
co = (=14 4 —1|=—-(40-12—-2-20) = —6,
0 -1 5
4 =1 |12 3] |2 1
_ _1)2 — _
a = (-1) <‘_1 5‘+‘0 5‘+‘4 4‘)19+10+433,
e = (-1D)'2+4+5)=—11.
Dabher ist

det(A — A) = A3 —11X2 + 331 — 6.
O

DEFINITION 2.4.5. Sei K ein Korper und A = (a; ;)i j=1..n € K"*" eine qua-
dratische Matrix. Die Spur (engl.: trace) von A ist die Summe der Diagonalelemente:

n
trace(A) = Z Qg
i=1

BEHAUPTUNG 2.4.6. Sei K ein Kdorper und A € K"*" eine quadratische Matriz
mit charakteristischem Polynom

A 4o A N e
(1) Dann ist ¢,—1 = —trace(A4) und co = (—1)™ det(A).
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(2) Hat das charakteristische Polynom (mit Vielfachheiten gezihlt) n Eigen-
werte Y1, ,Vn, dann ist

n
trace(A) = Z vi, det(A)=TI",7;.
i=1
(Eigenwerte mit algebraischer Vielfachheit > 2 werden in der Liste mehr-

fach aufgezdhlt.)

BEWEIS. Teil (1) ist die direkte Folge von Behauptung 2.4.3.
Teil (2): Es sei also das charakteristische Polynom von A

det(A—A)=A=v1)A—72) - (A—7m).
Ausmultiplizieren und sortieren nach Potenzen von A gibt fiir

—trace(A) = cp1=-Y1 -2~ Y,
(=1)"det(A) = co=(—7)(=2) (7).

BEISPIEL 2.4.7. Bestimmen Sie die Eigenwerte, Eigenrdume, und die algebrai-
schen und geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte der Matrix A:

-1 -1 -3 0
0 -1 -6 0
A= 0 0 1 0
0 2 6 1

Lésung: Das charakteristische Polynom ermittelt man in diesem Fall am bequem-
sten durch den Laplaceschen Entwicklungssatz nach der vierten Spalte, dann hat
man eine Dreiecksmatrix:

a6 113

—A=1] 0 A+l 6
0 0 A-1 0 0 0 a1
0 -2 -6 A-1

= (A-1*A+1).

Daher besitzt A die Eigenwerte +1, jeweils mit der algebraischen Vielfachheit 2.
Wir berechnen jetzt den Eigenraum fiir A = 1, also den Kern von (1 — A), durch
Pivotschritte:

2 1 3 0 2% 0 0 O
0o 2 6 0 _ 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0
0 -2« —6 0 0 -2« -6 0

Die dritte und vierte Spalte bleiben nichtbasisch. Wir setzen x3 = s, x4 = t und
erhalten
0
-3
ker(1— A) ={s N a
0

Der Eigenraum ist zweidimensional, der Eigenwert 1 hat auch die geometrische
Vielfachheit 2.

| s,t € R}.

— o O O
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Letztlich berechnen wir den Eigenraum zu A = —1, also den Kern von (-1 — A):
0 1x 3 0 01 3 0 01 0 0
0 0 6 O . 0 0 6 0 . 00 0 0
0o 0 -2 0 0 0 =2« 0 00 —2x 0
0 -2 -6 -2 00 0 =2 00 0 —2%

Nichtbasisch bleibt nur die erste Spalte, der Kern hat die Dimension 1:

1
0
0
0

ker(—1 — A) = {¢ | t e R}.

Der Eigenwert —1 hat die algebraische Vielfachheit 2 und die geometrische Viel-
fachheit 1. O

3. Diagonalisierung

3.1. Lineare Unabhiéngigkeit von Eigenvektoren.

Das Matrizenprodukt ist nicht kommutativ, aber es gilt immer:

LEMMA 3.1.1. Sei K ein Korper, A € K"*" eine quadratische Matriz, und
A € K. Dann gilt:

A=A)p—A)=(p-A)A-4).
BeEwELs. Wir miissen nur die Klammern ausmultiplizieren:

A= A)(u— A) = \uE — (A\E)A — A(uE) + A?
= UNE — A\E) — (UE)A+ A% = (u— A)(\ — A).

U
LEMMA 3.1.2. Sei K ein Kdrper, A € K"*™ eine quadratische Matriz.
(1) Sind A # p €K, r,s € NU{0}. Dann ist
ker(A — A)" Nker(u — A)° = {0} .
(2) Sind A # €K, r,s € NU{0}. Dann ist
ker(A — A)" Crg(u— A)°.
(8) Sind A1, -+, \x € K paarweise verschieden, r1,--- ,rx € N, sind vy, ,v €
K™\ {0} so, dass fir allei =1,---k gilt
()\7, — A)Ti'l)i =0.
Dann ist das System (vi,--- ,vy) linear unabhdngig.
(4) Sind A1,--- , \p € K paarweise verschieden, r1,--+ 1, € N. Dann ist der
Summenraum

ker(A\; — A)™ + -+ ker(\, — A)"*
eine direkte Summe.

BEWEIS.
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(1) Vollsténdige Induktion nach r + s.

~—

b

Induktionsverankerung:
Fiir r = 0 ist ker(A— A)° = ker(E,,) = {0}, fiir s = 0 ist ker(u—A4)° = {0}.
In beiden Féllen ist die Behauptung trivial. Wir beweisen die Behauptung
auch fiir r =s=1. Sei (A — A)z = (u — A)x = 0. Dann ist

1

x:m[()\—A)x—(u—A)x}:O.

Induktionsschritt: Sei der Satz richtig, falls r + s < m, und sei nun
A=—A)"v=(p—A)°v=0
mit r+s =m+ 1. OBdA sei r > 1. Wir setzen w = (A — A)v. Es ist dann
A=A lw=AN-A)"v=0,
(1= AY'w = (= A)°(A— A)o = (A — A) (s — A)*v = 0.
Da (r—1)+s = m folgt aus der Induktionsannahme, dass w = (A— A)v =
0. Nun ist (A— A)v = (up— A)*v = 0, und weil 1+ s < m, gilt wieder nach
der Induktionsannahme v = 0.
Vollstandige Induktion nach m = r + s.
Induktionsverankerung: Fiir » = 0 ist ker(A — A)" = {0}. Fir s = 0
ist rg(p — A)®* = K". In beiden Fillen ist die Behauptung trivial. Fiir
r=s=1und z € ker(\ — A) ist
1 1
T = m[(M—A)l“—(/\—A)ﬂ?] = m(u—A)xerg(u—A).
Induktionsschritt von m auf m + 1. Nun sei ker(A — A)" C rg(u — A)®
fir alle r +s < m. Seinun r +s = m+ 1 und = € ker(A — A)". Es ist
r—+s—1 = m. Nach Induktionsvoraussetzung ist also z € rg(u—A4)*~* und
daher (p — A)z € rg(n — A)*. Andererseits ist (A — A)z € ker(A — A)"1,
und nach Induktionsvoraussetzung ist (A — A)z € rg(p — A)*. Daher ist
1 S
T = m[(M—A)x—O\—A)x] €rg(p—A)°.
Vollstandige Induktion nach k. Fiir £ = 1 ist die Aussage trivial, weil
(%1 75 0.

Induktionsschritt: Sei der Satz richtig fiir k£, und seien firi =1,--- ;k+1
die Vektoren v; € ker((\; — A)") \ {0}. Fiir i = 1,--- , k setzen wir w; =
(Ak1 — A)"r+1v,. Wiire eines der w; = 0, so wiire

()\k;Jrl - A)Tk+11}i = w; = 0= (>\z - A)Ti’l}i s
und wegen Teil (1) wire dann v; = 0 im Widerspruch zur Annahme. Daher
sind alle w; # 0. Es ist dann fiiri =1---k

(Ai = A)"wi = (A = A)" (Aeg1 — A) 1y
= (>\k+1 — A)T’H’1 ()\z - A)Ti”Ui = 0,

also ist w; € ker((A; — A)™).

Sel nun
k+1

E ;V; = 0.
i=1

Multiplikation mit (A.41 — A)™+! ergibt

k
ZaiwiJrO:O,
i=1
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und weil (wq, - ,wg) wegen der Induktionsannahme linear unabhingig
sind, folgt oy = -+ = ap = 0. Weil vg; # 0, muss nun auch agy; =0
sein, und das System (vy,- -+, vg41) ist linear unabhéngig.

(4) Wegen Teil (2) und Behauptung 4.2.5 ist der Summenraum
ker((Ay — A)™) + -+ ker((A\r, — A)"™)

eine direkte Summe.
O

KOROLLAR 3.1.3. Sei K ein Kiorper und A € K"*" eine quadratische Matriz.
Dann gilt:

1) Jedes System (vq,--- ,vy) von Eigenvektoren von A zu paarweise verschie-
denen Eigenwerten Ay, --- , A\, ist linear unabhdngig.

2) Seien A1,---, A\ die Eigenwerte von A mit den geometrischen Vielfach-
heiten myq,- -+ ,mg. Der Raum K" besitzt genau dann eine Basis aus Ei-
genvektoren von A, wenn mq + - +my = n.

3) Wenn es n verschiedene Figenwerte A1, -+ , A, von A gibt, und vq,- -+ , v,
FEigenvektoren zu A1, - -+ , A\, sind, dann ist (v1,--- ,v,) eine Basis von K™.

BEWEIS. Teil (1): Lemma 3.1.2) mit ry = --- =7, = 1.

Teil (2): Seien W; = ker((\; — A)) die Eigenrdume von A. Wegen Lemma 3.1.2 (3)
ist die Summe Wi +- - -+ W), direkt. Wegen Behauptung 4.2.5 ist die Dimension des
Summenraums gleich mq + - - - + my. Insbesondere ist W7 + - - - + Wy = K" genau
dann wenn mq + --- +my = n.

Besitzt K™ eine Basis aus Eigenvektoren, so ist offensichtlich K* = W7 + - - 4+ W.
Sei umgekehrt K* = W; + --- + Wj. Fiir jeden Eigenraum W; wéhlen wir eine
Basis (v;,1, -+, Ui,m, ), diese besteht natiirlich aus Eigenvektoren zum Eigenwert A;.
Wegen Behauptung 4.2.5 ist die Vereinigung der Basen, also (v1,1, -+ , Uk,m, ), eine
Basis des Summenraums, folglich von K”.

Teil (3): Wegen Teil (1) sind (vy,- - ,v,) linear unabhéingig, und da es n Vektoren
sind, bilden sie eine Basis des K". O

Versuchen Sie selbst, Korollar 3.1.3 direkt zu beweisen, ohne auf Lemma 3.1.2 zuriickzugreifen.
Das ist etwas einfacher, weil keine Potenzen r; ins Spiel kommen, und es wiirde auch fiir diesen
Abschnitt vollig ausreichen. Spéter werden wir aber brauchen kénnen, dass wir mit Kernen von
(A — A)" statt nur von (A — A) arbeiten kénnen.

3.2. Diagonalisierung einer Matrix.

DEFINITION 3.2.1. Sei K ein Koérper und A € K"*™ eine quadratische Ma-
trix. A heif3t genau dann diagonalisierbar, wenn es eine regulire Matrix 7" und
eine Diagonalmatrix D gibt, sodass T"'AT = D (d.h., wenn A dhnlich zu einer
Diagonalmatrix ist).

SATZ 3.2.2. Sei K ein Korper und A € K"*™. Sei T' eine requlire Matriz mit
den Spalten vy,--- ,v,, und set D eine Diagonalmatriz, auf deren Diagonalen die
Elemente A\, -+ , A\, (nicht unbedingt paarweise verschieden) stehen. Dann gilt:

D = T7'AT genau dann, wenn jedes v; ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \;
18t.

Es ist also A genau dann diagonalisierbar, wenn K" eine Basis aus Eigenvektoren
von A hat.

BEWEIS. Weil T regulir ist, ist T~ AT = D genau dann, wenn AT = T'D. (Wir
miissen nur von links mit 7" multiplizieren.) Die Spalten von AT sind Avq, -+ - , Avy,
die Spalten von T'D sind Ajv1i, -+ , Apvp. Also ist T~'AT = D genau dann, wenn
Av; = \; fur alle ¢ gilt. O
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KOROLLAR 3.2.3. Sei K ein Korper und A € K*"*™. Sei f : K* — K" der
Endomorphismus f(x) = Az. Sei B = (v1,--+ ,v,) eine Basis des K" aus Eigen-
vektoren von A zu den FEigenwerten A\, ,Ap. Mit E = (e1, -+ ,e,) bezeichnen
wir die Finheitsbasis des K™. Dann gilt:

1) Die Spalten der Ubergangsmatriz TE sind die Eigenvektoren vy, - -+ ,vy.
2) Die Matriz des Endomorphismus f beziiglich der Basis B ist

ME(f) = (TF)"ATE = D.

BEWEIS. Die Spalten von Tg sind die Basisvektoren von B, in Einheitskoor-
dinaten geschrieben, also vy, -+ ,v,. Weil diese Eigenvektoren zu den Figenwerten
A1, -+, A sind, gilt wegen Satz 3.2.2: (TE)~tATE = D. O

BEISPIEL 3.2.4. Diagonalisieren Sie die Matrix

-1 2 4
A=14 -3 -8
-2 2 )

Lésung: Berechnung des charakteristischen Polynoms und der Eigenwerte.

co = —trace(d)=—(-1-3+5)=-1,

-1 2 -1 4 -3 =8
R T I I,
g = —det(A)=1.

Damit ist das charakteristische Polynom
Mo A+ 1l=0-DN-1)=A-12A\+1).

Daher hat A die Eigenwerte —1 mit algebraischer Vielfachhheit 1 und 41 mit
algebraischer Vielfachheit 2.
Eigenrdume: Berechnung von ker(—1 — A).

—-1+1 -2 —4 0 -2 —4
(-1—-A)= —4 -1+3 8 =(-4 2 8
2 -2 -1-5 2 -2 —6
0 -2 —4 0 -2 -4 0 0 0
-4 2 8 | = [0 -2« —4| [0 —2x —4
2%« —2 —6 2 -2 —6 2 0 =2
Nichtbasisch bleibt nur die dritte Variable, die wir nun mit 1 ansetzen. Wir erhalten
1
-2
1

Berechnung von ker(1 — A).

1+1 -2 —4 2 -2 —4
1-A)=| -4 1+3 8 |=|-4 4 8
2 -2 1-5 2 -2 —4

2 -2 —4 2 -2 —4

-4 4 8 |—=({0 0 O
2 -2 -4 0 0 0
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Nichtbasisch bleiben die zweite und dritte Variable. Wir setzen jeweils eine davon
mit 1, die andere mit 0 an, und erhalten eine Basis des Kerns:

1 2
(1].{o].
0 1

Diagonalisierung: Damit besitzt R3 eine Basis aus 3 linear unabhéngigen Eigenvek-
toren von A:

1 1 2
B=(l-2],11],(0]).
1 0 1
Die Ubergangsmatrix T’ 'L ist dann die Matrix, deren Spalten die Basisvektoren sind:
1 1 2
TE=(-2 1 0
1 01
Aus den Eigenwerten ergibt sich die Diagonalmatrix
-1 0 0
D=0 1 0
0 0 1

Diese Matrix stellt den Endomorphismus f(x) = Az beziiglich der Basis B dar.
Man kann sich leicht durch direktes Nachrechnen (MATLAB?) iiberzeugen, dass
tatséchlich gilt:

Mg (f) = (Tg) ' ATg = D.

O
SATZ 3.2.5. Ahnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom.
BEWEIS. Weil det(T) det(T~1) =1, gilt
det(A — T7YAT) = det(A\T'T — T71AT) = det(T1(\ — A)T)
= det(T1)det(A — A) det(T) = det(A — A).
O

3.3. Anwendungsbeispiele.

BEISPIEL 3.3.1. Berechnen Sie die Potenzen A™ fiir m € N und

5 —2
A= <7 _4) .
Lésung: Wenn A diagonalisierbar sein sollte, also D = T~ 'AT, so wire A =
TDT~! und
A™ = (TDT 'Y (TDT~Y)---(TDT™)
= TD(T'T)D(T'T)---(T7'T)DT~' =TD™"T'.

Die Potenzen einer Diagonalmatrix sind aber leicht zu berechnen:

M0\ Ao

0 A S0 A
Wir versuchen also, A zu diagonalisieren.
Das charakteristische Polynom ist

= A2 - )\—6.

N (5—A+ ’5 _2’

7T —4
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Die Eigenwerte sind Ay = —2 und A2 = 3. Weil A also zwei verschiedene Eigen-
werte besitzt, hat R? eine Basis aus Eigenvektoren, und A ist diagonalisierbar. Wir
berechnen die Eigenrdume:

ker(—2— A) = ker (:; ;) _ c(@),
ker(3— A) = ker <:§ i) - g(G)).

Wir haben also D = T~1AT mit
oo ( ) - ) ()
Dann ist
oz (2 ) (G0 0Y (02 52
(1) (o o) (0 S5) e G ) (1) (G 56%)
(03 T e (13 )

Aus dem obigen Beispiel sehen wir

O

BEMERKUNG 3.3.2. Ist eine (n x n)-Matrix A diagonalisierbar mit Eigenwerten
ALy o, A, 0 ist A = AT'Ch + - - - + A'C, mit Matrizen Cy, - - - , C, welche von
m nicht abhidngen.

BEISPIEL 3.3.3. Losen Sie das folgende System von zwei Differentialgleichungen
in zwei unbekannten Funktionen:

d
axl(t) = Bay(t) —2ao(t), 21(0)=1,
d
Zoat) = Toa(t) —dwa(t), 22(0) =2.

Losung: In Matrixform geschrieben gibt das System eine Differentialgleichung fiir
eine Funktion = : R — R2:

%I(t) = (57) :i) x(t), (0)=wo= G) .

Die Matrix aus dem Gleichungssystem ist die Matrix A aus Beispiel 3.3.1. Wir
wissen aus diesem Beispiel, dass A diagonalisierbar ist: D = T~ ' AT mit

(-2 0 (21 . [-0,2 0,2
p=(5) m=(G 1) m=(0 Sh)
Wir setzen nun
y(t) := T 'a(t), also x(t) = Ty(t).

Nun ist

d d, _ _
%y(t) = %T Yo(t) = T~ Ax(t) = T ATy(t) = Dy(t) .
Wir erhalten also das System

G0 = (3 5)u0. wor =170 = (0F).
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Ausgeschrieben ergeben sich zwei entkoppelte (das heifit, voneinander unabhéngige)
Differentialgleichungen:

d

@) = =2u(), %(0)=02,
%yg(t) = 3y2(t), 2(0)=0,6.

Die Losungen sind
Y1 (t) = Oa 2 6_2t ) y2(t) = 07 6 eSt .

Dann ist
_ _ 2 1 0,26_2t -2t 0,4 3t 0,6
x(t)_Ty(t)_G 1>(0,663t)_6 1,4) T \o0.6) -

Aus dem obigen Beispiel sehen wir:

O

BEMERKUNG 3.3.4. Ist A diagonalisierbar mit Eigenwerten A1, - -+ , Ag, so schreibt
sich jede Losung der Differentialgleichung () = Az(t) in der Form
a(t) = Moy + -+ My

mit Vektoren v; € ker(\; — A), welche von ¢ nicht abhéingen.
4. Hauptraumzerlegung

4.1. Invariante Unterrdume.

DEFINITION 4.1.1.

1) Sei V' ein Vektorraum, W ein Unterraum von V, und f : V — V ein
Endomorphismus. Dann heifit W invariant beziiglich f, wenn gilt: f(W) C
w.

2) Sei K ein Korper, W ein Unterraum von K", und A € K"*™. Dann heift
W invariant beziiglich A, wenn gilt: (Yw € W) Aw € W.

BEMERKUNG 4.1.2. Sei A € K*"X™,

(1) Die folgenden Réume sind invariant beziiglich A:
{0}, K" ker(4), ra(A).

(2) Ist W invariant beziiglich A, so ist W auch invariant beziiglich jeder Po-
tenz A™ und beziiglich (A — A) fiir jeden Skalar .

(3) Sind Why,--- , W} invariante Unterrdume beziiglich A. Dann sind auch
Summenraum Wy + --- + W, und Durchschnitt ﬂle W, invariante Un-
terrdume beziiglich A.

LEMMA 4.1.3. Ist V ein Vektorraum, f : V — V ein Endomorphismus, und W
ein f-invarianter Unterraum von V, dann ist die Einschrdinkung

£ lw w =W
B R
ein Endomorphismus auf W.

BeweEls. Weil f den Raum W nach Voraussetzung in W abbildet, ist f |w
als Abbildung von W nach W wohldefiniert. Die Linearitét erbt die Einschrinkung
natiirlich von f. O
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SATZ 4.1.4. Sei V' ein endlich dimensionaler Vektorraum, f : V. — V ein
Endomorphismus. Seien Wy, --- Wy f-invariante Unterrdume von 'V, sodass V die
direkte Summe ist: V. = Wy + -« + Wy. Mit f; bezeichnen wir die Einschrinkung
von f auf den Unterraum W;:

e e flr)
Firi = 1,---,k sei B; = (bj1,--- ,bim,;) eine Basis von W;, und es sei C;

die Matriz des Homomorphismus f; beziglich der Basis B;. Fs sei B die Basis
(011,012, , bi,m,) von V, die sich als Vereinigung der Basen der W; ergibt.
Dann hat die Matriz ME(f) von f beziiglich B die Blockdiagonalform

C; 0 -+ 0
0 Cy -+ 0
0 0 - C

BEwEIS. Der Ubersicht halber indizieren wir die Zeilen und Spalten der Matrix
C so wie die Basisvektoren von B mit Doppelindices.
Die Spalten von M5 (f) sind die Bilder der Basisvektoren bi,1, bk, m,, geschrie-
ben in Koordinaten beziiglich B. Jeder Basisvektor b;; liegt in W;. Daher ist
f(bi’j) = fi(bi,j)~ Es sei
Vi, g1

Yi,gima
die j-te Spalte der Matrix C;. Dann ist

fibig) = Visabia = Y Vijabia+ D> Obpg.
q=1 q=1

p#i g=1

Daher ist der Eintrag der (i, j)-ten Spalte von C in der Zeile (p,q) gerade

Vij,q ~Wenni=p
0 wenn i #p

4.2. Lemma von Fitting.

SATZ 4.2.1 (Lemma von Fitting). Sei K ein Kéorper, F € K"*" eine quadrati-
sche Matriz. Dann gilt:

(1)
{0} C ker(F) C ker(F2) C -- -,
K" Drg(F) Drg(F?) D ---.

(2) Es gibt ein r < n sodass ker(F") = ker(F"T1).
(8) Seir € N. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) ker(F") = ker(F" 1),
(ii) (Vs > r) ker(F") = ker(F?),
(#i) ker(F") Nrg(F") = {0},
(iv) rg(F") = rg(F"*),
(v) (Vs >r) rg(F") = rg(F*),
(vi) K" = ker(F") +rg(F").
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(4) Wenn die Aussagen aus Punkt (3) zutreffen, dann ist K™ die direkte Sum-
me K™ = ker(F") + rg(F").

BEWEIS.

(1) Ist = € ker(F?), so ist FiTly = FFlz = F0 = 0, also z € ker(F*). Ist
x € rg(F*1), so gibt es ein y € K" sodass * = Fitly. Dann ist aber
x = F'Fy € rg(F?).

(2) Wire ker(F") # ker(F"+1) fiir r = 0, -+ ,n, so wire

0 < dim(ker(F)) < dim(ker(F?)) < -+ < dim(ker(F"+1))

und es wiirde folgen dim(ker(F"*1)) > n, was fiir einen Unterraum des
K™ nicht méglich ist.
3)
(i) = (ii): Wir nehmen an, dass (ii) nicht gilt. Sei s die kleinste Zahl fiir die gilt:
s > r und ker(F®) # ker(F7"). Sei « € ker(F?®) \ ker(F"). Dann ist
F(z) € ker(F*~1) = ker(F"), und daher ist = € ker(F"1) = ker(F")
im Widerspruch zur Wahl von z.
(ii) = (iil): Angenommen, (ii) gilt, aber (iii) gilt nicht. Dann gibt es ein y # 0
mit y € ker(F") Nrg(F"). Weil y € rg(F"), gibt es ein z € K" mit
F'z = y. Nun ist F?"'z = F'y = 0 weil y € ker(F"). Weil aber
ker(F?") = ker(FT"), folgt y = F'z = 0 im Widerspruch zur Wahl
von y.
(iii) = (i): Angenommen, (i) gilt nicht. Dann gibt es also ein & € K" mit
Frtly = 0, aber F'z # 0. Wir setzen y = F"x # 0. Offensicht-
lich ist y € rg(F7), und weil Fy = F™ "tz = 0, ist erst recht F"y = 0,
und y € ker(F"). Daher ist ker(F") Nrg(F") # {0}.
(i) & (iv): Da ker(F") C ker(F"*!) und rg(F"+1) C rg(FT7), gilt

ker(F") = ker(F™) <= dim(ker(F")) = dim(ker(F"*1)),
rg(FT) = Tg(FT+1) <~ dlm(rg(FT)) — dlm(rg(FT+1)) )
Nun gilt aber dim(rg(F")) = n — dim(ker(F")), sodass

dim(ker(F")) = dim(ker(F" 1))
& dim(rg(F")) = dim(rg(F"™)).
(ii) < (v): ebenso.
(iii) < (vi): Nach der Dimensionsformel ist
dim(ker(F") +rg(F")) + dim(ker(F") Nrg(F"))
= dim(ker(F")) + dim(rg(F")) =n.
Dabher ist
ker(F") +rg(F") = K" <= dim(ker(F") +rg(F")) =n
<— dim(ker(F")Nrg(F")) =0 < ker(F")Nrg(F") = {0}.
(4) Wenn die Aussagen aus Teil (3) zutreffen, ist ker(F") Nrg(F") = {0} und
daher ist die Summe K" = ker(F") + rg(F") direkt.
]
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4.3. Hauptriaume.

DEFINITION 4.3.1. Sei K ein Korper, A € K"*" X € K ein Eigenwert von A.
Der Raum ker(A — A)™ heifit der verallgemeinerte Eigenraum oder Hauptraum von
A zum Eigenwert .

BEMERKUNG 4.3.2. Wegen Satz 4.2.1 ist der Hauptraum von A zum Eigenwert
A zugleich der grofitmogliche Raum, der sich als ker(A — A)" mit irgendeiner Potenz
r schreiben 14t. Wenn gilt
0C ker(A—A) Cker(A— A2 C--- Cker(A — A)" = ker(A — A)" T,
dann ist ker(A — A)" der Hauptraum.

SAaTz 4.3.3. Sei K ein Kéorper, A € K"*™ und f der zugehdrige Endomorphis-
mus. Seien A1, -+, Ay paarweise verschiedene Eigenwerte von A, und ker(\; — A)™
der Hauptraum zu A;.

Dann ist K™ die direkte Summe
k

K™ = ker(A; — A)™ + -« + ker(\g — A)™ + () rg(\i — A)™.
i=1
BEWEIS. Sei z € K”. Nach dem Lemma von Fitting ist K™ die direkte Summe
von ker(A; — A)™ und rg(A\; — A)", also gibt es x; € ker(\; — A)" so, dass z — z; €
rg(A; — A)"i. Wir betrachten nun

y:x—xl—x2—~-—xk:x—xi—2xj.
i
Nun ist
(x—x;) € rg(\i—A)",
xz; € ker(A\; —A) Crg(h —A)"
wegen Lemma 3.1.2. Also ist y € rg(A; — A)™ fiir alle ¢. Es ist daher

k
K™ = ker(AA)™ + -+ + ker(Ax — A)™ + [ rg(\i — )"

i=1

Wir zeigen nun, dass die Summe direkt ist. Es sei also

k
x:in—i—y
i=1

eine Zerlegung von z in x; € ker(\; — A)™ und y € ﬂle rg(\; — A)". Wir zeigen,
dass die z; eindeutig bestimmt sind. Es folgt dann daraus, dass auch y eindeutig
bestimmt ist. Wegen Lemma 3.1.2 ist fiir j # ¢ der Vektor z; € ker(\; — A)™ C
rg(\; — A)™, und daher ist

r=xi+ Y+ Yy )
J#i
eine Zerlegung von z in einen Vektor in ker(\; — A)"™ und einen Vektor in rg(A; —

A)7"i. Diese Zerlegung ist aber nach dem Lemma von Fitting eindeutig, und daher
ist x; eindeutig bestimmt. O

SATZ 4.3.4 (Hauptraumzerlegung). SeiK ein algebraisch abgeschlossener Korper
und A € K"*™. Seien A1, -,y die Figenwerte von A und ker(\; — A)" der
Hauptraum zu X\;. Dann ist K" die direkte Summe

K" =ker(A\; — A)" + -+ + ker(Ay — A)".
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BEWEIS. Nach Satz 4.3.3 ist
K" =ker(A; —A)™ 4+ -+ ker(A\y — A)™ + W
mit
k
i=1

Wir nehmen nun an, dass W # {0} und zielen auf einen Widerspruch.

Jede Matrix hat ihr charakteristisches Polynom, und iiber einem algebraisch abge-
schlossenen Korper besitzt dieses eine Nullstelle. Es kann also in einem endlichdi-

mensionalen Vektorraum iiber K (aufier dem Nullraum) keinen Endomorphismus
ohne Eigenwert geben. Die lineare Abbildung

f:{W LW

r — Ax

muss dann einen Eigenwert p besitzen. Sei y € W ein dazugehoriger Eigenvektor,
also insbesondere y # 0. Dann ist aber (1 — A)y = py — f(y) = 0, also ist y auch
ein Eigenvektor von A, und p ist einer der Eigenwerte \; von A. Dann ist aber
y € ker(A\; — A)", und wegen der Direktheit der Summe

K" =ker(A\; — A)" + -+ ker(Ap, — A)" + W.

ist y = 0 im Widerspruch zur Wahl von y. Also ist W der Nullraum. O

BEHAUPTUNG 4.3.5. Sei K algebraisch abgeschlossen, A € K"*" eine Matrix
und f : © — Ax die zugehérige lineare Abbildung. Die Figenwerte von A sei-
en A, , A\, mit den Hauptriumen H; = ker(\; — A)". Fir i = 1,--- |k sei
(bi1,- -+ ,bim,;) eine Basis von H;.

(a) Beziiglich der Basis

B = (bl,la e abl,mla‘ o ;bk,h e abk,mk)
hat f die Blockdiagonalmatriz

c, 0 -~ 0

. 0 Cy -~ 0
Mg (f) = : : . :
0 0 - C

Die einzelnen Blicke C; sind die (m; x m;)-Matrizen der Einschrinkungen von
f auf die Hauptrdume H;.

(b) Fir die Blicke gilt (A; — C;)" =0, und fir j # i ist (\; — C}j) reguldr.

(¢) Die Dimensionen m; der Hauptriume sind die Vielfachheiten der Eigenwerte
Ai m charakteristischen Polynom von A.

BEWEIS.

(a) Weil die Hauptriume H; invariante Unterrdume fiir A sind, ergibt sich die
Blockdiagonalform nach Satz 4.1.4.
(b) C; ist die Matrix des Endomorphismus

T Ar
Fiir x € H; gilt (A\; — A))"z = 0, daher ist (A; —C;)™ = 0. Andererseits gilt fiir

i # jund z € H;\ {0} immer (\; — A)z # 0, denn ker(\; — A)Nker(\; —A)"7 =
{0} nach Lemma 3.1.2. Daher ist ker(\; — C;) = {0}, und (\; — C}) ist regulér.
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(¢) Weil dhnliche Matrizen dasselbe charakteristische Polynom haben, untersuchen
wir die Vielfachheiten von \; in det(A — ME(f)).
Die Matrix C; besitzt nur den Eigenwert \;, daher ist

Fir j # ¢ ist A; — C; regulér, also ist det(\; — C;) # 0, und daher ist (A — \;)
kein Teiler von det(A — C;). Wegen der Blockdiagonalform ist

det(A — ME(f)) = det(A — Cy)---det(A — Cy) .

In diesem Produkt kommt (A — A;) als Nullstelle mit der Vielfachheit m; vor.
O

BEISPIEL 4.3.6. Die Matrix A hat die Eigenwerte 2 und -1, jeweils mit der alge-
braischen Vielfachheit 3. Bestimmen Sie die Hauptridume von A und die Matrizen
der Projektionen von R™ auf die Hauptriaume.

0 21 -1 0 0
-2 3 1 -1 0 0
-4 7 4 -5 0 0
A= -2 41 -2 0 0
-6 6 3 -6 -1 1
0 0 0 O 0 -1

Wir beginnen mit dem Eigenwert A = 2 und untersuchen zuerst den Kern von 2 — A:

2 -2 —1x 1 0 O 2 -2 -1 1 0 O
2 -1 -1 1 0 0 0 1x 0O 0 0 O
4 -7 -2 5 0 O _ 0o -3 0 3 0 O
2 -4 -1 4 0 O 0o -2 0 3 0 O
6 -6 -3 6 3 -1 0 O 0o 3 3 -1
0 O 0 0o 0 3 0 O 0o 0 0 3
2 0 -1 1 0 O 2 0 -1 0 0 O
0 1 0 0O 0 O o 1 0 0 0 O
N 0 0 0 3x 0 O N 0O 0 o0 1 0 0O
0 0 O 3 0 O 0o 0 0 0 0 O
0 0 O 3 3 -1 o o0 o0 0 3 -1
0 0 O o 0 3 0O 0 0 0 0 3%
2 0 -1 0 0 O 20 -1 0 0 0
01 0 0 0 O
0o 1 0 0 0 O
0 0 O 1 0 O
— -0 0 O 1 0 O
0 0 0O 0 0 O
0O 0 o0 0 1 0
0o 0 o0 0 3 O 00 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1
= S1

Im letzten Schritt haben wir nur noch eine Nullzeile gestrichen und eine Zeile durch 3 gekiirzt.
Die Pivotschritte haben auf eine Matrix S; mit Rang 5 gefiihrt. Der Kern von 2 — A, zugleich
der Kern von S7, ist also eindimensional. Weil der Hauptraum aber die Dimension 3 haben muss,
schreiten wir jetzt zur Bestimmung von ker(2 — A)2 fort. Dabei niitzen wir einen Rechenvorteil:
Es ist

zeker(2—A)? < (2- Az Eker(2—A) <= (2— A)z € ker(S1) <= = € ker(S1(2 — A)).
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-6 -3

6

0 0

-1

-1

2 0

0

0 0

-1

Auf Grund der einfachen Gestalt von S; ist S1(2— A) leichter zu berechnen als (2— A)2, auerdem

hat S1(2 — A) nur mehr 5 Zeilen.

Wir berechnen den Kern:

Es entsteht eine Matrix So mit Rang 4. Daher hat ker(2 — A)? = ker(S2) die Dimension 2. Wir
miissen noch weiter, um ker(2 — A)® zu berechnen. Wieder verwenden wir, dass ker(2 — A)3

ker(S2(2 — A)).
Wir berechnen den Kern:

|

0
0
-1

0
0
3
0 3%

-1

0
0
6
0

|

-1

o o~

o — O

3

-1
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Der Kern von (2 — A)? ist dreidimensional. Wir haben nun den Hauptraum erreicht und lesen aus
S3 eine Basis des Hauptraumes ab:

1 0 0

0 0 1
Basis von ker(2 — A)% : ( 8 , [1) , (1) ).

—2 1 0

0 0 0

Wir untersuchen nun den Hauptraum zum Eigenwert -1. Wir beginnen mit ker(—1 — A):

-1 -2 -1 1 0 O -1 -2 -1 1 0 0
2 -4 -1 1 0 O 3 -2 0 0 0 O
4 -7 -5 5 0 O N 9 3x 0 0 0 O
2 -4 -1 1 0 O 3 -2 0 0 0 O
6 -6 -3 6 0 -1 12 6 3 0 0 -1
0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 O
5 0 -1 1 0 O 0 0 -1 1 0 O
9« 0 0 0 0 O 1.0 0 O 0 O

N 3 1 0 0 0 O N 0 1 0 0 0 O
9 0 0O 0 0 O 0 0o 0 0 0 O
-6 0 3 0 0 -1 o o0 3 0 0 -1
0o o0 O 0 0 o0 0 0 0O 0 0 O
0 0 -1 1 0 0

- 1 0 0 0 0 O —. 5.
o1 0 0 0 O
o o0 3 0 0 -1

Der Hauptraum muss die Dimension 3 haben, der Kern von Sy ist aber erst zweidimensional. Wir
schreiten fort zur Berechnung von ker(—1 — A)2 = ker(S4(—1 — A)).

1 -2 -1 1x 0 0
00 -1 1 0 0 2 4 -1 1 0 0
10 0 0 0 O 4 -7 -5 5 0 0
Sa=1=A =15 1 o o 0 o0 2 -4 -1 1 0 0
00 3 0 0 -1 6 -6 -3 6 0 -1
0 0 0 0 0 0
2 3 4 -4 0 0
(-1 2 -1 1 o0 o0
= 2 4 -1 1 0 0
12 -21 —-15 15 0 0
Wir berechnen den Kern:
-2 3 4 -4 0 0 -2 3 4 -4 0 0
-1 -2 -1 1 0 0| -1 -2 -1 1x 0 0
2 4 -1 1 00 2 -4 -1 1 0 0
12 —21 —-15 15 0 0 4 -7 -5 5 0 0
-6 -5 0 0 0 0 9« 0 0 0 0 0
L, |-t -2 -1 100 |5 0 -1 100
3 -2 0 0 0 0 9 0 0 0 0 0
9 3 0 0 0 0 31 0 0 0 0
10 0 0 0 O Lo o0 0 0 0
00 -1 1 0 0
— —-1l0o 0 -1 1 0 0
00 0 0 0 O o1 o0 00 o
01 0 0 0 0
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Wir sehen, dass der Kern von (=1 — A)? Dimension 3 hat, damit ist der Hauptraum bereits
erreicht.

Basis von ker(—1— A)2 : (

OO+~ OO
O = O O OO
—_ O OO oo

Um die Projektionsmatrizen entlang der Hauptraumzerlegung zu bestimmen, setzen wir die Ba-
sisvektoren der Hauptraume zu einer Matrix 7' zusammen:

1 0 0 0 0 O

0O 0 1 0 0 O

0O 1 0 1 0 O

= 0O 0 1 1 0 O

-2 1 0 0 1 0

0O 0 0 0 0 1

Eine einfache Rechnung? ergibt die Inverse:
1 0 0 0 0 O
0 1 1 -1 0 O
0 1 0 0 0 O
-1 _

= 0o -1 o0 1 0 O
2 -1 -1 1 1 0
0o 0 0 0 0 1

Die ersten drei Spalten von T gehtren zum Hauptraum von A = 2. Nach Behauptung 4.2.6 ist die
Projektion P aus den ersten drei Spalten von 7" und den ersten drei Zeilen von T~ zu berechnen:

1 0 O
8 (1) (1) 1 0 0 0 O O
P = 0 0 1 0o 1 1 -1 0 O
9 1 0 o 1 0 0 0 O
0 0 O
1 0 0 0 0 O
0O 1 0 0 0 O
_ o 1 1 -1 0 0
- 0O 1 0 0 0 O
-2 1 1 -1 0 0
0O 0 0 0 0 O
Die Projektionsmatrix P_j auf den Hauptraum zu A = —1 kénnten wir ebenso aus den letzten

drei Spalten von T und den letzten drei Zeilen von T—! berechnen. Weil aber die Summe aller
Projektionsmatrizen die Einheitsmatrix sein muss, erhalten wir sie einfacher:

o 0 0 0 0 O

00 0 0 0 0
0 -1 0 1 0 0
Pa=E-P=1, 1 o 1 0 o
2 -1 -1 1 1 0
00 0 0 0 1

4.4. Jordansche Normalform.
Auf den einzelnen Hauptrdumen kann man die Struktur von A noch weiter untersuchen und Basen
suchen, beziiglich derer sich A besonders einfach darstellen lasst. Auf diese Weise erhilt man die
Jordansche Normalform.

2besonders einfach mit MATLAB
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DEFINITION 4.4.1. Die r x r-Matrix

A1 0 -~ 00
o Ax1 .- 00
00 Xx -~ 00
00 0 -+ X1
00 0 -+ 0 X

heifit Jordanblock der Lénge r zum Eigenwert .

Ein Jordanblock der Lénge 1 ist einfach eine (1 x 1)-Matrix (A).

Eine Blockdiagonalmatrix, deren Blocke Jordanblécke sind, heifit Matrix in Jordan-
scher Normalform.

SATZ 4.4.2 (Jordansche Normalform). Sei K ein algebraisch abgeschlossener
Kérper und A € K"*™. Dann ist A dhnlich zu einer Matrix in Jordanscher Nor-
malform:

J -0

T7'AT = | o
0 - J,

Dabei sind die J; Jordanblicke zu (nicht unbedingt paarweise verschiedenen) Ei-

genwerten \; von A.

Der Beweis dieses Satzes und die rechnerische Bestimmung einer Basis, die zur Jordanschen Nor-
malform fiihrt, sind ziemlich aufwéndig. Aus Zeitgriinden lassen wir uns in dieser Vorlesung nicht
darauf ein. Auch ist fiir praktische Zwecke die Bestimmung einer solchen Basis normalerweise
nicht notwendig. Allerdings kann man, ohne die Basis zu kennen, die Jordansche Normalform
einer Matrix auffinden.

SATZ 4.4.3. Sei A € K"*™ dhnlich zu einer Matriz in Jordanscher Normalform

J - 0
B=T7TAT = | : oo
0 - Jy
Dabei seien Jy,--- ,J, Jordanblocke der Lingen t1,--- ,tq zu den (nicht unbedingt
paarweise verschiedenen) Eigenwerten A1, --- , Aq. Dann gilt:

(1) Die algebraische Vielfachheit eines Figenwertes A von A ist die Summe
der Langen der Jordanblocke zum FEigenwert \.

(2) Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes A\ von A ist die Anzahl
der Jordanblicke zum FEigenwert .

(3) Die kleinste Potenz r, fir die ker(A — A)" der Hauptraum zum Eigenwert
A ist, ist zugleich die grofte Linge der Jordanblicke zum Figenwert .

(4) Die Anzahl der Jordanblicke mit Linge grofier als i zu einem Eigenwert
A ist

p((A— A)%) = (A — A)+1).

(5) Die Jordanblicke J; sind, bis auf ihre Reihenfolge auf der Diagonalen,

eindeutig bestimmd.

BEWEIS. Es ist
det(\ — B) = det(T (A — A)T) = det(T ) det(A — A) det(T) = det(\ — A),

daher haben A und B dasselbe charakteristische Polynom und dieselben Eigenwerte,
mit denselben algebraischen Vielfachheiten. Es ist

A=B) =(A=T'AT) = [T'\ - AT =T *(\ - A)'T,
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also sind (A— A)* und (A— B) dhnliche Matrizen und haben daher dieselben Rénge.
Wir kénnen also 0.B.d.A. annehmen, dass A = B selbst in Jordanscher Normalform
vorliegt.

Dann ist A — A eine obere Dreiecksmatrix, und ihre Determinante ist

det(A — A) =T1¢ _ (A — Ap)'™

damit ist die algebraische Vielfachheit eines Eigenwertes A gegeben durch die Sum-
me der Léngen der Jordanblécke zum Eigenwert .
Fiir jeden Jordanblock J,, ist der Rang

tm—t wennit=0---1, —1

0 wenn i > tp, .
Damit ist

PO = T)') = (O = T} 1) = {; venn 1 =0 tn =4

wenn ¢ > t, .
Daher ist p((A,—A)%)—p((A,—A)*F1) die Anzahl aller Jordanblécke zum Eigenwert
Am mit Linge grofler als . Insbesondere, fiir ¢ = 0, erhalten wir die geometrische
Vielfachheit von A, als Anzahl aller Jordanblocke zum Eigenwert A,,.
Aus diesen Regeln 148t sich eindeutig die Anzahl der Jordanblécke jeder bestimmten

Lénge zu den einzelnen Eigenwerten mit Hilfe der Rénge von (A, — A)" feststellen.
d

BEISPIEL 4.4.4. Wir erklédren in diesem Beispiel, wie man die Jordansche Nor-
malform einer Matrix bestimmen kann.

Vorgangsweise: Wir nehmen an, wir haben eine Matrix A € C!0%10 gege-
ben. Bekanntlich ist C algebraisch abgeschlossen, sodass der Satz von der Jordan-
normalform gilt.

1) Wir bestimmen das charakteristische Polynom und die Eigenwerte von
A. Nehmen wir an, wir erhalten A\; = 3 mit algebraischer Vielfachheit 2,
und A = 5 mit algebraischer Vielfachheit 8. (Probe: Die algebraischen
Vielfachheiten miissen sich auf 10 summieren.) Wir wissen nun, dass der
Hauptraum zu A = 3 die Dimension 2 besitzt, und der Hauptraum zu
A =5 die Dimension 8 besitzt.

2) Wir verfolgen nun den Eigenwert A = 3: Bisher wissen wir, dass entwe-
der zwei Jordanblécke der Lénge 1, oder ein Jordanblock der Linge 2
vorliegen, da sich die Lédngen der Jordanblécke auf die Dimension des
Hauptraumes summieren. Wir berechnen nun ker(3 — A4). Nehmen wir an,
wir erhalten einen eindimensionalen Kern. Wir wissen nun: Die geome-
trische Vielfachheit von A = 3 betrégt 1. Es gibt einen Jordanblock, und
daher muss das ein Block der Léinge 2 sein. Der Hauptraum zum Eigen-
wert 3 ist ker(3—A)?2, weil 2 die Léinge des groBiten (einzigen) Jordanblocks
zu A = 3 ist.

3) Wir verfolgen nun den Eigenwert A = 5. Bisher wissen wir, dass sich die
Lingen der Jordanblécke auf 8 summieren. Wir berechnen ker(5 — A).
Nehmen wir an, wir erhalten einen vierdimensionalen Kern. Dann ist die
geometrische Vielfachheit von A = 5 also 4, und es gibt 4 Jordanblocke.
Es gibt aber immer noch viele Moéglichkeiten, die Gesamtlinge 8 auf vier
Blocke aufzuteilen.



5. MATRIZEN IN POLYNOME EINGESETZT 195

4) Wir berechnen also ker(5 — A)2. Nehmen wir an, dieser Kern hat die
Dimension 7. Die Dimension ist im Vergleich zu ker(5— A) um 3 gestiegen.
Folglich gibt es drei Blocke der Lénge mindestens 2, der vierte Block hat
die Linge 1. Es ist also die Gesamtlinge 7 auf drei Blocke der Linge > 2
aufzuteilen, und das geht nur in der Form 7 = 24+2+3. Wir haben also zwei
Blocke der Léange 2, und einen Block der Lange 3. Der Hauptraum zum
Eigenwert A\ = 5 ist ker(5— A)3, weil 3 die Liinge des gréfiten Jordanblocks
ist.

5) Die Jordannormalform ist also

3 1
0 3

S wt
Ut =

o Ot
[

)
S Ot =
Ut = O

5. Matrizen in Polynome eingesetzt

5.1. Potenzen einer Matrix.

BEHAUPTUNG 5.1.1. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und A €
Kmx™_ Sollte 0 ein Figenwert von A sein, bezeichnen wir diesen mit X\g. Seien
A1y, A, die anderen Eigenwerte von A. Sei ker(A\; — A)™ der Hauptraum von
A zum Eigenwert A\;. (Dann ist also K™ die direkte Summe der Hauptriume von
A.) Seien Py, Py, --- , Py die Matrizen der Projektionen auf die Hauptriume von A
entlang der Hauptraumzerlegung. (Wenn 0 kein Figenwert ist, dann sei Py = 0.)
Dann gilt fiir alle m € NU{0}:

<

k ri—1
A" = A"Po+ > A Y (?) La-xyil e
i=1 j=0

<

Insbesondere ist also fiir m > rg
k mfl
=Y S
i=1 1=0

mit konstanten Matrizen QQ; ;.

BEWEIS. Weil Py + -+ P, = E,, gilt

k
A = Z A™P; .
i=0
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Fiir ¢ # 0 gilt nach dem Binomischen Lehrsatz, und weil (A — \;)™ P; = 0,
A"P = [(A—N)+NE TP
m ri—1
. . < 1 .
= Z (m) (A= X)) NP =" ( ) —(A=N)P,
J=0 J =0 /\
T/L'fl
= N Zom(mfl)'u(mf]Jrl) w (A= N)P,
ri—1 j
= A" Z Zlei,j,l
j=0 1=0

mit konstanten Matrizen @; ;;. Mit Q;; = Z;;_Ol Qi ;1 ergibt sich

ri—1
AP =AY m' Qi

=0

5.2. Minimalpolynom.

DEFINITION 5.2.1. Sei K ein Kérper, p(x) = 70 + 112 + 7222 + - -+ + 72" ein
Polynom in KJz]. Sei A € K™*" eine quadratische Matrix. Wir definieren die Matrix
P(A) == En + A+ 7A% +- -+ A"

Weil der Raum K”*" die Dimension n? hat, muss das System von Matrizen (Ep, A4, --- 7A”z)

linear abhiingig sein, daher muss es ein Polynom vom Grad hochstens n? geben, sodass p(A) = 0.
Der folgende Satz zeigt, dass in Wirklichkeit ein viel kleinerer Grad ausreicht.

LEMMA 5.2.2. Sei K ein Kérper, p € K[z]| ein Polynom, A € K"*™ eine qua-
dratische Matriz, und T € K"*" eine regulire Matriz. Dann gilt: p(T~1AT) =
T 1p(A)T.

BEWEIS. Zunéchst berechnen wir

[T—*AT|" = [T AT|[T ' AT]--- [T~ ' AT]
= T PA[TT AT Y- [TT AT =T 'A"T

Damit ist aber

Z Vi A"

=0

T YAT) = Z% T AT) Z% T AT =71

O

SATZ 5.2.3. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, sei A € K"*", Es
seien Ay, -+, A\, die Figenwerte von A, und es seien ry,--- , 1y die kleinsten Poten-
zen, sodass ker(\;—A)" = ker(\;—A)" 1. (Es ist also ker(\;—A)" der Hauptraum
zum Eigenwert \;.) Wir setzen

plx) =(x =) (& — X))+ (& — )™
Dann gilt:

1) p(4) = 0.
2) Ist q € K|[x] ein Polynom, so dass q(A) =0, so ist p ein Teiler von q.
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BEWEIS. Nach Satz 4.3.4 gibt es eine regulire Matrix T, sodass C = T—'AT
Blockdiagonalform hat:
c;, - 0
o=
0 - O
Dabei sind die C; € K™i*™i und die m; sind die algebraischen Vielfachheiten von
;- Die C; repriisentieren die Einschrinkung des Homomorphismus z +— Ax auf die

Hauptrédume ker(A; — A)™. Wegen Lemma 5.2.2 ist p(A) = 0 genau dann, wenn
p(C) = 0. Direktes Nachrechnen ergibt

p(Cy) 0 - 0

0 Cy) -0

o= | p(. ) | .
0 0 - p(Ch)

Auf Grund der Definition des Hauptraumes und der r; ist r; die kleinste Potenz
sodass (\; — C;)™ = 0. Fiir p # A; gilt ker(u — A) Nker(A\; — A)™ = {0}, anders
gesagt, der Hauptraum zu \; enthilt von ker(u— A) nur den Nullvektor. Also gehort
die Matrix (u — C;) zu einem injektiven Endomorphismus, deshalb ist sie regulér.

Sei nun ¢ € K[z] \ {0}. Weil K algebraisch abgeschlossen ist, zerfillt ¢ in Line-
arfaktoren:

q(z) =~y I (A — 2)*™ Hé‘:1(ﬂj —x)'.
Dabei sind s, € NU{0}, t; € N, pi; & {1, -+, M}, v € K\ {0}. Es ist ¢(4) =0
genau dann, wenn ¢(C) = 0, und das gilt genau dann, wenn fiir alle ¢ gilt: ¢(C;) = 0.
Nun ist

4(Ci) =7 Muzi(Au = Co)>* Ty (ny — i) (N = Ci)*™.
Da alle Matrizen (A, — C;) fiir u # ¢ und alle Matrizen (p; — C;) regulér sind, ist
q(Ci):O = ()\i—Ci)si =0 <~ S; ZTi,

und das gilt genau dann, wenn p ein Teiler von gq ist. O

DEFINITION 5.2.4. Sei K ein Korper, p € K[z] ein Polynom, A € K"*" eine
quadratische Matrix. Sei p(x) = 2" +v,_12" "> + -+ - + 70 in K[x] so, dass fiir jedes
q € Klz] gilt:

qg(A) =0 < pteilt q.
Dann heifit p das Minimalpolynom von A.
Diese Definition funktioniert auch iiber nicht algebraisch abgeschlossenen Kérpern, nur die Be-

schreibung des Minimalpolynoms mittes Satz 5.2.3 funktioniert nicht mehr immer, weil sich nicht
fiir jede Matrix der Raum K™ in Hauptrdume zerlegen lésst.

5.3. Satz von Cayley-Hamilton.

SATZ 5.3.1 (Satz von Cayley-Hamilton). Sei K ein algebraisch abgeschlossener
Korper, A € K" eine quadratische Matriz, und q € Kz| ihr charakteristisches
Polynom. Dann ist ¢(A) = 0.

BEWEIS. Wir wissen bereits aus Satz 5.2.3, dass das Minimalpolynom von A
sich in der folgenden Form schreiben lésst:

plr) =Ty (x = A)"
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Dabei sind Aq1,---, A\; die Eigenwerte von A, und r; jeweils die kleinste Potenz
sodass ker(\; — A)"i = ker(\; — A)"1. Dagegen ist das charakteristische Polynom
von A
g(a) = Iy (= A)™,
wobei m; die algebraische Vielfachheit von J; ist. Zugleich wissen wir aus Satz 4.3.4,
dass m; die Dimension des Hauptraumes ker(A\; — A)" ist. Nun ist
1 < dim(ker(\; — A)) < dim(ker()\; — A)?) < --- < dim(ker(\; — A)™) = m; .

Daher ist 7; < m;, und das Minimalpolynom teilt das charakteristische Polynom.
Folglich ist g(A) = 0. O

BEISPIEL 5.3.2. Bestimmen Sie das charakteristische Polynom und das Mi-
nimalpolynom der folgenden Matrix A {iber C. Uberpriifen Sie, dass A, in beide
Polynome eingesetzt, die Nullmatrix ergibt.

3 1 3
A=10 2 0
-1 -1 -1

Losung: Das charakteristische Polynom erhalten wir durch Entwicklung nach der
zweiten Zeile:

A-3 -1 -3
0 A—2 0 :()\—2)‘)‘;3 Af’l‘
1 I A+1

= A=2[A=3)A+1)+3=A=2)(A\?=2)) = (A —2)2A = 2> —4)\? + 4.

Es gibt zwei Eigenwerte A = 2 und A = 0. Wir bestimmen die geometrische Viel-
fachheit von A = 2, also die Dimension von ker(2 — A):

-1 -1 -3 -1 -1 -3
0 0 0 — 0 0 0
1 1 3 0 0 0

Daher ist der Eigenraum zu A = 2 zweidimensional. Weil aber die algebraische
Vielfachheit von A = 2 auch nur 2 ist, ist der Eigenraum bereits der Hauptraum.
Damit ist das Minimalpolynom

(A—2)"A = A2 — 2.

Um die Probe zu machen, berechnen wir erst die Potenzen von A:

6 2 6 12 4 12
A2=10 4 o}, A2=[0 8 o0
-2 =2 =2 -4 -4 —4
Wir setzen in das charakteristische Polynom ein:
12 4 12 24 8 24 12 4 12
A3 —4A2 +4A=(0 8 o |]—-f(o0 16 of|+l0 8 0 ]=0.
-4 -4 -4 -8 -8 -8 -4 -4 -4
Wir setzen in das Minimalpolynom ein:
6 2 6 6 2 6
A?-2A=(0 4 o|-[0 4 o0 |=0.
-2 -2 =2 -2 -2 =2



KAPITEL 7

Normale Matrizen

Wir werden in diesem Kapitel stets den Raum R” bzw. C™ mit dem euklidischen
inneren Produkt und der dazugehorigen Norm betrachten.

1. Orthogonale und unitire Matrizen
1.1. Unitdre Matrizen.

DEFINITION 1.1.1.

1) Eine Matrix 7' € R™ "™ heifit orthogonal, wenn sie reguldr ist und ihre
Transponierte zugleich die Inverse ist: 77! = T,

2) Eine Matrix T' € C™*"™ heifft unitir, wenn sie regulir ist und ihre Adjun-
gierte zugleich die Inverse ist: T~ = T*.

Eine orthogonale Matrix ist also nichts anderes als eine reelle unitdre Matrix. Wenn wir in
den folgenden Sitzen immer wieder orthogonale und unitire Matrizen betrachten, werden wir
normalerweise nur den Beweis fiir unitdre Matrizen iiber C fithren. Der reelle, orthogonale Fall
geht dann genauso.

SATZ 1.1.2.
1) Sei T € R™ ™. Dann sind dquivalent:
(i) T ist orthogonal.
(i) Fir alle x € R™ gilt |Tx|| = ||z||.
(iii) Fir alle x,y € R™ gilt (Tx, Ty) = (z,y).
2) Sei T € C™*"™. Dann sind dquivalent:
(1) T ist unitir.
(ii) Fir alle x € C™ gilt ||Tx|| = ||z||.
(iii) Fir alle z,y € C™ gilt Re({(T'z,Ty)) = Re((z, y)).
(iv) Fiir alle z,y € C" gilt (Tx, Ty) = (z,y).
BEWwEIS. Wir beweisen Teil (2), dann geht Teil (1) ebenso.
(i) = (ii): Sei T* = T~'. Es ist
|Tx|? = (Tx, Tz) = (Tx)*(Tz) = 2*T*Tx = x*x = ||z||.
(ii) = (iii): Es ist
lz +y]? ll* + lyll* + (z,y) + {y,2) = l|l[I* + lyl* + 2Re((z, ).
lz = yl* = l=ll® + yll* = (2, 9) = (g, 2) = l2]* + [ly]* - 2Re((z, ) -
Wir subtrahieren diese Gleichungen und erhalten
ARe((z,y)) = llz +yl* — lla - yl*-
Man kann in (i) den Vektor z einmal durch x + y, und dann durch x — y ersetzen,
und erhélt
ARe((Tz,Ty)) = |T(z +y)lI* = I T(z = y)* = |z + yII* — llz — y]|* = 4Re((z, 1)) -

199
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(iii) = (iv): Es gilt:
Re((z,iy)) = Re(i(z, y)) = —Im((z,y)).
Aus (iii) folgt daher
Im((Tz, Ty) = —Re((Tz, T(iy))) = — Re((z, iy)) = Im((z,y)) .
Nochmals wegen (iii) folgt also (Tz, Ty) = (z,y).
(iv) = (i): Es gelte (iv). Seien x,y € C™. Dann gilt
<y,T*T.’£ - $> = <y,T*T(E> - <y,(E> = <Ty,T.’£> - <y,x> =0.
Setzen wir insbesondere y = T*Tx — x, so folgt ||T*Tx — z|*> = 0, also T*Tx = x.

Damit ist T regulér, und 7% ist die Inverse von T. O

DEFINITION 1.1.3. Sei K € {R,C}, sei f : K* — K" eine (nicht notwendig
lineare) Abbildung mit der Eigenschaft:

(Ve,y € K*) [[f (@) = fF(W)ll = lz =yl -
Dann heifit f eine isometrische Abbildung oder Isometrie.

Eine lineare Abbildung K™ — K" ist also genau dann eine Isometrie, wenn sie durch eine
unitére (bzw. im reellen Fall orthogonale) Matrix beschrieben wird.

BEISPIEL 1.1.4. Die folgende Matrix beschreibt eine Drehung im R? um den
Nullpunkt mit einem Drehwinkel von ¢:

= ((ontey ~snie))

Zeigen Sie, dass diese Matrix orthogonal ist.

Losung: Aus der geometrischen Anschauung wissen wir, dass eine Drehung eine
Isometrie ist, also erwarten wir dass Dy orthogonal ist. Wir kénnen das aber auch

nachrechnen:
oiv= (0l o) (i )

- (O 0 ) - (D)

BEISPIEL 1.1.5. Bewegungen des R? oder R3, welche den Nullpunkt festlassen,
werden durch orthogonale Matrizen beschrieben. Also z.B. Drehungen um Achsen
durch den Nullpunkt, Spiegelungen an Geraden oder Ebenen durch den Nullpunkt,
und Hintereinanderausfithrung solcher Bewegungen. Dagegen ist die Parallelver-
schiebung entlang eines Vektors a, also f(z) = x + a zwar eine Isometrie, aber
keine lineare Abbildung.

O

SaTZ 1.1.6.

1) Das Produkt orthogonaler (bzw. unitirer) Matrizen ist orthogonal (bzw.
unitdr).

2) Eine regulire Matriz A ist genau dann orthogonal (unitir), wenn A~!
orthogonal (unitir) ist.

Trauen Sie sich und beweisen Sie es selbst! Entweder direkt mit der Definition von Orthogonalitét,
oder mit Hilfe von Satz 1.1.2.
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1.2. Orthogonale Diagonalisierung.

Sarz 1.2.1. Sei K € {R,C} und T € K"*™. Seien (s1,--- ,$p) die Spalten von

T und z1,--- , z, die Zeilen von T. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1) T ist orthogonal bzw. unitdr.
2) (81, ,8n) ist ein Orthonormalsystem.
3) (27, ,2%) ist ein Orthonormalsystem.
BEWEIS. (1) = (2): Seien s1,---,s, die Spalten von T, und ey,--- ,e, die

Einheitsvektoren in K". Bekanntlich ist s; = T'(e;). Wegen Satz 1.1.2 gilt fiir or-
thogonale (unitire) Matrizen

(si,85) = (Te;, Tej) = (ei,e5) =0, 5.
(Dabei ist 6; ; das Kronecker-Delta.)
(2) = (1): Sei nun (s1,- - , $p) ein Orthonormalsystem. Die Zeilen von T* sind die
Adjungierten der Spalten von T'. Damit ist
—— 57 — | | 5181 -+ 818
T = : s1 vt Sp | = =FE,.

| | 5581 -t SpSp

Also ist T* die Inverse zu T.

(1) & (3): Es ist T unitdr genau dann, wenn 7™ unitér ist. Dies gilt aber wegen
Punkt (2) genau dann, wenn die Spalten von 7™ ein Orthonormalsystem sind. Die
Spalten von T™ sind aber die Adjungierten der Zeilen von T O

KOROLLAR 1.2.2. Sei K € {R,C}, sei B = (b1, - ,by) eine Basis von K"
und E = (ey1,--- ,ep) die Einheitsbasis. Dann gilt: Die Ubergangsmatriz Tg (und
damit auch ihre Inverse TE ) ist genau dann orthogonal bzw. unitir, wenn B eine
Orthonormalbasis ist.

BEWEIS. Die Spalten von TE sind die Basisvektoren by, - -+ , by, in Einheitsko-
ordinaten geschrieben. Nach Satz 1.2.1 sind die Spalten von T genau dann ein
Orthonormalsystem, wenn T2 orthogonal bzw. unitir ist. O

DEFINITION 1.2.3. Sei K € {R,C} und A € K"*". Die Matrix A heifit ortho-
gonal (unitdr) diagonalisierbar, wenn K" eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren
der Matrix A besitzt.

Sarz 1.2.4. Sei K € {R,C} und A € K"*". Die Matriz A ist genau dann
orthogonal (unitir) diagonalisierbar, wenn es eine orthogonale (unitire) Matriz T
gibt, sodass T~YAT eine Diagonalmatriz ist.

BEWEIS. Ist T € K"*" regulir, so ist T~' AT genau dann eine Diagonalmatrix,
wenn die Spalten von T' Eigenvektoren von A sind. Die Spalten bilden genau dann
zusétzlich ein Orthonormalsystem, wenn 7' orthogonal (unitér) ist. O

SATZ 1.2.5. Eine Matriz A € C™*" ist genau dann unitir diagonalisierbar,
wenn die folgenden beiden Aussagen gelten:

1) Sind A\, u z2wei verschiedene Eigenwerte von A und x,y dazugehorige Fi-
genvektoren, so ist (x,y) = 0. (Anders ausgedriickt, die Eigenrdiume ste-
hen aufeinander orthogonal.)

2) Ist X ein Eigenwert von A, so ist ker(A — A)? = ker(\ — A). (Anders
ausgedrickt, die Vielfachheit des Eigenwertes im Minimalpolynom ist 1,
oder wieder anders, der Hauptraum zu X ist der Figenraum.)
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BEWEIS. =: Wenn A diagonalisierbar ist, ist C" die direkte Summe der Ei-
genrdume. Daher miissen in diesem Fall die Hauptraume gleich den Eigenrdumen
sein. Damit gilt (2). Sei nun A unitér diagonalisierbar mit paarweise verschiede-
nen Eigenwerten Aj,---, Ay, seien b; 1, -, b, Eigenvektoren zu \; sodass sich
mit (b1,1,--- ,br,m,) eine Orthonormalbasis von C™ ergibt. Sei z ein beliebiger Ei-
genvektor zu A\; und y ein Eigenvektor zu A; mit ¢ # j. Man sieht leicht, dass
r € L({bix, - bim,}) und y € L({bj1, - ,bjm,}). Weil alle b; ; auf alle bj;
orthogonal stehen, folgt (x,y) = 0. Also gilt (1).
<: Wir nehmen nun an, dass (1) und (2) gelten. Wegen der algebraischen Ab-
geschlossenheit von C und Satz 4.3.4 ist C™ die direkte Summe der Hauptriume
von A. Wegen (2) sind aber die Hauptriume zugleich die Eigenrdume. Seien wie-
der Ay, ---, A\; die Eigenwerte von A. Fiir jedes ¢ wihlen wir eine Orthonormalba-
sis (bi1, -+ ,bi,m;) des Eigenraumes ker(A; — A). Wegen (1) stehen fiir ¢ # j die
Vektoren b, ; und b;, orthogonal. Daraus ergibt sich, dass (b1, -+ ,bkm,) eine
Orthonormalbasis des C™ ist. O

BEMERKUNG 1.2.6. Beachten Sie aber, dass eine reelle n x n-Matrix, fiir deren
reelle Eigenvektoren und Eigenwerte die Bedingungen von Satz 1.2.5 gelten, nicht
diagonalisierbar sein muss. Sie kann ja komplexe Eigenwerte haben.

2. Normale Matrizen
2.1. Definition und Beispiele.

DEFINITION 2.1.1. Sei A € C™"*™ eine quadratische Matrix.

1) A heifit normal, wenn gilt AA* = A*A.

2) A heifit selbstadjungiert oder hermitesch, wenn gilt: A = A*. Eine selbst-
adjungierte Matrix A € R™*" heifit auch symmetrisch.

3) A heifit schiefadjungiert, wenn gilt: A = —A*.

BEMERKUNG 2.1.2. Unitére, selbstadjungierte und schiefadjungierte Matrizen
sind Spezialfille von normalen Matrizen.

2.2. Orthogonale Diagonalisierbarkeit normaler Matrizen.

SATZ 2.2.1. Sei A € C™*™ eine normale Matriz. Dann gilt:

1) ker(A — A) = ker(A — A*)

2) ker(A — A) L ker(u — A) falls X # p.

3) ker(\ — A)? =ker(\ — A)
BEWEIS. Teil (1): Sei (A — A)z = 0. Dann ist
I = A%)z|® = (A = Az, (X = A%)a) = [(X = A)a]"[(X — A)z]
TN = AN - Az =2\ — A"\ - A)x
(A= Az, (A= A)z) = [|[(A = A)z[* = 0.
Also ist ker(A — A) C ker(A — A*). Weil auch A* normal ist, folgt nun auch

ker(A — A*) C ker(\ — A).
Teil (2): Sei (A — A)x =0, (b — A)y = 0 fir A # p. Wegen Teil (1) gilt auch
(A — A*)z = 0. Daher ist
1z, y) = (@, ny) = (, Ay) = (A"z,y) = Az, y) = \z,y) .

Da A # p, folgt (x,y) = 0.
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Teil (3): Sei (A — A)?z = 0. Dann ist also (A — A)z € ker(\ — A). Wegen Teil (1)
ist auch (A — A)x € ker(A — A*). Es ist

I3 = Az = (A = A)z, (A = A)z) = (&, (A = A)(\ = A)z) = (2,0) = 0.
O

SaTz 2.2.2. Sei A € C™"*™. Dann gilt: Die Matriz A ist genau dann normal,
wenn A unitdr diagonalisierbar ist.

BEWEIS. Ist A normal, so folgt aus Satz 2.2.1 und Satz 1.2.5, dass A unitér
diagonalisierbar ist.
Sei nun D = T~ AT mit einer unitiren Matrix 7 und einer Diagonalmatrix D. Man
tiberpriift leicht, dass Diagonalmatrizen miteinander kommutieren, sodass D*D =
DD*. Es ist dann A = TDT~! und T—! = T*. Daher ist A* = (T~1)*D*T* =
TD*T~! und daher

AA* =TDT'TD*T ' =TDD*T ' =TD*DT ' =TD*T'TDT~! = A*A.
O

3. Selbstadjungierte Matrizen und Definitheit

3.1. Diagonalisierung selbstadjungierter Matrizen.

Sarz 3.1.1. Sei K € {R,C}, A € K"*" selbstadjungiert.

1) Alle Eigenwerte von A sind reell.
2) A ist dber K unitdir (orthogonal) diagonalisierbar.

BEWEIS. Sei Az = Az fiir einen Vektor z # 0. Dann ist wegen Satz 2.2.1 auch
Ar = A*z = Az = Az. Da x # 0 folgt A = \.

Die Matrix A ist jedenfalls diagonalisierbar iiber C nach Satz 2.2.2. Ist A €
R™ ™ so konnen die Eigenvektoren reell gewihlt werden, weil auch die Eigenwerte
reell sind. Es folgt, dass A eine Orthonormalbasis aus rellen Eigenvektoren hat. [

3.2. Definitheit.

DEFINITION 3.2.1. Sei K € {R,C} und A € K™*" selbstadjungiert. Die Matrix
A heifit
1) positiv (negativ) definit, wenn fir alle z € K™\ {0} gilt 2* Az > 0 (bzw.,
x* Az < 0).
1) positiv (negativ) semidefinit, wenn fiir alle x € K" gilt 2* Az > 0 (bzw.,
z* Az < 0).

Satz 3.2.2. Sei K € {R,C} und A € K™"*" eine selbstadjungierte Matriz. Dann
gilt:
1) A ist genau dann positiv definit, wenn alle Figenwerte von A grifer als
0 sind.
2) A ist genau dann positiv semidefinit, wenn alle Eigenwerte von A grifer
oder gleich 0 sind.

(Ein analoges Kriterium gilt fir negativ definit und negativ semidefinit.)
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BEWEIS. Sei A positiv definit und A ein Eigenwert von A. Sei x # 0 ein Eigen-
vektor zum Eigenwert A. Dann ist
Mz||? = Mz, 2) = (z, \x) = (z, Az) > 0.

Seien nun umgekehrt alle Eigenwerte von A positiv. Sei z # 0. Weil A unitér
diagonalisierbar ist, gilt x = Zle z; mit z; € ker(A\; — A), wobei die \; paarweise
verschiedene Eigenwerte von A sind. Dabei sind nicht alle z; = 0. Wir niitzen nun
aus, dass die Eigenrdume aufeinander orthogonal stehen und erhalten

k k k k
<I’,AIE> - ZZ<$1,A‘IJ> = Zz<xla>‘JI]>

i=1 j=1 i=1 j=1
ko k k
= 3D Nmr) =D Al > 0.
i=1 j=1 i=1
Der gleiche Beweis funktioniert auch fiir Semidefinitheit. O

LEMMA 3.2.3. Sei K € {R,C} und A € K"*" eine hermitesche, positiv definite
Matriz. Sei b € K" und v € R (reell!). Wir betrachten die hermitesche (n + 1) x

(n + 1)-Blockmatriz
A b
e (2 ),

Dann ist M ist genau dann positiv definit, wenn det(M) > 0 gilt.

BEWEIS. Weil A positiv definit ist, ist A reguldr. Wir betrachten die regulére

Blockmatrix
E, —A71b
(5 )

~ wrim [ En O\ (A b\ (E, —A7'b
M= TMT_(—b*A—1 1) <b* 7> (0 1 )

B E, 0\ (A 0 (A 0
= \pat 1) ot A 4+y) T 0 y—brA)

Die Matrix T ist eine obere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonale, daher ist
det(T) =1 und auch det(T™*) = det(T) = 1, und

und

det(M) = det(T™) det (M) det(T) = det(M).
Damit ist
det(M) = det(M) = (v — b*A~tb) det(A) > 0

genau dann wenn v — b*A~b > 0.
Andererseits gilt fiir alle x € K*t!

e Mz = [T e T*MT[T 2] = [T a]* M[T 2]

Daher ist M genau dann positiv definit, wenn M positiv definit ist. Die Blockdia-
gonalmatrix M ist aber genau dann positiv definit, wenn ihre Diagonalblocke A
und v — b* A~1b positiv definit sind. Nun ist A nach Voraussetzung positiv definit,
und es bleibt die Bedingung dass v — b*A~1b > 0, d.h., det(M) > 0. O
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SATZ 3.2.4 (Hauptminorenkriterium fiir Definitheit). Sei K € {R,C} und A =

(i j)ij=1,.n € K"*" eine hermitesche Matriz. Wir definieren firk=1,--- ., n
apl o 01k
Ak =
Qg1 Okk

Dann ist A genau dann positiv definit, wenn fir alle k =1,--- ,n gilt det(Ax) > 0.

BEWEIS. Sei zunichst A positiv definit. Fiiry = (1,--- ,71)7 € KF\{0} setzen
wir § = (91, ,Mk,0,---,0)7 € K", Dann ist y*Apy = §*Ag > 0. Also ist Ay
positiv definit und hat nach Satz 3.2.2 lauter positive Eigenwerte. Die Determinante
von Ay ist aber das Produkt der Eigenwerte und muf} folglich auch positiv sein.

Es sei nun det(Ag) > 0 fiir alle k. Wir zeigen durch Induktion nach k: Die Matrix
Ay, ist positiv definit. Fiir & = n ergibt sich dann: A = A,, ist positiv definit.
Verankerung k = 1. Es ist A1 = (a1,1). Offensichtlich ist diese 1 x 1-Matrix genau
dann positiv definit, wenn oy ; > 0. Es ist aber det(A41) = aq,1.

Induktionsschritt: Sei Ay positiv definit. Wir kénnen Agy; als Blockmatrix mit
einem geeigneten Vektor b € K" und v = ag1,k+1 € R schreiben:

A b
A1 = (bf 7) .

Nach Lemma 3.2.3 ist Aj4; genau dann positiv definit, wenn det(Ag4+1) > 0. O

BEMERKUNG 3.2.5. Beachten Sie aber, dass sich das Hauptminorenkriterium
nicht auf semidefinite Matrizen verallgemeinern lésst. Es sind alle Hauptminoren
der folgenden Matrix nichtnegativ, aber die Matrix ist weder positiv noch negativ

semidefinit:
0

0
-1

O O =
oS O O

3.3. Sesquilinearformen und Matrizen.

DEFINITION 3.3.1. Sei V ein Vektorraum iiber K = R oder K = C. Eine
Abbildung

JVxV =K
(z,y) = alz,y)
heifit
Bilinearform, wenn gilt: Sesquilinearform, wenn gilt:
a(z, Av + py) = Aa(z,z) + pa(z,y) a(z, Az + py) = Aa(z, x) + pa(z,y)
a(Az + py, z) = Aa(x, 2) + pa(y, z) a(Az + py, 2) = Aa(w, z) + na(y, z)
Eine Bilinearform bzw. Sesquilinearform a heif}t
symmetrisch, wenn gilt: hermitesch, wenn gilt:
a(y, z) = a(z,y), a(y, ) = a(z,y).

Eine Bilinearform bzw. Sesquilinearform a heif}t
positiv semidefinit, wenn fiir alle z € V' gilt: a(z, z) € [0, ),
positiv definit, wenn fiir alle x € V' \ {0} gilt a(x, z) € (0, 00).
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BEMERKUNG 3.3.2. In einem Vektorraum iiber R sind also Bilinearform und
Sesquilinearform dasselbe.
FEin inneres Produkt ist in dieser Terminologie eine hermitesche, positiv definite
Sesquilinearform.

BEHAUPTUNG 3.3.3. Sei K € {R,C}.
1) Seia: K™ x K® = K eine Sesquilinearform. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte Matriz A € K™"*"™ sodass fir alle x,y € K™ gilt a(z,y) = «* Ay.
2) Ist A e K", so ist die Abbildung

K" x K* — K
a .
(z,y) = x* Ay

eine Sesquilinearform.

3) Sind e; die Einheitsvektoren in K", so ist A = (04 )i j=1,.,n gegeben
durch o, j = a(e;, e;).

4) Die Matriz A ist genau dann selbstadjungiert, wenn a hermitesch ist.

5) Die Matriz A ist genau dann positiv (semi)-definit, wenn a positiv (semi)-
definit ist.

BEWEIS. Beweis als Ubung,. t

BEHAUPTUNG 3.34. Sei K € {R,C} und B = (by,---,bn) eine Basis des
K". Mit TE bezeichnen wir wie immer die Ubergangsmatriz von der Basis B zur
Einheitsbasis, d.i. die Matriz, deren Spalten die Basisvektoren b; sind. Sei A €
K"*™ ynd a die Sesquilinearform a(z,y) = x* Ay.

Sind x, § die Koordinaten beziiglich B von Vektoren x,y € K", so ist

a(z,y) =& Cy mit C = (TE)*ATE .
BEWEIS. Weil x = Tga? und y = ngj, gilt
vt Ay = (Tga)" A(Tgg) = *[Tg] ATy .
O

Beachten Sie: Wenn A als die Matrix einer linearen Abbildung f : z — Az aufgefasst wird, ge-
schieht der Basiswechsel durch Ahnlichkeit: [T5] 1 ATE.

Wenn aber A als die Matrix einer Sesquilinearform a(z,y) = x* Ay aufgefasst wird, geschieht der
Basiswechsel mit Hilfe der Adjungierten: [TZ]*ATE.

Wenn B eine Orthonormalbasis ist, ist [TZ]* = [TE]~!, und die Basiswechsel fiir lineare Abbil-
dungen und fiir Sesquilinearformen sind gleich.



